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这 是个 浙 于 法 国 的 禾 事 .报到 法 国 , 人生 自然 会 想到 痪 
菲 尔 铁塔 .凯旋门 、 香 榭 丽 伟大 街 和 拿破仑 .其 实 喜欢 人 文 的 我 
国 读者 对 法 兰 西 文化 也 是 并 不 陌生 的 ,在 文学 领域 中 巴尔 扎 克 、 
斯 汤 达 、 大 仲 马 、 雨 果 、 乔 治 " 桑 的 小 说 曾 使 我 们 手 不 释 卷 ,艺术 
领域 中 德 拉 克 洛 瓦 科 罗 、 库 尔 贝 英 奈 和 米 勒 的 绘画 也 曾 令 我 
们 如 痴 如 醉 . 

如 果 说 到 哲学 ,法 国 那些 灿 若 繁星 的 哲学 大 师 则 更 为 我 国 
读者 所 熟悉 ,正如 黑 格 尔 所 断言 : 关 涉 到 文化 有 两 种 最 重要 的 形 
态 , 那 就 是 法 国 哲学 和 启 楷 思想 ,这 里 既 有 深 逐 理论 的 探索 ,也 
有 诚挚 感情 的 抒发 , 既 有 《百科 全 书 》 主 编 狄 德 罗 ,也 有 一 代 宗 
师 , 启 蒙 运 动 的 先驱 伏 尔 泰 ,以 及 让 * 梅 利 叶 、 和 孟 德 斯 坞 .卢梭 \ 孔 
詹 亚 克 、 霍 尔 马赫 、 马 布 利 等 等 . 

然而 就 在 我 们 津津 乐 道 于 科 罗 作品 的 梦幻 境界 为 绘画 增添 
了 诗意 ,拿破仑 三 世 曾 一 度 撰写 《凯撒 传 》, 福 楼 拜 因 创作 小 说 
《 包 法 利夫 人 》 而 遭 控告 , 波 德 莱 尔 的 诗集 ( 恶 之 花 ) 被 删 砍 等 文 
坛 掌故 时 ;在 人 们 为 拉美 特 利 的 “人 是 机 器 ", 爱 尔 维修 “自爱 是 
人 的 本 性 ”, 摩 莱 里 “私有 制 是 万 恶 之 源 "的 宏 论 拍 案 称 奇 时 ,人 
们 可 曾 想到 对 法 兰 西 的 科学 ,我 们 又 了 解 多 少 呢 ? 作为 科学 的 
皇后 一 一 数学 ,法 国有 什么 贡献 ? 法 国有 哪些 数学 大 师 ? 对 这 
些 我 们 又 知道 多 少 呢 ? 
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法 国 是 一 个 科学 大 国 , 法 国 的 世界 大 国 地 位 与 其 说 是 由 其 经 济 实力 所 决 
定 , 倒 不 如 是 说 由 其 科技 实力 所 奠定 .蔡元培 先生 早 在 1928 年 2 月 6 日 欢迎 法 
国 大 使 马 德 尔 演 说 词 中 就 指出 : 


“不 久 以 前 ,我 国 某 处 有 一 个 小 学 教员 , 命 学 生 把 他 们 最 看 得 起 的 
一 个 外 国 举 出 来 .结果 ,列强 及 瑞士 比利时 等 ,都 得 到 一 部 分 学 生 的 党 
拜 .有 的 国家 ,因为 它 的 殖民 地 是 世界 上 最 多 ;有 的 国家 ,因为 它 的 财富 
是 世界 上 第 一 ;有 的 国家 ,因为 它 的 维新 modemis 一 atio 是 世界 上 最 快 . 
法 国 也 得 到 许多 小 学 生 的 崇拜 ,不 过 小 学 生 崇 拜 它 ,不 是 因为 它 的 殖民 
地 多 ,不 是 因为 它 富 度 ,也 不 是 因为 它 能 学 人 家 ,能 维新 , 却 是 因为 它 的 
文化 发 达 的 成 就 最 高 .法 兰 西 的 文化 ,在 中 国 小 学 生 的 眼光 中 ,已 经 有 
这 么 正确 的 判断 , 那 在 成 人 的 眼光 中 ,更 不 必 说 了 . 

所 以 我 们 今天 欢迎 马 德 尔 公使 ,不 是 因为 他 是 强大 盛 富 的 国家 的 
代表 ,法 国 尽管 是 强大 盛 寅 , 却 是 因为 他 是 文化 极 高 的 国家 的 代表 .” 


法 国 是 世界 上 最 盛产 数学 思想 的 国度 ,曾经 是 世界 数学 的 中 心 .法 兰 西 民 
族 是 世界 上 数学 家 莫 出 的 民族 , 翻 开 任何 一 本 数学 著作 映 和 人 眼帘 的 总 少不了 法 
国 数学 家 的 名 字 , 从 近代 的 韦 达 、 笛 沙 格 . 笛 卡 尔 . 费 马 . 达 朗 贝尔 , 拉 格 朗 日 蒙 
日 . 傅 里 叶 、 柯 西 伽 罗 瓦 到 现代 的 彭 加 勒 . 勒 贝 格 . 托 姆 及 布尔 巴 基 学 派 . 

在 这 本 书 中 ,我 们 将 选取 在 近代 数学 中 最 具 传奇 色彩 的 一 位 法 国 数学 家 来 
讲 令 他 和 他 的 猜想 的 故事 .要 找到 这 样 一 位 传 主 是 很 困难 的 .美国 第 一 家 现代 
报纸 ,1833 年 7 月 30 日 在 纽约 创办 的 《太阳 报 》 的 一 位 编辑 约翰 ` 博 加 特 曾 说 
过 :“ 狗 咬 人 不 是 新 闻 , 人 咬 狗 才 是 新 闻 ." 同 样 , 写 职业 数学 家 如 何 证 明 或 提出 
数学 猜想 ,除了 专家 以 外 ,很 少 有 人 会 感 兴趣 的 ,因为 这 是 意料 之 中 的 事 ,是 他 
在 做 自己 该 做 的 事 ,不 具 传奇 色彩 .说 到 传奇 ,那么 他 应 该 完全 是 一 位 并 不 专门 
从 事 数学 的 业余 数学 家 ,如 果 他 再 是 世界 业余 数学 家 之 王 就 更 好 了 .这 个 唯一 
的 人 选 就 是 法 国 律师 费 马 .首先 ,是 因为 怀 尔 斯 那 禾 动 全 球 的 讲演 , 怀 尔 斯 的 证 
明 气势 宏大 ,可 谓 黄 钟 大 吕 ,史无前例 . 它 宣 告 了 费 马 大 定理 这 桩 长 达 350 年 之 
久 的 历史 悬案 在 上 世纪 末 彻 底 结案 ,数学 将 翻 开 新 的 一 页 .而 且 在 费 马 大 定理 
长 达 350 年 的 历史 中 , 它 一 直 充 当 了 人 类 智力 极限 的 计量 表 . 法 国 一 位 翡 观 的 
物理 学 家 曾 断言 ,人 类 的 智力 已 达到 了 极限 ,例证 之 一 就 是 费 马 大 定理 .传说 狐 
太 王 大 卫 的 戒指 上 刻 有 一 句 铭文 "一切 都 会 过 去 ”. 但 在 契 订 夫 小 说 中 却 有 一 个 
人 反 其 意 , 在 自己 的 戒指 上 也 刻 了 一 句 铭文 “一 切 都 不 会 过 去 ”. 

如 果 说 怀 尔 斯 宣布 了 费 马 猜想 已 经 成 为 过 去 ,那么 本 书 将 告诉 你 : 它 不 会 
过 去 , 费 马 永远 在 我 们 心中 ! 费 马 大 定理 曾 引 * 无 数 英雄 竞 折 腰 ", 而 人 类 又 以 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


From ras To Wiles 


特有 的 坚韧 一 步 步 向 目标 逼近 ,可谓 笔 路 蓝 缕 , 艰 苦 卓 绝 , 在 征服 费 马 大 定理 的 
征途 中 留 下 了 一 系列 里 程 碑 般 的 著名 的 定理 .这 些 定理 如 同 英国 索 尔 兹 勃 里 平 
原 上 的 巨石 群 那样 ,永远 疯 然 意 立 . 可 以 将 其 视 为 数学 史上 的 一 大 景观 和 人 类 
对 未 知 领域 不 懈 探 索 的 顽强 精神 的 见证 .作为 一 个 现代 人 没有 到 此 一 游 的 经 
历 , 应 该 是 很 遗憾 的 . 

更 令 人 感到 遗憾 的 是 ,最 初 新 闻 出 版 界 对 此 事 的 冷漠 和 人 迟钝 ,就 在 全 球 新 
闻 媒 介 为 怀 尔 斯 而 疯狂 ,世界 各 大 报刊 铺天盖地 .连篇 累 肤 的 时 候 ,我 们 却 出 奇 
地 冷静 ,只 有 《中 国 科学 报 》 和 《上 海 经 济 导报 ?报导 了 此 消息 ,是 什么 原因 呢 ? 
这 似乎 与 世界 名 著 受 冷遇 原因 相同 ,在 一 篇 分 析 名 著 被 搁置 的 原因 的 文章 中 道 
出 了 其 中 的 原因 : 


“我 们 所 处 的 这 个 信息 、 媒 介 异 样 发 达 的 时 代 , 有 谁 起 过 ,恰恰 是 最 
容易 淖 埋 真实 事物 和 事物 本 质 的 时 代 呢 ? 因为 发 达 , 所 有 浮 泛 的 、 虚 候 
的 、 劣 质 的 、 琐 碎 的 东西 得 以 传播 和 泛滥 、 流 行 和 传染 ,它们 实际 上 正 联 
合 起 来 ,谋杀 那些 最 有 价值 的 东西 ! 

这 样 的 谋杀 和 误导 , 正 时 时 刻 刻 发 生 在 我 们 身边 ,混乱 着 我 们 的 生 
活 . 而 名 著 的 搁置 ,只 是 其 中 的 一 部 分 .一 切 发 展 和 进步 都 藏 着 它 的 悖 
论 和 反 效 果 ,就 像 人 们 都 摆脱 不 掉 自 己 的 影子 一 样 , 近 两 年 才 有 了 一 些 
转机 .” 


对 于 为 什么 要 读 名 著 这 个 问题 ,有 人 的 回答 是 :只 有 读 名 著 你 才 可 能 知道 
别人 的 深度 .同样 只 有 读 这 些 著名 猜想 的 解决 历史 你 才 可 能 了 解 人 类 思维 的 深 
度 .客观 地 说 :这 本 小 册子 也 可 以 算 做 一 本 中 级 科普 读物 .科普 传统 由 来 已 久 ， 
科学 需要 普及 ,数学 尤其 之 ,因为 它 面临 着 双重 的 需要 ,大 众 与 数学 家 .大 众 需 
要 了 解 ,数学 家 需要 解释 . 

中 国人 一 直 把 学 习 数学 当做 一 件 很 神圣 的 事 , 视 为 一 生 中 的 一 件 大 事 .中 
国有 首 古 尘 奔 张 地 表达 了 这 种 对 数学 的 崇敬 之 情 . 


人 生 世 不 能 学 算 ， 
如 空中 日 月 无 光 ; 
即 学 书 不 学 其 算 ， 
侍 精 神 减 其 一 半 


十 几 年 前 书市 曾 有 一 本 十 分 走俏 的 书 叫 《曾国藩 家 书 》, 多 次 再 版 , 颇 受 欢 
迎 . 曾 国 游 在 中 国 历代 封疆 大 吏 中 可 算是 博学 者 (他 本 人 曾 是 道光 进士 ) ,并 治 
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家 有 方 ,《 曾 文正 公 全 集 ) 颇 受 现代 人 欣赏 ,他 本 人 曾 因 为 不 通晓 数学 而 自 责 , 并 
瞩 其 子孙 认真 习 之 ,因此 后 代 多 为 科技 界 精英 .例如 ,他 的 第 五 代 子 孙 曾 宪 衡 为 
湖南 医科 大 学 教授 , 曾 宪 衡 之 子 曾 群 曾 在 中 国 科技 大 学 少年 班 学 习 , 后 人 了 蛤 佛 
大 学 攻读 博士 学 位 . 

曾 国 落 本 人 也 大 力 握 用 数学 家 , 清 代 著名 数学 家 华 衡 芳 曾 在 曾国藩 府中 作 
嘉宾 ,并 多 次 被 保 举 , 一 生 与 曾 国 落 洋务 运动 结 下 不 解 之 缘 . 而 华氏 则 是 极力 推 
尝 数 学 重要 性 的 数学 家 .他 在 其 长 达 12 卷 之 巨 的 《学 算 笔谈 ) 中 认为 :“ 故 深 于 
算法 者 可 以 析 至 纷 之 数 , 穷 至 转 之 理 , 选 至 精 至 奇 之 器 , 奇 造化 之 极 与 , 池 天 人 
之 秘 奥 . 国 家 因此 而 富强 ,天 下 俱 得 其 便利 ,其 功 岂 浅 鲜 哉 1” 

由 于 这 种 心理 价值 取向 的 引导 ,我 国 一 直 有 着 良好 的 数学 科普 传统 ,而 且 
非常 成 功 .比如 早 在 1953 年 老 一 辈 数 学 家 孙 渗 濠 曾 编写 过 一 本 《数学 方法 趣 
引 》( 中 国 科学 图 书 仪器 公司 出 版 ) 的 小 书 ,此 书 在 当时 引起 强烈 反响 ,其 中 介绍 
的 “ 柯 克 曼 女 生 问 题 " 和 “斯 坦 纳 系 列 问题 "吸引 了 一 个 当时 了 哈尔滨 电机 厂 生产 
科 叫 陆 家 闵 的 统计 员 , 从 那 时 起 ,他 经 过 30 多 年 的 拼搏 ,终于 攻克 了 这 一 世界 
难题 ,成 为 中 国 数学 界 的 骄傲 .这 就 是 科普 书籍 该 起 的 作用 , 它 虽然 不 能 告诉 你 
登 月 球 的 方法 ,但 它 却 极力 向 你 讲述 那里 是 琼 楼 玉宇 .玉兔 折 桂 的 仙境 ,让 你 想 
往 , 让 你 着 迷 . 眼 下 科普 似乎 有 更 重要 的 功效 .因为 现实 的 境况 在 不 断 地 逼迫 人 
收 紧 视野 , 先 去 关注 眼前 的 物质 需要 ,这 使 人 缺乏 理性 , 粘 灌 于 世俗 功利 .但 有 
了 钱 并 不 能 就 天 圆 地 方 , 自 足 自在 ,精神 生活 也 是 人 类 所 必须 的 .正如 爱德华 
杨 (E. Young)1728 年 所 写 的 一 首 诗 “Love and Fame" 中 所 说 


“哲人 虽然 贫穷 ， 

却 是 精神 富翁 ; 
生性 俭朴 寒 欲 ， 

小 著 便 有 大 兴 . 
是 者 贪得无厌 ， 

炫 丰 、 唐 幻 、 挤 命 ; 
追求 物质 享受 ， 

每 每 万 事 比 空 . 
贪 禁 的 恶 水 ， 

一 旦 淹没 欢乐 的 土地 ， 
人 生 的 快乐 ， 

就 会 变 成 梦幻 泡影 ; 
就 好 似 耗 子 ， 

钻 进 了 狭窄 的 风 箱 ， 
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拆 命 地 挣扎 ， 
也 解救 不 了 垂危 的 生灵 .” 


精神 的 滋养 是 长 期 的 ,正如 王国 维 在 其 (人间 词 话 ) 中 所 说 “ 夫 物 质 的 文明 ， 
取 诸 他 国 ,不 数 十 年 而 具 矣 . 独 至 精神 上 之 趣味 , 非 千 百 年 之 培养 与 一 二 天 才 之 
出 不 及 此 ”. 

当然 有 人 说 讲 实际 、 重 功利 是 以 西方 为 榜样 ,实际 上 东西 方 情况 完全 不 同 ， 
西方 虽然 在 俗世 生活 中 重 功利 , 重 物质 ,可 是 在 俗世 生活 外 还 有 宗教 生活 ,可 以 
使 人 在 这 个 领域 内 汲取 精神 的 资源 ,以 济 俗世 生活 的 偏 枯 .而 在 中 国 ,没有 超越 
的 领域 .一 旦 受到 功利 观念 的 侵袭 , 则 整个 人 生 都 陷于 不 能 超 拨 的 境地 . 

而 从 某 种 意义 上 说 ,科学 特别 是 自然 科学 可 以 暂时 充当 这 种 超越 的 领域 . 
学 习 科 学 ,热爱 科学 也 可 看 成 是 “逃避 日 常生 活 的 折磨 人 的 粗鲁 和 绝望 的 空虚 ， 
是 由 纯 个 人 的 存在 走向 认识 客观 世界 的 和 谐 的 形式 之 一 ". 爱 因 斯 坦 曾 说 过 ， 
“这 种 动因 ,可 以 同 满腹 忧愁 相 比 较 ,这 种 忧愁 不 可 过 止 地 促使 市 民 从 一 般 喧 器 
和 混乱 的 环境 中 走 入 平和 的 高 山区 域 ,在 这 里 ,山峰 上 新 鲜 而 怡 静 的 空气 渗入 
肺腑 , 那 仿佛 为 世 世 代 代 建 立 的 永恒 的 宁静 使 他 心旷神怡 .” 

这 就 是 爱 因 斯 坦 醉心 于 科学 的 自我 解释 ,当然 这 也 可 以 当做 老百姓 的 一 种 
活 法 的 选择 . 

如 果 本 着 这 样 的 目的 ,选择 数论 来 作 科普 是 再 合适 不 过 的 了 .因为 在 数论 
这 门 最 古老 ,但 又 是 永 葆 青春 的 数学 分 支 中 ,不 时 会 提出 精彩 的 独特 的 问题 ; 
就 其 内 容 而 言 ,它们 是 如 此 初等 ,每 个 中 学 生 都 能 理解 ,它们 通常 是 关于 数字 世 
界 加 从 的 某 一 个 很 简单 的 法 则 ,这 些 法 则 对 于 所 有 已 经 验证 过 的 特殊 情况 都 是 
正确 的 ,但 是 ,要 求 查 明 它们 实际 上 是 否 总 是 正确 的 .这 样 ,尽管 问题 看 起 来 简 
单 ,但 是 ,为 解决 它们 ,往往 要 用 上 好 几 年 的 时 间 ,有 时 ,甚至 困惑 历代 最 著名 的 
学 者 达 几 百年 .您 应 会 承认 ,它们 使 人 心 向 神往 . 

其 次 ,数学 的 普及 对 数学 家 来 说 也 是 至 关 重 要 的 , 往 低 了 说 ,因为 他 们 花 着 
纳税 人 的 钱 在 搞 研 究 ,他 们 有 义务 让 纳税 人 知道 他 们 在 干什么 . 往 高 了 说 ,社会 
给 了 数学 家 在 社会 声望 排序 中 很 高 的 地 位 ,数学 家 也 需要 向 公众 解释 或 说 明 一 
下 他 配 占据 这 一 地 位 .而 现在 的 数学 家 似乎 无 不 陷入 一 种 矛盾 的 心理 中 ,一 方 
面 是 由 于 庆幸 掌握 了 某 种 深奥 理论 和 高 深 技巧 所 带 来 的 强烈 的 自豪 感 ,而 另 一 
方面 却 是 惧怕 自己 的 理论 不 被 外 界 理解 而 产生 的 虱 恼 与 孤独 感 .这 有 点 像 白 居 
易 《 卖 炭 翁 》 中 卖 炭 翁 “ 可 怜 身上 衣 正 单 , 心 忧 类 贱 愿 天 寒 " 的 两 难 境地 

无 疑 , 数 学 是 艰深 的 ,现代 数学 语言 是 人 类 现存 的 最 难 掌握 的 .外 行人 根本 
无 法 破译 的 语言 . 

1992 年 2 月 26 日 在 挪威 特 隆 赫 姆 举行 了 纪念 挪威 著名 数学 家 李 (S. Phus 
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Lie) 诞 展 150 周年 的 挪威 皇家 文学 理科 学 院 大 会 上 巴 思 (Nils A.Bass) 说 : 


“用 普通 语言 来 叙述 一 位 数学 家 的 工作 是 一 个 困难 的 任务 ,让 我 们 
引用 一 段 西 洛 (L.Sylow) 所 做 的 关于 李 的 纪念 演讲 : 教学 家 比 任何 其 
他 科学 家 要 更 加 不 幸 , 因 为 他 的 工作 不 能 向 受过 良好 教育 的 一 般 公 众 ， 
甚至 科学 界 的 一 般 听 众 表述 和 解释 ,和 要 是 能 够 感受 一 个 数学 定理 特殊 
的 美 或 者 欣赏 这 门 科学 已 经 完成 部 分 的 推理 思路 ,他 就 必须 是 位 数学 


数学 的 极端 形式 化 (从 布尔 巴 基 开 始 的 ) ,不 仅 阻 碍 了 一 般 公 众 了 解 和 欣赏 
数学 的 可 能 ,而 且 有 时 甚至 连 职业 数学 家 都 大 叫 其 苦 .特别 是 有 许多 人 病态 地 
将 这 种 形式 化 倾向 发 展 到 了 不 可 理喻 的 地 步 .阿诺德 (Amol d. VLadimir Igore- 
vic) 是 前 苏联 著名 数学 家 ,他 曾 成 功 地 证 明了 希 尔 伯 特 第 十 三 问题 (不 可 能 用 
只 有 两 个 变数 的 函数 解 一 般 的 7 次 方程 ) ,是 一 位 世界 级 大 师 . 当 有 一 次 记者 采 
访 他 , 问 他 “关于 数学 ,你 念 些 什么 ”他 回答 说 :对 于 我 来 说 ,要 想 读 当代 数学 家 
们 的 著述 ,几乎 是 不 可 能 的 .因为 他 们 不 说 “ 彼 嘉 洗 了 手 ”, 而 只 是 写 道 : 


“存在 一 个 0 <0, 使 得 这 4 在 自然 的 映射 1 下 彼 豆 (41) 之 下 的 像 
属于 脏 手 组 成 的 集合 ,并 且 还 存在 一 个 ba ,ti < ba<0, 使 得 fa 在 上 面 得 
到 的 映射 之 下 的 像 属 于 前 一 句 中 定义 的 集合 的 补 集 .” 


这 种 令 人 费解 的 现象 用 经 济 学 家 “庸俗 ”的 观点 解释 就 是 :在 市 场 经 济 环境 
下 ,只 有 稀缺 的 才能 才 可 能 是 高 价 的 .所 以 社会 各 行业 都 有 保持 从 业 人 员 稀少 
的 倾向 ,于 是 修 高 门槛 ,提高 进入 成 本 便 是 最 佳 方法 ,这 其 中 当然 包括 引入 过 繁 
过 难 的 符号 (西医 用 拉丁 文 写 药 名 ,中 医用 只 有 行内 才 认 识 的 天 书写 药方 均 同 
此 理 ) .这 种 形式 化 倾向 在 中 学 数学 中 也 有 反映 ,许多 人 在 评价 法 国 中 学 数学 改 
革 方 案 时 激烈 地 择 击 说 :人 们 往往 错误 地 认为 严密 的 论证 就 是 形式 主义 .因此 ， 
花 了 很 多 时 间 去 给 出 十 分 抽象 的 ,复杂 的 定义 ,使 用 了 过 多 的 符号 ,以 至 数学 课 
成 了 语法 修辞 课 ,要 学 生 完成 的 许多 练习 往往 是 毫 无 趣味 的 ,例如 ,要 教 给 14 
岁 的 学 生 仿 射 直线 的 正式 定义 是 :一 条 仿 射 直线 就 是 一 个 集合 也 , 它 带 有 双 射 
0D- 尺 ,这 个 双 射 要 满足 以 下 一 些 性 质 …'…" 这 显得 相当 可 笑 ,以 至 一 个 讽刺 杂 
志 特地 刊登 了 这 个 定义 ,把 它 作为 一 个 笑料 . 躲 在 象牙 塔 中 闭 门 苦 修 的 数学 家 
与 成 千 上 万 渴望 了 解数 学 的 人 之 间 的 关系 , 颇 像 一 个 国外 幽默 所 描述 的 那样 . 


记者 问 体育 场 工作 人 员 彼 得 ,足球 对 体育 有 什么 贡献 .什么 贡献 ? 
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From as To Wies 


一 点 儿 也 没有 1”“ 一 点 儿 也 没有 ?" 记 者 吃惊 地 问 .“ 你 能 说 得 详细 一 点 
儿 吗 ?”“ 当 然 .彼得 说 :“ 你 想 想 看 ,足球 使 22 个 需要 休息 的 人 在 场 上 
拆 命 地 跑 , 而 4 万 个 需要 运动 的 人 却 坐 在 那里 傻 看 .” 


所 以 说 ,好 的 数学 科普 著作 是 在 大 众 与 数学 家 这 两 极 之 间架 起 一 座 互 相 沟 
通 理解 的 桥梁 ,数学 科普 著作 会 将 读者 领 人 一 个 陌生 的 领域 ,告诉 人 们 什么 是 
现代 数学 ,数学 家 整 天 在 忙 些 什么 . 沃 尔 夫 岗 ' 克 和 鲁 尔 在 其 《数学 的 审美 观 》( 见 
李 砚 祖 主编 .艺术 与 科学 ( 卷 一 ) .清华 大 学 出 版 社 ,2005.P175) 中 指出 :与 其 他 
大 多 数学 科 的 代表 人 物 相 比 ,数学 家 在 交流 过 程 中 受到 极其 不 利 条 件 的 影响 ， 
法 学 家 \ 语 言 学 家 、 生 物 学 家 、 化 学 家 和 物理 学 家 一 一 所 有 这 些 人 都 可 以 与 未 人 
门 的 门外汉 谈论 他 们 的 专业 .或 许 他 们 不 能 完全 解释 那些 令 他 们 深思 的 问题 ， 
但 他 们 很 容易 对 那些 表层 的 问题 给 予 一 个 综合 的 描述 ,使 他 们 的 听众 感 兴趣 并 

而 在 数学 中 完全 不 是 这 样 ! 看 来 要 理解 数学 真 需要 一 种 特殊 的 第 六 感官 , 
具有 这 种 感官 的 少数 人 会 热情 地 投入 这 门 科学 ,而 其 余人 就 会 尽 可 能 远离 它 ， 
或 认为 它 毫 无 价值 .当然 这 种 隔绝 也 给 数学 家 们 一 种 好 处 :他 们 不 必 像 其 他 专 
业 人 员 那 样 ,他 们 很 少 在 社会 集合 中 试图 与 外 行人 作 专 业 对 话 .但 是 数学 家 们 
并 不 总 是 甘于 这 种 隔绝 状态 . 

我 今天 对 此 感到 特别 苦恼 .因为 我 如 此 热切 地 想 给 你 们 说 明 那 种 使 我 迷恋 
数学 的 极 富 魅 力 的 观念 . 

另外 ,科普 书 与 所 谓 的 人 门 书 又 有 一 定 区 别 ,有 些 人 门 书 是 为 准 专家 写 的 
(如 码 克勤 先生 的 《代数 数论 入 门 》, 千 万 别 以 为 可 以 轻易 人 门 ) .以 费 马 大 定理 
为 例 ,目前 有 许多 关于 费 马 大 定理 的 入 门 书 ,但 一 般 人 想 读 懂 它 们 也 是 非常 之 
难 .1977 年 美国 数学 史 专 家 纽约 大 学 数学 教授 哈 罗 德 .爱德华 斯 (Harol d M. Ed- 
wards) 曾 写 了 一 本 著名 的 入 门 书 ( 费 马 的 最 后 定理 》(《Fermat”s Last Theorem》) ， 
长 达 410 页 ,他 本 人 曾 为 此 获得 美国 数学 会 1980 年 的 一 项 大 奖 一 Steele 奖 . 
此 书 详细 介绍 了 直到 20 世纪 70 年 代 费 马 大 定理 的 进程 ,然而 近代 从 法 尔 廷 斯 
开始 的 有 关 费 马 大 定理 的 工作 又 都 是 跟 椭 圆 曲 线 相 联系 的 ,而 要 想 了 解 什么 是 
椭 贺 曲线 及 它 与 费 马 大 定理 的 关系 , 那 又 得 读 西 尔 弗 曼 (JosephH. Silvennan) 的 
《 李 圆 曲线 的 算术 理论 》, 真 可 谓 “ 路 漫漫 其 修 远 今 ”. 加 拿 大 数学 会 最 新 编辑 的 
一 本 关于 费 马 大 定理 近期 进展 的 巨著 《SEMINAR ON FERMAT'S LAST THEO- 
REM》 正 在 我 国 数论 界 流传 , 它 对 普通 读者 来 说 绝 不 亚 于 天 书 .所 以 说 ,对 那些 
有 一 点 数论 知识 (初等 数论 .代数 数论 ) ,不 想 作 研 究 , 仅 想 了 解 一 下 费 马 大 定理 
的 历史 的 人 来 说 ,甚至 仅 了 解 一 点 整数 知识 而 对 费 马 本 人 感 兴趣 的 读者 来 说 ， 
读本 书 是 合适 的 . 
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数学 是 需要 普及 的 .同时 ,数学 真正 意义 下 的 普及 又 是 极其 困难 的 .首先 是 
因为 这 项 工作 不 具 功 利 性 ,甚至 比 纯 数学 研究 还 缺乏 功利 倾向 ,而 基础 数学 正 
是 由 此 受到 许多 国家 政府 的 冷遇 .以 美国 为 例 ,美国 Exxon 研究 与 工程 公司 总 
经 理 戴 维 (Edward E.David) 博 士 曾 在 《科学 美国 人 》 中 撰文 呼吁 美国 联邦 政府 加 
强 对 数学 基础 研究 的 财政 支持 ,尽管 到 1989 年 美国 用 于 基础 数学 的 经 费 已 达 
1 800 万 美元 ,虽然 对 我 国 来 说 已 近乎 天 文 数字 ,但 和 美国 其 他 基础 科学 相 比 仍 
十 分 不 足 . 所 以 ,在 美国 ,研究 数学 的 人 自称 为 "敢死队 ”, 因 为 相 比较 而 言 ,那里 
的 数学 教授 年 薪 最 低 ,而 这 些 人 因 热 爱 数学 而 不 悔 , 因 为 有 了 他 们 才 有 了 独 执 
世界 数学 发 展 之 牛 耳 的 美国 数学 界 ,而 不 是 单 靠 投资 .现在 再 来 看 看 数学 普及 
工作 ,如 果 说 政府 不 重视 基础 数学 研究 是 因为 数学 对 整个 社会 的 功利 需求 无 法 
快速 满足 ,那么 数学 普及 面临 的 另 一 个 难题 是 由 于 它 自身 的 性 质 所 决定 的 不 具 
独创 性 ,所 以 这 同时 又 满足 不 了 那些 欲 在 学 术 圈 中 * 争 名 逐 利 "的 数学 家 的 “名 
利 欲 ”, 其 实 这 是 推动 数学 研究 的 健康 动力 之 一 ,是 深 植 于 人 性 之 中 ,无 可 非议 
的 ,所 以 尽管 美国 政府 已 开始 重视 数学 的 普及 ,美国 数学 会 也 在 大 力 提倡 人 们 
写 说 明 性 和 解释 性 的 文章 ,借以 普及 现代 数学 ,但 这 项 工作 一 般 说 来 ,由 于 以 上 
原因 ,在 美国 数学 家 眼中 的 价值 不 高 ,所 以 真正 的 精品 并 不 多 见 .中 国 的 情况 也 
是 如 此 :十 儿 年 前 由 中 国 科学 院 学 部 联合 办 公 室 、 中 国 工程 院 学 院 工作 部 和 《 科 
学 时 报 》 共 同 策划 ,组 织 两 院 院 士 撰写 ,由 清华 大 学 出 版 社 君 南京 大 学 出 版 社 联 
合 出 版 的 跨 世 纪 科 普 工 程 一 一 (院士 科普 书 录 》 的 作者 中 我 们 只 发 现 了 少数 几 
位 数学 家 : 吴 文俊 , 刘 应 明 、 林 群 , 张 景 中 4 位 与 总 数 176 位 之 比 , 仅 为 2% ,这 与 
数学 在 自然 科学 中 的 地 位 极 不 相称 . 

中 国 科 协 主席 周 光 如 在 “高 士 其 星 " 命 名 仪式 上 强调 指出 :科普 工作 是 整个 
科学 ,社会 体系 中 不 可 缺少 的 一 部 分 ,科普 工作 的 对 象 不 仅 包括 青少年 .领导 干 
部 ,也 包括 科学 家 ,科学 的 发 展 要 求 许多 跨 学 科 的 交流 和 互相 促进 .例如 ,数学 
界 最 新 的 发 展 除 了 少数 科学 家 以 外 鲜 有 人 知 ,这 就 需要 数学 家 进行 一 定 的 科学 
普及 工作 ,使 他 们 的 研究 成 果 为 全 社会 所 享有 

此 外 ,还 有 一 种 观点 使 得 数学 科普 流 于 文艺 化 ,从 而 丧失 了 它 的 精 血 一 一 
科学 化 .有 位 著名 数学 家 曾 对 是 否 是 一 个 好 的 数学 问题 提出 了 一 个 判别 标准 
是 :“ 它 能 讲 给 你 的 外 祖母 听 .” 此 话 固然 不 错 ,数学 中 许多 著名 猜想 ,特别 是 数 
论 中 许多 猜想 真 就 能 讲 给 老人 家 听 , 但 千 万 不 要 将 听 慌 和 真正 的 理解 搞 混 , 虽 
然 表面 上 结果 是 一 样 的 ,但 过 程 过 然 不 同 ,而 科普 往往 追求 的 是 过 程 .这 就 像 老 
奶奶 不 只 一 次 给 外 孙 讲 嫦娥 奔 月 的 故事 ,但 它 和 阿波 罗 登 月 计划 却 是 完全 两 回 
事 .以 往 一 提 到 科普 著作 很 多 人 会 联想 到 类 似 凡 尔 纳 科幻 小 说 的 笔法 ,其 实 随 
着 时 代 的 发 展 ,这 种 有 媚俗 之 嫌 的 笔法 早已 不 需要 了 .前 苏联 作家 和 科学 家 
N. 叶 费 列 英 夫 说 “优秀 的 科普 书籍 和 文章 吸引 着 比 今天 的 文艺 作品 多 得 多 的 
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From Pythagoras To Wiles 


读者 .在 这 样 一 些 条 件 下 ,为 了 深刻 地 和 独特 地 影响 读者 ,文艺 作品 在 科学 知识 
普及 中 的 那些 老 的 手法 已 经 不 够 用 了 …… 为 了 宣传 科学 知识 必须 赋 以 旅游 、 历 
险 或 侦探 色彩 的 时 代 已 一 去 不 复 返 了 .现在 ,科学 在 其 积累 的 知识 和 效用 的 总 
和 中 本 身 就 是 有 趣 的 .” 

数学 科普 也 是 要 用 数学 本 身 的 魅力 去 吸引 读者 ,而 绝 不 是 仅 靠 几 条 名 人 软 
事 .对 此 中 国 科技 大 学 的 冯 克 勤 教授 (他 是 国内 费 马 问题 的 权威 ) 有 精辟 的 论 
述 ,他 曾 风 趣 地 讲 了 一 个 源 于 法 国 数学 家 托 姆 (Thom) 的 一 个 民间 传说 .有 一 
次 , 托 姆 和 两 位 古人 类 学 家 讨论 这 样 一 个 问题 :我 们 的 祖先 第 一 位 想 保留 火种 
的 动机 是 什么 ? 一 位 古人 类 学 家 说 :是 由 于 想 吃 熟食 . 另 一 位 则 说 :是 想 取暖 . 
而 托 姆 则 有 不 同 的 看 法 .他 认为 :第 一 个 想 保留 火种 的 人 ,首先 是 由 于 在 黑暗 中 
被 美丽 的 火焰 弄 得 神魂 颠倒 .我 想 ,对 于 一 位 数学 教师 来 说 ,如 果 他 使 班 上 学 生 
都 取得 很 好 的 成 绩 ,他 是 一 个 努力 的 教员 ;只 有 他 能 使 学 生 (即使 是 一 部 分 学 
生 ) 对 数学 着 了 迷 , 被 数学 火焰 的 美妙 弄 得 神魂 其 倒 , 他 才 是 一 位 真正 好 的 数学 
教员 ! 

在 今天 ,一 本 好 的 科普 著作 标准 ,应 该 是 王 元 教授 在 其 为 单 二 先生 《趣味 数 
论 》 中 所 作 的 序 中 提出 的 四 个 标准 , 即 准 、 新 、 浅 \ 趣 .然而 要 想 做 到 这 点 是 很 不 
易 的 .作者 努力 以 这 四 个 标准 为 尺度 , 尽 全 力 悉心 写作 ,虽然 作者 是 学 数学 出 身 
的 ,但 对 数论 的 学 习 和 研究 纯 属 业余 爱好 , 决 非 专攻 .另外 ,在 费 马 猜想 长 达 
350 年 的 历史 中 产生 了 浩如烟海 的 研究 文献 ,法 尔 廷 斯 ` 怀 尔 斯 等 大 师 的 非凡 
思想 又 是 现代 数学 博大 精深 之 典范 , 决 非 作 者 编写 的 几 十 万 字 的 概括 性 介绍 和 
评说 所 能 充分 表现 出 来 的 . 

当然 ,数学 科普 著作 只 对 那些 对 数学 有 兴趣 的 人 才 有 用 ,而 有 些 人 命 里 注 
定 要 与 数学 无 缘 .法 国 数学 家 和 哲学 家 朱 尔 * 昂 利 * 喜 加 勒 (Jules Henri Poincaté， 
1854 一 1912) 在 其 名 著 《 科 学 与 方法 ) 一 书 中 ,提出 了 一 个 难 解 而 又 具有 重大 教 
育 意义 的 问题 一 数学 为 什么 难以 理解 ?他 指出 :“ 有 人 不 理解 数学 ,这 是 怎么 
发 生 的 呢 ? 既然 数学 有 助 于 所 有 正常 思想 都 能 接受 的 逻辑 规则 ,既然 数学 的 论 
据 建立 在 对 一 切 人 都 是 共同 的 原理 的 基础 上 ,既然 没有 一 个 不 发 疯 的 人 会 否认 
这 一 点 .那么 在 这 里 为 何 出 现 如 此 之 多 不 开化 的 人 呢 ? 并 非 每 一 个 人 都 能 够 发 
明 ,这 绝 不 是 难以 理解 的 ;并 非 每 一 个 人 都 能 够 记 住 一 次 学 到 的 证 明 , 这 也 可 以 
略 而 不 提 . 但 是 , 当 把 数学 推理 加 以 解释 之 后 ,并 非 每 一 个 人 都 能 够 理解 它 .我 
们 考虑 这 件 事 ,似乎 是 十 分 奇怪 的 ." 对 这 个 问题 彭 加 勒 本 人 的 回答 是 :(1) 记 忆 
力 和 注意 力 较 差 ;(2) 缺 乏 数学 直觉 ;(3) 过 于 依赖 形象 思维 直观 思维 ;(4) 缺 乏 
正确 的 技艺 .这 四 条 中 似乎 只 有 第 四 条 是 可 以 后 天 培养 的 ,而 其 余 几 条 都 是 天 
生 的 , 绝 非 读 几 本 书 就 可 以 改变 的 . 

编写 这 本 书 的 原因 有 三 . 
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第 一 ,是 费 马 猜想 太 著名 \ 太 令 人 想 往 了 .如 果 把 现代 数学 比 作 夏 夜 的 星空 
的 话 ,那么 众多 的 数学 猜想 就 是 点 级 于 其 间 的 星座 .其 中 最 为 耀眼 的 当 首 推 费 
马 大 定理 ,以 至 于 著名 数学 家 下 .D. 克 莱 姆 在 《现代 数学 的 现状 及 其 成 长 ) 中 作 
了 如 下 的 比喻 :“ 可 以 说 ,这 个 论断 在 数学 中 正如 法 兰 西 革命 在 现代 史 一 样 著 
名 ." 英 国 数学 家 阿 蒂 雅 说 : 


“我 们 无 法 先 验 地 看 清楚 费 马 的 这 个 问题 的 重要 性 .事实 上 , 它 对 
数学 的 发 展 一 直 有 着 深远 的 影响 . 费 马 宣称 得 到 了 一 个 证 明 ,但 他 没有 
地 方 把 它 记 下 来 ! 在 过 去 300 年 里 ,许多 世界 上 最 好 的 数学 家 被 这 一 
貌似 简单 的 问题 的 难度 所 吸引 ,致力 于 证 明 这 个 费 马 的 “定理 ”, 但 只 获 
得 了 部 分 成 功 .在 他 们 奋力 解决 这 个 问题 的 过 程 中 ,引进 了 许多 新 的 技 
巧 与 概念 ,它们 已 渗透 到 大 部 分 数学 之 中 . 

“于 是 费 马 问题 扮演 了 类 似 珠 称 朗 玛 峰 对 登山 者 (在 成 功 登 上 之 
前 ) 所 起 的 作用 . 它 是 一 个 挑战 者 ,试图 登 上 顶峰 的 企图 刺激 了 新 的 技 
巧 和 技术 的 发 展 与 完善 .” 


一 个 问题 可 能 自身 具有 基本 的 重要 性 , 它 是 进一步 发 展 的 道路 上 不 可 化 解 
的 障碍 .在 这 种 情形 下 ,任何 有 关 它 的 解答 都 代表 了 进步 ,都 会 被 人 们 愉快 地 接 
受 .然而 ,在 很 多 情况 下 ,并 不 能 事先 预测 一 个 特殊 的 问题 究竟 有 多 重要 .如果 
它 很 快 就 被 标准 的 方法 所 解决 , 那 它 就 没有 多 大 意思 .如 果 在 长 时 间 内 用 已 知 
的 方法 对 它 都 无 能 为 力 ,并 被 列 人 经 典 问题 的 名 单 , 那 它 就 具备 了 作为 挑战 所 
需 的 潜在 魅力 .但 是 ,正如 四 色 问 题 所 提示 的 ,即使 达到 这 种 地 位 也 不 能 保证 它 
不 落 信 虎 头 蛇 尾 的 境地 .判断 一 个 “好 的 "问题 的 真正 准则 在 于 :在 寻求 它 的 解 
的 过 程 中 能 产生 新 的 有 着 广泛 应 用 的 强 有 力 的 技巧 . 费 马 大 定理 是 这 种 意义 下 
的 好 问题 的 典型 例子 . 

在 任何 给 定 的 时 期 内 ,数学 都 不 乏 各 种 类 型 的 众多 问题 . 通 往 解答 的 各 个 
台阶 ,特别 是 那些 包含 了 本 质 上 的 全 新 的 思想 的 步骤 , 乃 是 数学 进步 的 一 种 主 
要 标志 .这 种 观念 已 得 到 公认 ,因为 所 有 的 数学 家 ,不 管 专业 如 何 ,他 们 本 质 上 
都 是 技巧 熟练 的 艺人 ,器重 用 于 解决 长 期 未 解决 问题 时 的 技巧. 就 是 一 点 不 懂 
数论 的 人 都 忍 不 住 要 赞美 它 , 我 国 曾 有 一 部 中 篇 小 说 就 叫 (再 见 吧 , 费 马 ), 描 写 
了 一 位 证 明 费 马 猜想 的 业余 爱好 者 . 

第 二 ,许多 事情 都 是 从 不 知 深浅 干 起 的 ,一 个 小 学 生 如 果 知 道 将 来 等 待 着 
他 的 将 是 微分 拓扑 、 积 分 方程 .多 复 变 函 数论 …… 非 吓 得 远离 学 堂 不 可 .19 世 
纪 30 年 代 ,法 国 的 一 些 青年 数学 家 ,创立 了 一 个 以 法 国 将 军 命名 的 布尔 巴 基 学 
派 ,他 们 的 著作 《数学 原理 ?已 出 了 多 卷 ,被 冠 以 世界 数学 著作 之 最 ,并 被 几乎 所 
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有 的 青年 数学 家 奉 为 圭 泉 . 但 这 一 学 派 的 主力 ,著名 数学 家 让 * 迪 厄 多 内 (J. 
Dieudonne) 回 忆 说 :“ 当 时 我 的 代数 知识 不 超过 预科 数学 ,行列 式 以 及 一 点 方程 
的 可 解 性 和 单行 曲线 ,我 那 时 已 经 从 高 等 师范 学 校 毕 业 , 却 不 知道 什么 是 理想 ， 
而 且 才 刚刚 知道 什么 是 群 ." 可 以 说 当时 距离 写 《 数 学 原理 》 相 差 甚 远 ,可 贵 的 
是 ,在 这 种 条 件 下 ,他 开始 了 并 且 成 功 了 . 

正如 迪 厄 多 内 所 说 :“ 从 我 个 人 的 经 验 来 看 ,我 相信 ,假如 我 没有 被 迫 起 草 
那些 我 一 点 都 不 懂 的 问题 ,并 且 设法 使 它 通过 , 那 我 就 不 可 能 完成 我 已 经 完成 
的 工作 的 四 分 之 一 甚至 十 分 之 一 .” 

第 三 ,对 于 费 马 大 定理 这 样 一 个 超级 题材 ,世界 各 国 均 有 大 量 通俗 读物 及 
综述 文章 来 介绍 , 据 台 湾 高 雄 大 学 应 用 数学 系 黄 文 璋 教授 介绍 在 台湾 可 见 到 的 
就 有 康明 昌 、 姚 玉 强 \ 余 文 镍 、 李 文 婴 、 于 靖 、Cook 及 Cox 等 人 发 表 的 文章 .Stew- 
ar 是 一 篇 较 通 俗 的 文章 ,假借 一 位 教授 与 乘坐 时 空 隧道 机 回来 的 费 马 的 对 话 ， 
介绍 过 去 300 多 年 来 费 马 最 后 定理 探讨 的 演变 ,有 趣 且 易 读 . Cipra 在 《Science》 
发 表 关于 费 马 大 定理 的 通俗 介绍 ,并 罗列 出 近年 来 在 该 刊物 发 表 的 关于 费 马 大 
定理 的 文章 .Singh 和 Ribet 写 的 文章 也 很 有 趣 ,将 问题 的 来 龙 去 脉 交待 得 很 清 
楚 ,Aczel 写 了 非常 好 的 回顾 性 专著 . 

这 本 小 书 中 所 引用 的 均 是 国外 一 些 著名 数学 家 有 关 费 马 大 定理 的 通俗 文 
章 , 由 于 时 间 关系 在 编译 时 参考 了 国内 一 些 优秀 数学 家 的 译文 与 著作 ,如 胡 作 
玄 先生 、 袁 向 东 先 生 、\ 汉 克勤 先生 、 汉 绪 宁 先 生 , 戴 宗 铎 先生 . 史 树 中 先生 ,等 等 . 
在 此 向 他 们 表示 最 诚挚 的 谢意 , 正 是 由 于 他 们 的 引 介 , 才 使 得 国人 得 以 了 解 当 
今 数学 主流 一 一 代数 数论 的 发 展 . 

另外 需 指出 的 是 时 间 的 紧迫 ,使 得 写作 时 间 很 短 ,错误 与 不 足 显然 会 很 多 . 
按说 数学 著作 的 写作 周期 ,应 该 是 很 长 的 ,这 是 严谨 的 治学 态度 的 必然 结果 . 例 
如 前 面 提 到 的 那 套 (数学 原理 ) 的 第 一 部 分 整整 用 了 30 多 年 才 出 版 完毕 ,为 了 
完成 一 卷 著作 ,布尔 巴 基 的 成 员 可 以 8 次 、10 次 地 推翻 手稿 一 年 修改 一 次 或 重 
写 一 次 ,要 经 过 10 多 个 年 头 才 最 后 去 付 印 .虽然 这 本 小 书 无 法 和 和 皇 皇 《数学 原 
本 ) 相 比 ,但 严谨 的 写作 态度 应 该 是 可 以 学 习 的 .正如 美国 经 济 学 家 保罗 
A: 萨 缪 尔 森 .威廉 "D: 诺 德 豪 斯 在 其 名 著 《 经 济 学 )( 第 12 版 ) 的 结束 语 中 写 到 : 
“有 的 时 候 , 我 们 在 学 习 经 济 学 中 所 寻求 的 是 哲人 之 石 , 得 到 的 却 是 沙滩 卵石 .” 

对 于 费 马 大 定理 来 说 ,我 们 又 何尝 不 是 如 此 呢 ? 


刘 培 杰 


2006.10 


11 +F = (43) 


He 


2 


上 篇 攻克 费 马 大 定理 的 历程 


第 一 章 ， 毕 达 哥 拉 斯 一 一 费 马 大 定理 的 原始 雏形 提出 
者 V 3 


1. 指 环 王 之 子 一 一 毕 达 哥 拉 斯 久 3 
2. 神 秘 组 织 一 一 毕 达 哥 拉 斯 盟 会 和 6 
3. 谁 能 告诉 我 // 9 

4. 高 徒 之 名 师 ”办 10 

5. 毕 达 哥 拉 斯 之 梦 和 12 

6. 充 满 激 情 的 沉思 。 /13 

7. 抽 象 不 敌 具 体 和 14 

8. 天 国 中 独立 的 永恒 存在 和 15 
9. 亲 和 数 的 历史 1 

10. 数 学 史上 的 第 一 个 定理 和 18 
11." 万 物 入 数 ” // 和 


第 二 章 费 马 一 -孤独 的 法 官 / 2 


1. 出 身 贵 族 的 费 马 。/ 2 


第 三 章 


第 四 章 


第 五 章 


第 六 章 


2. 官 运 亨通 的 费 马 和 28 
3. 淡 泊 致 远 的 费 马 // 9 
4. 复 兴 古 典 的 费 马 // 30 
5. 议 而 不 作 的 数学 家 // 32 


欧 拉 一 一 多 产 的 数学 家 // 35 


1.n=3 时 , 费 马 定理 的 初等 证 明 ” 和 35 
2. 被 印 在 钞票 上 的 数学 家 // 36 


库 默 尔 


“理想 ”的 创造 者 // 38 


1. 老 古董 一 库 默 尔 // 38 

2. 哲 学 的 终生 爱好 者 一 库 默 尔 和 4 
3 "理想 数 "的 引入 者 一 一 库 默 尔 和 41 
4. 承 上 启 下 的 库 默 尔 “// 44 

5. 悠 闲 与 幽默 的 库 默 尔 和 46 


高 斯 一 一 数学 王子 / 4 


1. 最 后 一 个 使 人 肃然 起 敬 的 峰 洪 。 // 。 48 
2. 高 斯 的 (算术 研究 ) 及 高 斯 数 问 题 和 49 
3. 离 散 与 连续 的 "不 解 之 缘 ” // 50 
4. 高 斯 的 (关于 一 般 曲面 的 研究 》 和 50 
5. 高 斯 与 正 17 边 形 和 31 

6. 奇 妙 的 高 斯 数列 // 52 

7. 多 才 多 艺 的 数学 家 // 53 

8. 追 求 完美 的 人 // $4 

9. 不 受 引诱 的 原因 /55 


阔 人 理性 王国 的 女性 ?7 


1. 首 先 间 入 理性 王国 的 女性 
2. 糊 在 墙 上 的 微 积 分 


吉尔 曼 的 故事 和 57 
俄国 女 数学 家 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 故事 // 


2 


3. 美 神 没有 光顾 她 的 摇 签 一 一 近世 代数 之 母 诸 特 入 70 


第 七 章 法 尔 廷 斯 一 -年轻 的 非 尔 慈 奖 得 主 // a 


1. 曲 线 上 的 有 理 点 一 一 莫 德 尔 猜 想 //  &4 

2. 最 年 轻 的 菲 尔 兹 奖 得 主 一 法 尔 迁 斯 ”和 %0 
3. 厚 积 薄 发 一 法 尔 廷 斯 的 证 明 。 //  % 

4. 激 发 数学 一 莫 德尔 猜想 与 阿 贝尔 驴 理 论 和 100 
5. 众 星 捧 月 一 一 灿 若 群星 的 代数 几何 大 师 和 107 


第 八 章 “布朗 一 一 用 真心 换 无 穷 / 1 


第 九 章 “谷山 和 志 村 一 一 天 桥架 /12 


1. 双 星 巧遇 一 一 谷山 与 志 村 戏剧 性 的 相识 /127 
2. 战 时 的 日 本 科学 // 128 

3. 过 时 的 研究 内 容 一 模 形式 ”和 。 129 

4. 以 自己 的 方式 行事 /131 

5. 怀 尔 斯 证 明 的 方向 一 谷山 - 志 村 猜想 // 132 


第 十 章 宫 冈 洋 一 一 一 百科 全 书 式 的 学 者 。// 15 


1. 费 马 狂 又 曲 一 一 因特网 传 谢世 界 ,UPI 电讯 冲击 日 本 /135 

2. 从 衰微 走向 辉煌 一 一 日 本 数学 的 历史 与 现状 // 138 

3. 废 止 和 算 、 专 用 洋 算 一 -中 日 数学 比较 和 141 

4." 克 罗 内 克 青 春之 梦 " 的 终结 者 一 数论 大 师 高 木 贞 治 和 144 
5. 日 本 代数 几何 三 巨头 一 一 小 平 邦彦、 广 中 平 佑 森 重 文 。// 147 
6. 好 事 成 双 和 158 

7. 对 日 本 数学 教育 的 反思 一 一 几 位 大 师 对 数学 教育 的 评论 。 // 。 160 


第 十 一 章 怀 尔 斯 一 毕 其 功 于 一 役 7 ies 


1. 世 纪 末 的 大 结局 一 怀 尔 斯 的 剑桥 演讲 。// 。 168 


中 篇 


第 十 二 章 


第 十 三 章 


第 十 四 章 


第 十 五 章 


2. 风 云 乍 起 - 尔 斯 剑桥 语 出 惊人 和 1@9 
3. 天 折 通 途 一 一 弗 雷 曲线 架 桥梁 // 172 
4. 集 之 大 成 一 一 十 八 般 武 艺 样 样 精通 /17 
5. 好 事 多 磨 一 一 证 明 有 漏洞 沸沸扬扬 // 19 
6. 避 重 就 轻 一 一 巧妙 绕 过 欧 拉 系 ”// 195 


费 马 对 数学 的 贡献 及 其 影响 
不 幸 之 至 的 猜测 // 283 


1. 不 幸 之 至 的 猜测 /213 

2. 一 块 红 手帕 一 一 费 马 数 的 挑战  A 219 

3. 超 过 全 世界 图 书馆 藏书 总 和 的 费 马 数 Fn 的 十 进 制 表示 。 // 
4. 费 马 跨 时 代 的 知音 一 欧 拉 /23 

5. 难 哨 的 硬 果 一 一 朱 加 猜测 与 费 马 数 ”// 226 

6. 欧 拉 成 功 的 秘诀 一 进军 西点 军校 的 项 门 砖 ” // 。 233 


计算 数论 的 产生 /238 


1 年 青 与 古老 的 结合 一 计算 数论 。 // 238 

2. 支 持 与 反 证 一 一 计算 机 对 数论 猜想 的 贡献 ”和 239 
3. 寻 找 基本 粒子 一 一 费 马 的 办 法 。 // 242 

4. 爱 模仿 的 日 本 人 一 一 推广 的 费 马 数 ” // 245 

5. 计 算 实 力 的 竞赛 一 一 梅森 素数 的 发 现 。 // 255 


正 多 边 形 的 作 图 / 26% 


1. 牛 桶 中 的 探索 一 一 欧阳 维 诚 的 作 图 法 。 // 260 
2. 等 分 圆 的 理论 。 /261 


微 积分 的 先驱 者 / 2% 


1. 徽 积分 的 先驱 者 一 一 费 马 和 296 


2. 微 分 学 前 史上 的 重要 经 典 文献 一 一 ( 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方法 》 
久 298 

3. 枯 树 新 枝 一 一 费 马 极 值 定理 的 新 发 展 /29 

4. 费 马 定理 的 推广 与 神经 网 络 的 稳定 性 与 优化 计算 问题 。 // 308 

5. 费 马 与 积分 思想 的 发 展 /7/311 


下 篇 费 马 大 定理 获 证 带 来 的 联想 
第 十 六 章 ”法兰西 骄子 // a21 


1. 法 兰 西 骄子 一 一 近年 来 获 菲 尔 兹 奖 和 沃 尔 夫 奖 的 法 国 数论 及 代数 几何 大 
师 和 321 

2. 法 兰 西 的 特性 一 一 法 兰 西 社会 的 分 析 /330 

3. 法 兰 西 的 科学 传统 // 3% 


第 十 七 章 崎 自行 车 上 月 球 的 旅人 / 3 


1. 业 余数 学 爱好 者 的 证 明 /343 
2 证 明 WV 353 


第 十 八 章 大哉 数学 为 之 用 // 366 


1. 在 数论 中 我 们 变 得 最 聪明 一 一 数论 的 应 用 三 则 “和 370 

2.“ 抽 象 密码 编制 学 等 同 于 抽象 数学 "一 97 式 欧文 印字 机 密码 的 破译 
» 376 

3. 中 国人 的 骄傲 一 一 两 位 华帝 工程 师 发 明 的 密码 。 // 380 

4. 道 高 一 尺 , 魔 高 一 丈 一 一 数学 家 大 战 RSA 体 制 。”// 386 

5. 权 加 曲线 公 钥 密 码 一 一 拉 马 努 然 巧 记 出 租车 号 码 的 秘密 和 392 

6. 什 么 是 好 的 通信 网 络 。 /397 

7. 数 学 对 人 类 的 关怀 一 一 拉 东 变换 与 CT 贺 周 自 映射 // 。 401 

8. 拓 扑 学 与 生物 钟 ”和 402 

9. 范 " 梅 格 伦 伪造 名 画 案 ”和 405 

10. 战 争 不 让 数学 走 开 ”和 41 

岂 . 政 治 与 数学 一 L.F. 理 查 森 军备 竞赛 理论 。 // 416 


12. 梯 肉 强 食 , 适 者 生存 一 一 群体 生物 学 中 的 竞争 排斥 原理 // 421 
13. 掠 俘 问 题 ; 为 什么 第 一 次 世界 大 战 期 间 在 地 中 海 捕获 的 疙 鱼 的 百分比 会 
戏剧 性 地 增加 // 423 


第 十 九 章 重 振 数 学 大 国 的 雄风 /42 


1. 中 国 近代 数学 为 什么 落后 7 // 429 
2. 不 先 利 其 器 一 一 落后 的 符号 对 中 国 数学 发 展 的 影响 。/ 440 
3. 光 辉 的 一 页 一 一 清末 的 重要 数论 专著 ( 数 根 从 草 》 // 4483 


附录 一 ” 几 个 数论 及 组 合 论 经 典 问 题 简 介 // 449 
1. 华 林 问 题 // 449 
2. 相 继 素数 差 猜想 // 452 
3. 狄 利克 雷 除数 问题 。 // 453 
4.x(x) 的 问题 “// 454 
5. 圆 内 格 点 问题 和 458 
6. 范 " 德 "瓦尔 登 猜想 。// 460 
附录 二 “守望 灵魂 一 一 毕 达 哥 拉 斯 的 新 生活 之 路 // 462 
1. 毕 达 哥 拉 斯 其 人 及 其 学 派 // 463 
2. 对 毕 达 哥 拉 斯 的 一 般 评 价  // 46 
3. 探 索 新 生活 之 路 的 起 点 是 关爱 灵魂 // 471 
4. 新 生活 之 路 的 重要 内 容 是 寻找 净化 灵魂 的 方式 ”和 480 
附录 三 / 4%0 
1. 毕 达 哥 拉 斯 与 音节 // 4%90 
2. 言 必 称 希 腊 之 误 // 501 
附录 四 / 508 


参考 文献 // 5 


后 记 7 5 


上 篇 


们 5 Fermat's Last Theorem 


攻 殉 费 马 大 定理 的 历程 


区 
A 


毕 达 哥 拉 斯 一 一 费 马 大 定理 的 原始 雏形 提出 者 


了 


1, 指环 王 之 子 一 一 毕 达 哥 拉 斯 


关 于 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras, 约 公元 前 572 一 公元 前 480) 
的 生平 ,历史 记载 有 许多 矛盾 之 处 ,这 符合 一 个 神秘 人 物 的 特 
征 . 

比较 主流 的 说 法 是 毕 达 哥 拉 斯 大 约 于 公元 前 570 年 左右 出 
生 于 小 亚细亚 沿海 的 萨摩 斯 岛 , 他 的 鼎盛 时 期 是 公元 前 532 ~ 
公元 前 529 年 ,第 欧 根 尼 拉 尔 修 说 他 的 父亲 涅 萨 尔 科 是 一 个 指 
环 雕刻 区 ,但 也 有 许多 古代 记载 说 他 是 一 个 商人 ,富裕 的 商人 . 
也 有 人 坚持 认为 他 是 古 希 腊 音 乐 .诗歌 和 舞蹈 之 神 阿波 罗 之 子 ， 
英国 著名 哲学 家 罗素 说 得 好 :“ 到 底 哪 种 说 法 对 ,我 看 还 是 让 读 
者 自己 选择 吧 !” 

萨摩 斯 是 伊 奥 尼 亚 人 建立 的 殖民 城邦 ,和 米利 都 、 爱 菲 索 等 
地 隔 海 相 望 , 它 地 处 海上 交通 要 道 , 和 小 亚细亚 腹地 埃及、 黑海 
地 区 ,以 及 居 勒 尼 、 科 林 斯 等 地 有 广泛 的 贸易 往来 . 

世纪 以 来 ,就 是 当时 地 中 海地 区 主要 的 和 最 富裕 的 城邦 之 
一 .据说 这 种 富饶 源 于 一 次 海 格 立 斯 神 柱 范围 以 外 的 传奇 的 航 
行 ( 即 越过 直布罗陀 进入 大 西洋 ) .萨摩 斯 人 的 船 队 回来 的 时 候 
满载 “人 所 其 知 的 财富 ", 也 正 是 有 了 这 些 在 神秘 的 气氛 之 中 得 
来 的 财富 ,萨摩 斯 才 得 以 成 为 和 埃及 西班牙 这 样 远离 自己 的 殖 
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民 地 通商 的 主要 贸易 伙伴 .一 个 殖民 地 设 在 西班牙 南部 的 塔 蒂 萨 斯 (一 个 古老 
的 地 区 , 旧 约 全 书 中 称 之 为 " 塔 尔 希 斯 ”甚至 在 史前 的 古 希 腊 神 话 中 也 有 所 提 
及 ). 这 个 殖民 地 有 银 矿 ,而 且 坐落 在 海 格 立 斯 神 柱 的 范围 以 外 西南 海岸 ,这 就 
足以 说 明 那 次 最 时 的 传奇 航行 的 原因 . 毕 达 哥 拉 斯 活动 的 时 代 , 萨 摩 斯 正 由 波 
昌 克 拉 底 实行 借 主 政治 .在 波 昌 克拉 底 的 统治 下 ,萨摩 斯 达到 了 前 所 未 有 的 繁 
荣 和 强盛 . 它 依靠 强大 的 海军 ,一 度 统 治 了 伊 奥 尼 亚 地 区 ,击败 了 当时 该 地 区 的 
海上 强国 米利 都 和 列 斯 堡 的 联盟 ; 它 还 缔造 了 当时 希腊 世界 的 三 项 伟大 的 工 
程 :一 是 欧 帕 利 努 (Eupalinus) 领 导 气 建 的 隧道 (1882 年 重新 发 现 ) , 二 是 洛 厄 库 
斯 (Rhoeeus) 建 造 的 伟大 的 神 庙 ,三 是 巨大 的 海港 防波堤 ( 它 在 海中 的 界线 现在 
还 可 找到 ). 所 以 ,在 波 吕 克拉 底 统 治 下 的 萨摩 斯 ,是 当时 希腊 世界 主要 的 政治 、 
经 济 和 文化 的 中 心 之 一 ,他 本 人 也 被 希 罗 多 德 称 为 伟大 的 侍 主 ; 


“除去 叙 拉 十 的 供 主 以 外 ,希腊 人 中 的 众 主 没有 一 个 其 伟大 是 可 以 
和 波 吕 克拉 底 相 比 的 .” 


毕 达 哥 拉 斯 在 青少年 时 代 就 热衷 于 研究 学 术 和 宗教 仪式 ,到 过 希腊 各 地 和 
外 国 . 古 代 记 载 有 他 和 米利 都 学 派 的 关系 . 杨 布 利 柯 说 毕 达 哥 拉 斯 曾 问 学 于 泰 
勒 斯 ,泰勒 斯 感到 自己 年 事 已 高 ,把 他 介绍 给 自己 的 学 生 阿 那 克 西 曼 德 ,并 劝 他 
像 自己 一 样 到 埃及 去 游学 . 波 非 利 则 记载 毕 达 哥 拉 斯 直接 听 过 阿 那 克 西 曼 德 的 
讲演 .现代 学 者 耶 格 尔 据 此 认为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数 的 学 说 和 阿 那 克 西 曼 德 的 
学 说 有 相似 之 处 . 另 一 位 现代 学 者 康 福 德 则 认为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 自然 哲学 是 
由 两 部 分 组 成 的 ,一 部 分 是 数学 , 另 一 部 分 是 物理 学 ;他 们 的 物理 学 和 阿 那 克 西 
曼 德 的 哲学 有 某 种 相似 之 处 .这 些 记载 和 说 法 表明 , 毕 达 哥 拉 斯 本 人 曾 受 过 米 
利 都 学 派 的 影响 ,历史 上 第 一 个 科学 的 哲学 家 学 派 就 是 在 米利 都 兴起 的 .这 个 
伊 奥 尼 亚 滨海 城市 是 繁忙 的 贸易 和 商业 要 塞 , 东 南 是 塞浦路斯 . 腓 尼 基 和 埃及 ， 
北面 是 爱 琴海 和 黑海 ,西向 横渡 爱 琴海 是 希腊 本 土 和 克 里 特 岛 .米利 都 东 面 紧 
邻 昌 底 亚 , 由 此 通 往 美 索 不 达 米 亚 诸 帝国 .米利 都 人 向 如 底 亚 学 会 了 铸造 金币 . 
米利 都 港 聚 集 着 来 自 许 多 国家 的 航船 .仓库 里 堆 存 着 来 自 全 世界 的 商 货 .因为 
使 用 货币 作为 储存 价值 和 不 同 货物 交易 的 普遍 手段 ,米利 都 哲学 家 提出 “万 物 
是 由 什么 造成 的 "这 样 一 个 问题 ,就 不 足 为 怪 了 .这 一 点 对 我 们 理解 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 的 哲学 思想 颇 有 好 处 ,他 们 的 学 说 和 伊 奥 尼 亚 的 哲学 是 有 联系 的 . 

毕 达 哥 拉 斯 还 接受 了 锡 罗 斯 岛 的 斐 瑞 居 德 (Pherecydes) 的 影响 .第 欧 根 尼 ， 
拉 尔 修 说 斐 瑞 居 德 是 希腊 人 中 第 一 个 用 希腊 文 写 关于 自然 和 神 的 著作 的 人 ,他 
还 制造 过 许多 奇迹 . 毕 达 哥 拉 斯 和 他 结 下 了 深厚 的 师 生 情 这 ,以 致 斐 瑞 居 德 病 
和 危 时 , 毕 达 哥 拉 斯 从 外 地 赶 来 ,亲自 护理 并 为 他 营 匡 .在 业 里 十 多 德 的 残 篇 中 也 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


From oras To Wiles 


讲 到 :; 涅 萨 尔 科 的 儿子 毕 达 哥 拉 斯 ,起初 勤奋 地 探讨 数学 和 算术 ,后 来 却 像 斐 
瑞 居 德 一 样 沉 户 于 多 售 奇迹 了 .” 

毕 达 哥 拉 斯 到 过 埃及 ,并 且 在 那里 住 了 相当 长 的 时 间 .据说 他 学 习 并 通晓 
埃及 文字 , 当 过 埃及 的 僧侣 , 介 人 埃及 神 庙 中 的 祭典 和 秘密 人 教 仪式 ,从 而 洞悉 
埃及 的 宗教 思想 和 制度 等 .他 在 埃及 时 还 被 波斯 国王 捞 往 巴比伦 等 地 ,和 当地 
的 僧侣 也 有 过 来 往 . 在 希 罗 多 德 的 《历史 ) 中 ,也 多 次 提 到 毕 达 哥 拉 斯 和 埃及 等 
地 的 关系 .比如 ,在 (历史 》 第 二 卷 第 八 十 一 节 中 谈 到 希腊 人 和 埃及 人 都 有 这 样 
的 习 局 :不 能 将 毛 织品 带 人 神 毁 或 与 人 一 同 埋 莫 ,他 说 这 是 奥 菲 斯 教派 ,埃及 人 
和 毕 达 哥 拉 斯 一 致 的 .在 第 二 卷 第 一 百 二 十 三 节 中 讲 到 埃及 人 有 灵魂 不 灭 和 轮 
回转 世 的 思想 ,说 有 些 希腊 人 也 采用 了 这 种 说 法 . 希 罗 多 德 说 “这些 人 的 名 字 
我 都 知道 ,但 我 不 把 他 们 记 在 这 里 .” 多 数学 者 认为 他 所 说 的 这 些 希 腊 人 中 ,就 
包括 毕 达 哥 拉 斯 .又 如 第 二 卷 第 三 十 七 节 中 说 到 埃及 祭司 有 许多 教规 ,如 不 许 
吃 鱼 ,不 许 吃 豆子 等 ,实际 上 就 是 后 来 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 教规 ,古代 埃及 和 巴 比 
伦 很 时 就 有 几何 学 和 算术 的 知识 , 毕 达 哥 拉 斯 的 数学 知识 是 否 是 从 他 们 那里 学 
来 的 ? 在 西方 学 者 中 虽然 有 争论 ,但 大 体 上 应 该 说 是 可 信 的 . 据 英国 数 学 家 哲 
学 家 罗素 分 析 : 毕 达 哥 拉 斯 崛起 的 年 代 (公元 前 532 年 ) 正 是 帕 利克 拉 脱 斯 的 暴 
政 时 期 ,而 有 一 个 时 期 帕 利克 拉 脱 斯 是 埃及 阿 玛 西 斯 的 亲密 同盟 者 。 于 是 必然 
产生 了 毕 达 哥 拉 斯 旅游 埃及 并 从 那里 获得 他 的 数学 知识 的 传说 .( 伯 特 兰 ' 罗 
素 《 西 方 的 智慧 》. 马 家 驹 , 贺 老 , 译 .北京 :世界 知识 出 版 社 ,1992 年 ,P19) 

毕 达 哥 拉 斯 从 埃及 等 地 回来 后 ,就 离开 萨摩 斯 ,移居 到 意大利 的 克 罗 顿 去 
了 .第 欧 根 尼 拉 尔 修 是 这 样 记载 的 :“ 他 进 过 埃及 神 庙 , 学 习 了 关于 神 的 秘密 教 
规 . 后 来 他 回 到 萨摩 斯 ,发 现 他 的 母 邦 正 处 在 波 吕 克拉 底 的 侍 主 统治 下 ,他 就 航 
行 到 意大利 的 克 罗 顿 去 了 .” 

毕 达 哥 拉 斯 之 所 以 离开 萨摩 斯 ,大 概 与 他 和 波 吕 克拉 底 的 关系 不 好 有 关 . 
因为 波 吕 克 拉 底 是 当时 颇 有 作为 的 仿 主 ,在 当时 奴隶 主 民主 派 和 贵族 的 斗争 
中 , 伪 主 政治 往往 是 有 利于 民主 派 的 .许多 学 者 根据 这 一 点 推论 毕 达 哥 拉 斯 是 
站 在 反 民 主 的 反动 立场 上 ,所 以 反对 波 吕 克拉 底 的 这 种 说 法 看 来 有 理 , 但 是 根 
据 不 足 , 有 点 将 事情 简单 化 了 .一 个 有 作为 的 从 主 不 见得 处 处 都 是 好 的 . 希 罗 多 
德 就 记载 了 波 虽 克 拉 底 是 因为 贪财 和 骄傲 ,不 听 忠 告 而 被 谋杀 的 .所 以 , 毕 达 哥 
拉 斯 和 波 如 克拉 底 究 竞 是 不 是 因为 政治 分 歧 而 不 和 ,这 种 分 歧 是 不 是 民主 和 反 
民主 的 问题 ?都 缺乏 足够 的 事实 根据 去 作出 判断 . 

克 罗 瑚 在 钠 形 的 意大利 南部 耗 跟 上 ,地 处 布 鲁 提 ( 今 名 卡拉 布 里 亚 Calabri- 
3) 地 区 东 岸 . 它 是 在 公元 前 710 年 左右 ,在 密斯 刻 洛 领导 下 ,由 希腊 的 阿 该 亚 人 
建立 的 殖民 城邦 .当时 还 有 和 希腊 的 美 塞 尼 亚 人 在 这 里 居住 ,不 久 就 和 邻近 的 另 
一 希腊 城邦 锡 巴里 斯 一 起 ,成 为 强盛 富裕 的 城邦 .公元 前 6 世纪 左右 ,在 意大利 
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的 这 些 希 腊 城 邦 , 和 伊 奥 尼 亚 地 区 的 米利 都 萨摩 斯 等 相 比 ,在 政治 .经济 ,文化 
上 都 比较 落后 ,但 和 当时 的 希腊 本 土 相 比 , 却 还 是 比较 发 达 的 .在 毕 达 哥 拉 斯 来 
到 以 前 , 克 罗 顿 由 于 在 萨 伽 拉 战役 中 被 邻邦 洛克 里 战败 ,处 于 衰落 地 位 . 毕 达 哥 
拉 斯 来 到 以 后 , 克 罗 顿 在 各 方面 的 情况 有 了 改进 ,以 致 在 一 个 相当 长 的 时 期 内 ， 
成 为 该 地 区 最 强大 的 一 个 城邦 .公元 前 510 年 , 克 罗 顿 战败 了 锡 巴 里 斯 . 


2. 神 秘 组 织 一 一 毕 达 导 拉 斯 盟 会 


克 罗 顿 的 这 些 变化 ,据说 和 毕 达 哥 拉 斯 有 关 . 毕 达 哥 拉 斯 来 到 克 罗 顿 以 后 ， 
很 快 就 吸引 了 一 大 批 门徒 ,组 成 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 盟 会 .这 个 盟 会 既是 一 个 
宗教 信仰 和 研究 科学 的 团体 ,又 是 一 个 政治 组 织 . 毕 达 哥 拉 斯 成 为 人 们 崇 和 拜 的 
对 象 .对 于 这 种 情况 , 杨 布 利 柯 不 无 夸张 地 描述 说 : 


“ 克 罗 顿 这 个 杰出 的 城邦 ,是 毕 达 哥 拉 斯 以 他 的 教导 获得 许多 门徒 
的 第 一 个 地 方 . 他 赢得 了 六 百名 以 上 的 公民 ,他 们 不 仅 热衷 于 他 所 传授 
的 哲学 ,而 且 还 据说 是 财产 共有 的 公社 成 员 .他们 按照 毕 达 哥 拉 斯 的 教 
导 , 过 共同 的 生活 ,这 六 百人 都 是 哲学 家 .根据 资料 ,还 有 许多 号 称 为 
“信条 派 "的 听众 ,他 们 是 他 到 意大利 作 第 一 次 讲演 时 就 成 为 他 的 门徒 
的 .还 有 二 千 名 以 上 的 听众 ,也 被 他 的 讲演 说 动 ,衷心 信 服 ,以 致 不 再 回 
家 ,和 他 们 的 妻子 儿女 一 起 建立 了 一 个 宏大 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 听众 
之 家 ,被 称 为 大 希腊 城 .他 们 从 毕 达 哥 拉 斯 那里 接受 教导 和 法 规 当 作 
神圣 的 盟约 那样 遵循 .他 们 和 广大 追随 者 一 起 继续 保持 它们 ,受到 邻 人 
的 尊敬 和 殉 美 .已 经 说 过 ,他 们 有 公共 的 财产 .他 们 几乎 将 毕 达 哥 拉 斯 
看 成 一 个 神 ,好 像 他 原来 就 是 一 个 有 善心 的 精灵 .有 些 人 称 他 为 皮 提 亚 
的 阿波 罗 , 有 些 人 称 他 为 许 佩 玻 瑞 的 阿波 罗 , 有 些 人 称 他 为 医药 之 神 的 
阿波 罗 , 有 人 认为 他 是 居于 月 亮 中 的 一 个 精灵 ,有 人 甚至 说 他 是 另 一 个 
人 形 的 奥 林 比 亚 神 . 他 向 同时 代 人 显灵 ,给 世俗 带 来 有 益 的 新 生活 ,由 
于 他 的 降临 ,把 幸福 的 火花 和 芹 学 带 给 人 类 ,作为 神 的 礼物 , 那 是 过 去 
不 曾 有 过 的 ,也 不 能 有 更 大 的 善 了 .因此 ,到 今天 还 流传 着 ,用 最 庄严 的 
方式 公开 赞扬 这 个 长 头发 的 萨摩 斯 人 .” 


毕 达 哥 拉 斯 受到 人 们 的 格外 尊崇 ,这 在 古代 记载 中 几乎 是 一 致 的 .柏拉图 
在 《国家 篇 》 中 , 讲 到 立法 家 莱 喀 古 斯 之 于 斯 巴 达 , 梭 伦 之 于 雅典 , 卡 隆 达 斯 之 于 
意大利 和 西西 里 等 所 起 的 巨大 作用 时 ,一 面 请 责 荷 马 ,一 面 赞 扬 毕 达 哥 拉 斯 说 : 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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“如 果 荷 马 没有 从 事 过 任何 公职 ,难道 他 能 成 为 任何 人 的 私人 保护 者 和 教师 吗 ? 
在 他 生前 有 多 少 朋 友 乐 于 和 他 一 起 , 像 毕 达 哥 拉 斯 那样 ,将 一 种 荷 马 式 的 生活 
秩序 传 给 后 代 吗 ? 毕 达 哥 拉 斯 以 他 的 智慧 特别 受到 赞美 ,他 的 追随 者 们 直到 现 
在 ,不 是 仍然 在 赞扬 和 追求 这 种 被 称 为 毕 达 哥 拉 斯 的 生活 方式 吗 ?" 许 多 古代 记 
载 都 提 到 毕 达 哥 拉 斯 被 人 们 称颂 为 司 光明 青春 .音乐 .诗歌 .医药 畜牧 等 的 奥 
林 帕 斯 的 主要 神 只 一 一 太阳 神 阿波 罗 . 

毕 达 哥 拉 斯 所 组 织 的 盟 会 ,成 为 当地 一 一 不 但 在 克 罗 顿 ,而 且 在 其 他 意 大 
利 城邦 一 一 一 个 很 大 的 有 势力 的 组 织 .关于 它 的 成 员 的 划分 ,也 有 不 同 的 说 法 . 
一 种 说 法 是 :他 的 一 些 门徒 ,只 有 公共 财产 ,过 着 共产 的 生活 ,他们 被 称 为 “ 毕 达 
哥 拉 斯 学 派 ”Pythagorean) ;另外 一 些 教徒 则 可 以 保留 私人 财产 ,只 是 联合 聚居 
在 一 个 地 方 ,他 们 被 称 为 “ 毕 达 哥 拉 斯 主义 者 "(Pythagorists) .还 有 一 种 说 法 是 : 
上 面 提 到 被 称 为 “信条 派 "(Acousmatics) 的 门徒 ,主要 接受 毕 达 哥 拉 斯 学 说 中 的 
宗教 神秘 主义 ,另外 一 些 学 生 则 主要 接受 毕 达 哥 拉 斯 学 说 中 的 科学 方面 ,被 称 
为 "数理 学 派 "(Mathematicians) . 

毕 达 哥 拉 斯 的 这 个 盟 会 ,也 就 是 一 般 被 称 为 最 早 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 . 它 是 
一 个 宗教 的 ,科学 的 和 政治 的 组 织 ,关于 它 在 宗教 和 科学 方面 的 活动 ,将 在 以 下 
有 关 各 节 论述 .现在 主要 讨论 他 们 的 政治 活动 方面 . 

根据 第 欧 根 尼 . 拉 尔 修 的 记载 , 毕 达 哥 拉 斯 到 克 罗 顿 以 后 ,“ 他 在 那里 为 意 
大 利 的 希腊 人 立法 ,他 和 他 的 门徒 获得 极 大 的 尊崇 ;他 们 几乎 有 三 百人 ,出 色 地 
治理 着 城邦 ,把 他 们 的 政治 搞 成 真正 的 贵族 政治 .” 

黑 格 尔 也 说 , 毕 达 哥 拉 斯 所 建立 的 教派 ,对 意大利 的 多 数 希 腊 城邦 有 巨大 
的 影响 ,甚至 可 以 说 这 些 城市 是 由 这 个 教派 来 统治 的 ,这 种 统治 保持 了 很 久 . 策 
勒 尔 一 方面 说 ,这 些 意大利 城邦 的 大 多 数 立 法 者 都 承认 毕 达 哥 拉 斯 是 他 们 的 老 
师 , 而 且 在 他 的 影响 下 , 克 罗 顿 和 整个 希腊 都 重新 建立 了 秩序 自由、 文明 和 法 
律 ; 另 一 方面 又 说 , 毕 达 哥 拉 斯 的 盟 会 成 为 当地 贵族 党 派 的 中 心 , 以 致 当 由 一 些 
野心 家 煽动 起 来 的 群众 反对 传统 的 贵族 政治 的 民主 运动 兴起 时 ,各 地 的 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 组 织 都 被 的 毁 了 . 

许多 学 者 根据 这 些 以 及 别 的 资料 ,做 出 结论 说 : 毕 达 哥 拉 斯 学 派 在 政治 上 
是 代表 反 民 主 的 贵族 力量 ,是 反动 的 . 

但 是 ,也 有 一 些 学 者 提出 与 此 不 同 的 看 法 .比如 , 伯 奈 特 认为 毕 达 哥 拉 斯 嚼 
会 只 是 一 个 宗教 团体 ,不 是 政治 联盟 .他 认为 ,说 他 们 偏 祖 贵族 派 也 是 没有 根据 
的 ,第 欧 根 尼 ` 拉 尔 修 所 说 的 “贵族 政治 ", 并 不 是 指 从 出 生 和 财产 上 说 的 贵族 ， 
而 是 像 柏 林 图 在 《国家 篇 ?中 使 用 的 Aristocracy 的 意义 , 指 好 人 或 贤人 政治 . 自 
称 要 以 马克 思 主 义 观点 研究 十 代 社 会 的 汤姆 逊 ,认为 毕 达 哥 拉 斯 是 当时 在 克 罗 
顿 出 现 的 铸币 的 雕刻 者 .他 由 此 以 及 一 些 别 的 根据 ,认为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 所 代 
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表 的 阶级 必定 是 新 兴 的 富有 的 工商 阶级 ;认为 他 们 向 传统 的 思想 挑战 ,并 且 还 
从 土地 贵族 方面 夺取 了 政权 ,从 而 运用 政权 来 推进 商品 生产 的 发 展 .他 还 用 这 
个 观点 去 解释 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 学 说 . 格 思 里 多 少 同意 这 种 看 法 ,认为 毕 达 哥 
拉 斯 属于 有 海外 市 场 经 验 的 新 兴 的 工商 阶级 ,他 的 贵族 政治 并 不 属于 古老 的 土 
地 所 有 型 的 ,而 是 有 很 强 的 贸易 关系 的 . 写 《 毕 达 哥 拉 斯 传 》? 的 戈 尔 曼 也 认为 毕 
达 哥 拉 斯 到 意大利 的 日 的 ,是 在 各 城邦 中 推行 自由 和 民主 ,以 消灭 民众 的 不 满 . 

我 们 介绍 这 些 不 同 的 意见 ,只 是 想 说 明 : 根 据 为 数 很 少 的 资料 , 既 不 充分 ， 
也 不 准确 ,要 以 此 为 古代 的 哲学 家 下 政治 结论 ,是 不 大 可 靠 的 . 

关于 毕 达 哥 拉 斯 盟 会 的 被 消灭 ,也 是 一 个 有 分 歧 意见 的 问题 . 毕 达 哥 拉 斯 
和 他 的 门徒 们 在 克 罗 顿 等 城邦 掌权 ,据说 达 20 年 之 入. 他 们 的 影响 遍及 南 意 大 
利 各 地 ,直至 西西 里 岛 .大 约 在 公元 前 500 年 左右 ,他 们 遭 到 了 打击 .过 去 许多 
著作 说 打击 他 们 的 是 当时 的 民主 派 ,可 是 ,根据 亚 里 士 多 德 , 阿 里 司 托 森 、 阿 波 
罗 多 洛 等 人 记载 , 毕 达 哥 拉 斯 盟 会 章 到 两 股 不 同 政治 力量 的 反对 ,一 股 是 以 库 
隆 (Cylon) 为 代表 的 上 层 贵 族 , 一 股 是 以 尼 农 (Ninon) 为 代表 的 民主 派 .第 欧 根 尼 
“ 拉 尔 修 曾 记载 毕 达 哥 拉 斯 遭 到 克 罗 顿 的 库 隆 的 批评 .根据 阿里 司 托 森 的 说 法 ， 
库 隆 是 一 个 富有 而 生活 放荡 的 贵族 ,一 个 根据 个 人 恩怨 行事 的 人 , 毕 达 哥 拉 斯 
盟 会 拒绝 他 加 入 . 

关于 毕 达 哥 拉 斯 是 怎样 死 的 ,在 第 欧 根 尼 拉 尔 修 的 书 中 就 记载 了 几 种 不 
同 的 说 法 : 


“ 毕 达 哥 拉 斯 是 这 样 死 的 .有 一 天 ,他 和 门徒 们 在 米 罗 (Milo) 家 里 ， 
有 一 个 人 因为 没有 被 收 为 门徒 而 心怀 不 满 ,放火 将 房子 烧 了 .也 有 人 将 
这 件 罪 行 娄 于 克 罗 顿 人 ,说 他 们 害怕 毕 达 哥 拉 斯 会 成 为 价 主 . 毕 达 哥 拉 
斯 是 在 逃走 时 被 抓 住 的 ,他 和 逃 到 一 块 豆 子 地 时 就 停 住 了 ,说 他 宁可 被 捕 
沁 下 是 大寺 它 ， 宁可 被 杀 也 不 能 糟 踢 他 的 学 说 ;这 样 ,他 就 被 割断 了 喉 
管 ” 

“可 是 , 狄 遍 亚 尔 库 却说 毕 达 哥 拉 斯 是 在 逃亡 到 墨 塔 莲 通 的 摩西 神 
庙 四 十 天 以 后 饭 死 的 . 赫 拉 克利 德 (Heraclides) 在 他 的 《 萨 提 罗斯 Satyms 
传略 }》 中 说 , 当 他 ( 毕 达 哥 拉 斯 ) 在 提 洛 埋 莽 了 斐 瑞 居 德 以 后 , 回 到 意 大 
利 , 发 现 克 罗 上 顿 的 库 隆 大 摆 堵 侈 的 自 席 ,就 隐 退 到 墨 塔 莲 通 ,不 愿 活 下 
去 而 饶 死 的 .另外 , 赫 尔 米 波 (Hermippus) 却 说 , 当 阿 格 里 根 特 人 和 叙 拉 
古人 作战 时 , 毕 达 哥 拉 斯 和 他 的 学 生 站 在 阿 格 里 根 特 部 队 的 前 锋 ,他 们 
转变 战线 时 , 毕 达 哥 拉 斯 试图 避 开 豆子 地 ,被 叙 拉 古人 杀 死 了 .” 


从 这 些 古 代 的 不 同 记载 ,我 们 怎么 能 断定 毕 达 哥 拉 斯 盟 会 是 因为 站 在 反动 


从 毕 达 哥 拉 斯 “ 
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的 奴隶 主 贵 族 一 边 , 所 以 被 民主 派 打击 而 失败 的 呢 ? 

上 述 那 一 次 打击 ,并 没有 能 够 摧毁 毕 达 哥 拉 斯 盟 会 和 学 派 ,他 们 的 著名 代 
表 阿尔 基 波 ( Archippus) 、 昌 西 斯 (Lysis) 等 人 都 逃 掉 了 .他 们 只 是 遭 到 了 暂时 的 
挫折 ,后 来 还 继续 存在 四 五 十 年 .可 能 是 在 公元 前 460 年 左右 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
唱 到 更 沉重 的 毁灭 性 的 第 二 次 打击 .根据 古 罗马 的 历史 学 家 波 利 比 奥 (Poly- 
bios ) 的 记载 ,这 一 次 反 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 运动 ,漫延 到 整个 南 意大利 .他 们 在 各 
地 聚会 的 场所 纷纷 被 的 毁 ,在 各 城邦 的 领导 人 也 被 杀 掉 .结果 导致 一 批 毕 达 可 
拉 斯 学 派 成 员 避 居 和 希腊 本 土 ,在 佛 利 岛 和 底 比 斯 等 地 建立 起 新 的 毕 达 哥 拉 斯 学 
派 的 中 心 ,主要 代表 人 物 有 菲 罗 劳 斯 等 人 ,他 们 的 学 说 影响 了 智者 柏拉图 . 据 柏 
拉 图 研究 专家 于 宏文 , 宋 洁 人 考证 : 南 意大利 城市 塔 拉 斯 是 继 克 罗 顿 城 之 后 兴 
起 的 另 一 个 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 中 心 . 克 罗 顿 城 自 毕 达 哥 拉 斯 学 派 会 场 被 焚 事 件 
后 ,由 于 学 派 成 员 四 处 逃 散 已 失去 了 昔日 的 光辉 地 位 ;到 这 来 ,继续 宣传 .研究 
毕 达 哥 拉 斯 学 说 ,柏拉图 在 游历 时 期 对 这 个 城市 发 生 兴 趣 ,多 次 前 往 该 城 和 毕 
达 哥 拉 斯 学 派 人 切磋 学 术 , 并 不 是 偶然 的 ,我 们 从 柏拉图 的 “不 成 文 的 学 说 ”, 亦 
即 他 在 学 徒 口头 宣讲 的 数 的 神秘 主义 可 以 推 想 出 这 一 学 派对 柏拉图 的 影响 . 

即使 这 样 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 在 意大利 也 没有 被 最 后 消灭 掉 . 他 们 在 各 地 还 
保留 着 影响 ,甚至 还 保留 着 盟 会 组 织 和 生活 方式 .但 随 着 各 种 政治 情况 对 他 们 
越 来 越 不 利 时 ,他们 的 活动 和 影响 也 就 日 益 减 弱 . 公 元 前 4 世纪 初 ,大 约 只 有 阿 
尔 基 塔 在 塔 壬 同 还 继续 存在 .到 公元 前 4 世纪 的 前 半 叶 ,早期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
的 活动 也 就 基本 结束 了 . 

注 本 节 大 部 引 自 哲 学 史家 文库 , 汪 子 嵩 等 著 ,《 希 腊 哲 学 史 》, 人 民 出 版 
社 ,1997 年 . 


3. 谁 能 告诉 我 


毕 达 哥 拉 斯 和 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 学 说 的 创立 ,内 容 及 其 演变 ,可 以 说 是 古 
希腊 哲学 史上 最 复杂 的 现象 之 一 ,许多 著名 的 哲学 史家 认为 要 将 这 些 问 题 讲 清 
楚 几 乎 是 不 可 能 的 . 

首先 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 存在 的 时 间 很 长 ,从 公元 前 6 世纪 未 古代 希腊 开始 ， 
一 直到 公元 3 世纪 古代 罗马 时 期 ,几乎 有 800 年 之 久 ,他 们 的 发 展 大 体 上 经 历 了 
两 个 时 期 共 3 个 阶段 .一 .早期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ,从 公元 前 6 世纪 到 公元 前 4 世纪 
前 半 叶 .这 个 时 期 又 可 以 分 为 前 后 两 个 阶段 :前 期 阶段 ,包括 毕 达 哥 拉 斯 和 他 的 门 
徒 ;后 期 阶段 ,大 体 指 公元 前 5 世纪 末 到 公元 前 4 世纪 前 半 叶 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ， 
其 中 有 姓名 记载 的 如 佩 特 罗斯 (Peros)、 希 遍 塔 俄 (Hiketaos) . 欧 律 托 斯 (Eumtos)、 
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泰勒 斯 
( Thales of Mile- 
tus, 约 公 元 前 
625 一 约 公 元 前 
574) ,希腊 数学 
家 、 自 然 哲 学 家 . 
生 于 伊 奥 尼 亚 的 
米利 都 。 


菲 罗 劳 斯 (Philolaos) ,阿尔 基 塔 (Archytas) 等 人 .二 ,希腊 文化 时 期 ,作为 一 个 学 派 ， 
到 公元 前 四 世纪 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 已 经 消亡 ,但 他 们 的 影响 继续 存在 . 


4 高 信之 名 站 


要 了 解 毕 达 哥 拉 斯 我 们 先 要 了 解 他 的 两 位 老师 ,毕竟 名 师 出 高 徒 . 

据 史学 家 考证 , 毕 达 哥 拉 斯 肯定 得 到 过 泰勒 斯 的 指点 ， 

希腊 后 人 认为 ,泰勒 斯 是 希腊 科学 ,数学 和 哲学 的 创始 人 ,甚至 还 认为 他 几 
平 是 每 一 门 知识 的 葛 基 者 ,就 是 说 此 时 的 西方 哲学 仍然 是 件 新 奇 的 事情 .其 博 
大 的 领域 尚 有 待人 们 去 探索 (可 以 称 其 为 当时 的 因特网 ,因为 它 吸引 了 近乎 相 
同比 例 的 神童 .奇才 和 怪 杰 ) .很 难说 这 种 看 法 究竟 有 多 少 是 后 来 加 以 泻 染 的 . 

据 推测 ,泰勒 斯 的 母亲 是 腓 尼 基 人 ,然而 有 些 人 对 此 持 怀疑 态度 ,也许 这 个 
传说 只 能 说 明 他 受 的 是 东方 科学 的 教育 .他 当然 访问 过 埃及 ,也 许 还 去 过 巴 比 
伦 .可 能 希腊 人 所 认为 的 他 的 多 种 成 就 ,只 不 过 是 把 从 更 古老 人 民 口 头 传 下 的 
成 就 归于 他 一 身 罢 了 . 

例如 , 据 一 百 五 十 年 后 希腊 历史 学 家 希 罗 多 德 所 说 的 故事 ,最 使 泰勒 斯 享 
有 盛名 的 一 件 事 就 是 他 曾 预言 了 日 食 ,并 且 就 在 他 预言 的 那 一 年 发 生 了 日 食 . 
(发 生日 食 使 米 提 亚 (Media) 人 和 吕 底 亚 (Lydia) 人 受 了 惊 , 那 时 他 们 正 要 进行 一 
场 战 斗 , 日 食 使 他 们 相信 和 平 是 美好 的 ,因此 双方 签订 了 条 约 ,把 军队 撤回 本 
土 ) 现 代 天 文学 的 研究 证 明 ,泰勒 斯 时 代 发 生 在 小 亚细亚 的 唯一 的 一 次 日 食 是 
在 公元 前 585 年 5 月 28 日 .因此 ,可 以 肯定 , 那 次 未 成 的 战争 是 第 一 个 可 以 肯 
定 地 指出 日 期 的 历史 事件 . 

然而 , 早 在 泰勒 斯 时 代 之 前 至 少 二 百年 ,巴比伦 人 已 找 出 精确 预测 月 食 的 
方法 .与 此 相 比 ,泰勒 斯 的 事迹 似乎 也 就 算 不 上 什么 奇迹 了 .他 只 能 预言 这 次 日 
食 发 生 在 哪 年 ,而 没有 预言 发 生 的 日 子 ,这 在 东方 无 疑 已 能 做 到 .泰勒 斯 是 第 一 
个 认为 月 亮 是 靠 反 射 太阳 光 而 发 光 的 希腊 人 .这 一 点 巴比伦 人 可 能 也 早已 知道 
EE 

泰勒 斯 还 借用 了 埃及 人 的 几何 学 ,在 这 方面 他 作出 十 分 重要 的 发 展 .他 把 
几何 学 变 成 一 种 抽象 的 研究 对 象 , 我 们 知道 ,是 泰勒 斯 首先 把 几何 学 用 来 研究 
假设 没有 任何 厚度 .绝对 直 的 线条 ,而 不 是 研究 画 在 沙子 上 或 刻写 在 螨 上 的 具 
有 厚度 而 不 完全 直 的 线条 (如 果 埃及 人 和 巴比伦 人 已 经 发 展 到 这 - - 步 , 泰 勤 斯 
仍 不 失 为 有 案 可 查 的 第 一 个 建立 这 种 观点 的 人 ,这 是 从 后 来 的 一 些 哲学 著作 中 
查 到 的 ) . 

看 来 ,泰勒 斯 还 是 首先 通过 一 整套 有 系统 的 论点 证 明 数学 命题 的 人 ,他 整 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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理 了 人 们 已 有 的 知识 ,并 自然 地 逐步 得 出 理想 的 证 明 . 换 言 之 ,250 年 后 经 欧 几 
里 得 加 以 系统 并 进一步 加 工 而 成 的 演绎 数学 就 是 他 发 明 的 . 

一 些 具体 的 几何 定理 后 来 被 认为 是 泰勒 斯 发 现 的 ,例如 , 圆 的 直径 把 圆 分 
为 两 等 份 ,所 有 的 对 项 角 相 等 ,等 腰 三 角形 的 两 底 角 相 等 . 

后 人 还 认为 他 曾 把 金字 塔 的 影子 和 一 已 知 长 度 竿 子 的 影子 进行 比较 ,从 而 
测 出 埃及 金字 塔 的 高 度 , 这 里 用 到 了 三 角 学 的 概念 . 

在 物理 方面 ,他 是 研究 磁 学 的 始祖 .更 为 重要 的 是 : 据 我 们 所 知 , 他 第 一 个 
提出 了 宇宙 是 由 什么 构成 的 这 个 问题 ,并 在 回答 时 不 涉及 上 帝 和 鬼神 . 

泰勒 斯 的 答案 是 :宇宙 的 基本 组 成 (我 们 今天 会 用 “元 素 "这 个 词 ) 是 水 ,而 
地 球 只 是 浮 在 浩瀚 无 边 的 海洋 上 的 一 个 扁 盘 .这 个 回答 在 当时 是 最 为 合理 的 猜 
想 了 .因为 很 清楚 ,至 少 生命 依赖 于 水 .然而 ,问题 本 身 的 提出 远 比 回答 重要 得 
多 ,因为 它 激励 了 一 批 包括 赫 拉 克利 特 在 内 的 哲学 家 来 思考 这 一 问题 . 正 是 沿 
着 这 一 思路 ,经 过 2 000 年 辛勤 的 思考 ,终于 导致 了 现代 化 学 的 产生 .有 人 评论 
说 泰勒 斯 有 自发 的 唯物 主义 思想 ,他 也 是 一 位 领袖 级 人 物 ,是 爱 奥 尼 亚 学 派 的 
创立 人 和 领袖 ,被 尊 为 七 贤 之 首 . 

泰勒 斯 不 仅 是 位 哲学 家 ,根据 后 来 的 传说 ,他 还 是 位 实干 家 .在 政治 上 他 坚 
决 主张 成 立 希腊 爱 奥 尼 亚 ( 今 土耳其 西南 岸 ) 各 城邦 的 政治 联盟 ( 迈 特 利 是 其 中 
之 一 ) 以 进行 自卫 ,反抗 侵略 成 性 的 非 希腊 王国 吕 底 亚 .随后 的 几 百 年 充分 说 
明 , 这 是 希腊 人 能 够 借以 反抗 周围 民族 保卫 自己 的 唯一 途径 .但 是 ,希腊 人 不 团 
结 的 情绪 后 来 占 了 上 风 , 造 成 了 国家 的 毁灭. 

亚 里 士 多 德 曾 告 诉 了 我 们 一 则 似乎 是 虚构 的 关于 泰勒 斯 的 轶 事 ,用 以 回答 
为 什么 如 此 聪明 的 泰勒 斯 没有 发 财 .所 说 泰勒 斯 赁 着 他 的 气象 知识 预料 某 一 年 
橄榄 会 丰收 ,于 是 他 在 迈 利 特 悄悄 买 下 了 全 部 的 橄榄 榨 油 机 及 周围 的 土地 ,他 
规定 了 使 用 榨 油 机 的 垄断 价格 ,所 以 在 一 个 季度 里 就 发 了 大 财 .让 那些 俗人 想 
不 到 的 是 :泰勒 斯 证 明了 他 的 能 力 后 就 放弃 了 经 商 ,又 继续 从 事 他 的 哲学 研究 . 

另 一 则 故事 则 有 些 像 清高 的 哲学 家 的 自嘲 ,借以 消除 劳动 人 民 同 知识 阶层 
那 种 由 来 已 久 的 紧张 关系 ,使 其 找到 心理 平衡 . 据 柏拉图 (Plato, 公 元 前 427 一 公元 
前 347) 说 当 泰 勒 斯 正在 散步 研究 星球 时 ,失足 摔 信 井 内 ,一 老 婚 听 到 他 的 呼叫 赶 
来 将 他 救出 ,但 随后 轻 蕊 地 说 :“ 这 个 人 想 研究 星星 ,可 却 看 不 见 脚下 是 什么 1” 

柏拉图 和 亚 里 士 多 德 生活 的 年 代 比 泰勒 斯 要 晚 250 年 ,人 们 对 这 位 老 哲 学 
家 的 观点 都 记忆 得 不 十 分 完整 了 .这 也 是 使 他 的 事迹 成 为 传奇 的 原因 之 一 

泰勒 斯 对 哲学 思想 的 评价 高 于 科学 的 实际 运用 ,这 为 后 来 的 希腊 哲学 思想 
定 下 了 调子 .结果 ,希腊 工程 师 ,发 明 家 的 工作 被 以 后 的 希腊 作家 和 后 人 大 大 忽 
视 和 低估 .因此 ,我 们 对 泰勒 斯 时 代 的 其 他 著名 人 物 知之 甚 少 ,包括 在 当时 ( 公 
元 前 600 年 左右 ) 享 有 盛名 的 希腊 建筑 师 欧 帕 利 努 斯 (Eupalinus) , 竞 也 是 古 希 


亚 里 士 多 德 
(Aristolle， 公 元 
前 384 一 公元 前 
322) ,希腊 哲学 
家 、 科 学 家 生 于 
哈 尔 基 季 斯 
(chalcidice ) 的 斯 
塔 基 尔 (Stagira) ， 
率 于 哈 尔 基 斯 
(Chalcis) . 
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罗素 (Rus- 
sell， Bertmand 
Arthur William， 
1872 一 1970), 英 
国 数理 逻辑 学 
家 、 哲 学 家 . 生 于 
英国 茅 斯 那 
( Monmouthshire ) 
特 里 莱克 (Trel- 
Jeck), 卒 于 威 尔 
士 (Wales) 的 普 
拉 斯 彭 林 (Plas- 
penrhyn) , 


腊 黄 金 时 代 的 工程 师 中 唯一 在 现代 留 下 点 名 声 的 人 物 . 因 为 他 的 名 字 至 少 和 一 
项 特殊 成 就 联系 在 一 起 ,他 是 专攻 水 利 的 专家 , 约 在 公元 前 530 年 ,在 他 的 家 乡 
梅 加 拉 修 建 了 一 项 水 利 工程 ,后 来 , 爱 琴 海 的 萨摩 斯 岛 上 的 暴君 波 利 克 雷 效 让 
他 在 那里 修建 一 条 水 渠 . 为 了 修建 这 项 工程 , 欧 帕 利 努 斯 不 得 不 凿 穿 一 座 山 , 挖 
了 一 条 10 英 里 (1 英里 = 1.609 千 米 ) 长 的 隧道 . 妖 道 同时 从 两 端 开 谐 , 在 离 中 
心 只 几 英 尺 处 两 端 相 会 ,这 一 做 法 给 古 希 腊 人 留 下 了 深刻 的 印象 ,也 仅仅 是 这 
样 伟大 的 工程 ,才能 与 哲学 思想 争 辉 . 


5. 音 过 本 技 其 之 乡 


据 奥博 瑞 《 生 活 简介 }》 中 记载 , 当 17 世纪 英国 哲学 家 托马斯 截 布 斯 40 岁 
时 ,去 参观 了 一 家 图 书馆 ,他 不 经 意 地 曾 见 了 摊 在 桌子 上 的 一 本 欧 几 里 得 的 《 几 
何 原本 》. 捧 开 的 部 分 恰 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 证 明 ,和 截 布 斯 惊 呼 :我 的 上 帝 ,这 
不 可 能 !” 

于 是 他 阅读 了 它 的 证 明 , 这 又 让 他 向 前 翻 看 这 个 定理 ,他 读 了 该 定理 ,这 又 
让 他 向 前 查 另 一 个 定理 ,这 个 定理 他 也 读 了 .如 此 再 三 最 后 他 被 论证 折服 ,确信 
了 那个 真理 .这 使 他 爱 上 了 几何 学 . 

罗素 也 同 短 布 斯 一 样 的 途径 迷 上 了 几何 ,特别 是 迷 上 了 毕 达 哥 拉 斯 .不 仅 
如 此 ,少年 罗素 还 在 欧 几 里 得 儿 何 学 中 发 现 了 乐趣 的 另 一 方面 . 即 它 让 他 见识 
到 日 后 极 大 地 影响 他 的 哲学 发 展 的 哲学 家 们 经 常 称 为 “柏拉图 的 理念 世界 ”的 
东西 . 

在 其 论文 《我 为 什么 走向 哲学 ?中 ,罗素 澄清 了 这 种 形式 的 神秘 主义 在 他 自 
己 的 哲学 动机 上 的 重要 性 :我 一 度 发 现 ,一 个 源 自 柏拉图 但 有 所 变化 的 理论 令 
人 满意 .根据 柏拉图 的 理论 一 一 我 只 以 一 种 打折 扣 的 方式 接受 它 一 一 有 一 个 不 
变 的 无 时 间 的 理念 世界 ,展现 在 我 们 感觉 中 的 世界 只 是 这 个 世界 的 不 完善 的 莫 
本 .根据 这 一 理论 ,数学 处 理 理念 世界 并 且 随 之 而 来 有 着 日 常 世界 所 缺乏 的 精 
确 和 完美 .柏拉图 从 毕 达 哥 拉 斯 发 展 而 来 的 这 种 数学 神秘 主义 ,吸引 了 我 .” 

从 这 个 意义 上 讲 , 毕 达 哥 拉 斯 对 罗素 而 言 是 一 位 重要 的 标志 性 人 物 .正如 
罗素 在 《西方 哲学 史 ) 中 所 讲 ,“ 从 理智 上 说 (是 ) 曾 在 世 的 最 重要 的 人 之 一 ”. 

正如 罗素 所 介绍 的 那样 : 毕 达 哥 拉 斯 既是 一 个 宗教 先知 ( 毕 达 哥 拉 斯 曾 接 
受 他 的 老师 泰勒 斯 的 建议 远 去 埃及 求学 .并 在 埃及 生活 了 很 长 时 间 . 他 学 会 了 
埃及 的 语言 和 文字 .在 埃及 人 的 寺院 当 过 僧侣 ,亲身 经 历 过 埃及 寺院 的 祭典 仪 
式 ) ,对 于 宗教 又 是 一 个 纯 数学 家 “在 两 方面 他 都 影响 巨大 ,这 两 方面 也 并 不 像 
现代 思维 所 认为 的 那样 截然 分 开 ." 按 罗素 的 说 法 , 毕 达 森 拉 斯 的 宗教 是 奥 菲 十 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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教 的 变种 ,而 奥 菲 十 教 又 是 对 狄 俄 尼 索 斯 崇拜 的 变种 .这 三 种 教 的 中 心 都 是 崇 
尚 身心 沉醉 ,但 在 毕 达 哥 拉 斯 教派 中 ,这 种 沉醉 不 是 通过 饮酒 或 沉 酒 于 性 行为 
获得 的 ,而 是 通过 理智 训练 达到 的 .在 这 种 观点 看 来 ,最 高 的 生活 是 那 种 献身 于 


“充满 激情 之 沉思 ”的 生活 ,此 为 罗素 称 之 为 “理论 ”一 词 的 原始 意义 . 


6. 才 六 激情 的 沉思 


在 《西方 哲学 史 》 中 罗素 写 道 : 


“对 毕 达 哥 拉 斯 而 言 ,充满 激情 的 沉思 ' 是 理智 的 ,并 流行 于 数学 
知识 中 .这 样 , 通 过 毕 达 哥 拉 斯 主义 理论 "逐渐 获得 其 现代 意义 ;但 是 
对 于 所 有 被 毕 达 哥 拉 斯 吸引 的 人 来 说 , 它 保留 了 一 个 心醉 神 迷 的 启示 
的 成 分 .在 那些 从 学 校 里 不 情愿 地 学 了 一 点 数学 的 人 看 来 ,这 或 许 是 令 
人 奇怪 的 ;但 对 那些 曾 体验 到 数学 给 予 的 顿悟 所 带 来 的 使 人 陶醉 的 快 
乐 的 人 来 说 ,有 时 对 那些 爱 它 的 人 来 说 , 毕 达 哥 拉 斯 的 观点 将 被 视 为 完 
全 自然 的 ,即使 它 不 是 真实 的 ,经验 哲 学 家 可 以 视 其 为 材料 的 奴隶 ,而 
纯 数 学 家 , 像 音乐 家 一 样 ,是 他 秩序 井然 的 美丽 世界 的 自由 创造 者 .” 


亚 里 士 多 德 在 (形而上学 中 论 及 到 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 . 


“在 这 个 时 候 , 甚 至 更 早 些 时 候 , 所 谓 毕 达 哥 拉 斯 派 曾 从 事 数 学 的 
研究 ,并 且 第 一 个 推进 了 这 个 知识 部 门 .他 们 把 全 部 时 间 用 在 这 种 研究 
上 ,进而 认为 数学 的 本 原 就 是 万 物 的 本 源 . 由 于 在 这 些 本 原 中 数目 是 最 
基本 的 .而 他 们 又 以 为 自己 在 教 目 中 间 发 现 了 许多 特点 ,与 存在 物 以 及 
自然 过 程 中 所 产生 的 事物 有 相似 之 处 , 比 在 火 、 土 或 水 中 找到 的 更 多 ， 
所 以 他 们 认为 数目 的 菜 一 种 特性 是 正义 , 另 一 种 是 灵魂 和 理性 , 另 一 种 
是 机 会 ,其 他 一 切 也 无 不 如 此 ;由 于 他 们 在 数目 中 间 见 到 了 各 种 各 类 和 
谐 的 特性 与 比例 ,而 一 切 其 他 事物 就 其 整个 本 性 来 说 都 是 以 数目 为 范 
型 的 , 教 目 本 身 则 先 于 自然 中 的 一 切 其 他 事物 ,所 以 他 们 从 这 一 切 进行 
推论 ,认为 数目 的 元 素 就 是 万 物 的 元 素 , 认 为 整个 的 天 是 一 种 和 谐 ,一 
个 数目 .因此 ,凡是 他 们 能 够 在 数目 和 各 种 和 谐 之 间 指 出 的 类 似 之 处 ， 
以 及 他 们 能 够 在 数目 与 天 的 特性 ,区 分 和 整个 安排 之 间 指 出 的 类 似 之 
处 ,他 们 都 收集 起 来 拼 姿 在 一 起 .如 果 在 什么 地 方 出 现 了 漏洞 ,他 们 就 
贪 禁地 去 找 这 个 东西 填补 进去 ,使 它们 的 整个 系统 能 自转 其 说 .例如 ， 
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因为 他 们 认为 十 这 个 数目 是 充满 的 ,包括 了 数目 的 全 部 本 性 ,所 以 他 们 
就 认为 天 体 的 数目 也 应 当 是 十 个 ,但 是 只 有 九 个 看 得 见 ,于 是 他 们 就 捏 
造 出 第 十 个 天 体 , 称 之 为 “对 地 ”.” 


在 古 希腊 之 后 ,虽然 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 以 中 心 火 作 为 宇宙 中 心 的 宇宙 模型 
没有 得 到 发 扬 , 代 之 以 流行 开 来 的 是 亚 里 士 多 德 - 托 勒 密 的 地 心 说 模型 ,但 在 
那 种 以 拯救 现象 为 目标 的 本 轮 - 均 轮 模型 中 ,我 们 仍然 可 以 看 到 像 图 轨道 这 样 
的 保留 着 数学 意义 上 的 和 谐 与 美的 传统 . 

在 经 过 了 严酷 的 黑暗 中 世纪 后 ,到 了 文艺 复兴 时 期 ,和 谐 的 概念 再 次 在 字 
宙 认 识 中 突显 出 来 .更 一 般 地 来 说 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 相信 自然 是 一 个 和 谐 宇宙 
这 个 术语 意味 着 一 个 理性 的 秩序 .但 言 外 之 意 还 有 对 称 和 美丽 的 意思 ,以 及 存 
在 于 一 个 健康 生物 体 中 的 和 谐 . 当 柏拉图 的 著作 被 重新 发 现 .从 而 使 得 毕 达 哥 
拉 斯 学 派 的 思维 方式 再 次 流行 起 来 时 ,这 种 宇宙 必定 和 谐 的 直觉 ,成 为 文艺 复 
兴 时 期 天 文学 发 展 的 强大 驱动 力 . 

这 些 哲学 家 显然 是 把 数目 看 做 本 原 , 把 它 即 看 做 存在 物 的 质料 因 , 又 拿 来 
描写 存在 物 的 性 质 和 状态 .( 见 北京 大 学 哲学 系 外 国 哲学 史 教 研 室 编 译 《 西 方 
哲学 原著 选读 》 上 册 .北京 :商务 印 书馆 ,1989,P18 - 19) 


7. 抽 象 不 敌 具 体 


哲学 家 的 数学 观点 不 一 定 是 正确 的 ,虽然 对 哲学 会 有 某 些 帮助 ,一 个 明显 
的 例子 是 黑 格 尔 . 

由 康德 创始 的 德国 古典 唯心 主义 辩证 法 ,在 19 世纪 初期 经 过 黑 格 尔 之 手 
才 最 后 下 于 系统 化 .这 是 同 黑 格 尔 本 人 所 具有 的 精湛 的 数学 和 自然 科学 素养 分 
不 开 的 .就 数学 而 论 ,正如 恩格斯 在 一 封 信 中 提 到 的 :“ 黑 格 尔 的 数学 知识 极为 
丰富 ,甚至 他 的 任何 一 个 学 生 都 没有 能 力 把 他 遗留 下 来 的 大 量 数学 手稿 整理 出 
版 ."(《 马 克 思 恩 格 斯 全 集 ) 第 31 卷 ,P471) 即 使 置 此 不 论 , 我 们 在 他 生前 刊印 的 
届 指 可 数 的 几 部 哲学 著作 中 ,例如 《精神 现象 学 ?序言 部 分 ,两 部 (逻辑 学 》 的 量 
论 部 分 《自然 哲学 ?的 论 时 空 部 分 ,以 及 《大 逻辑 》 的 论 时 空 部 分 .本质 论 和 概念 
论 的 有 关 部 分 ,也 同样 可 以 看 到 他 对 数学 材料 的 大 量 引证 和 对 数学 问题 的 详细 
讨论 . 

黑 格 尔 关于 数学 的 论述 既 涉 及 初等 数学 ,但 更 多 的 则 是 涉及 高 等 数学 , 即 
由 牛顿 和 莱 布 尼 兹 于 17 世纪 所 创立 然而 在 当时 还 不 够 完善 的 微 积分 .他 晚年 
再 版 (大 逻辑 ) 第 一 编 存在 论 时 所 增加 的 专门 论证 微 积分 的 长 达 100 页 的 三 个 
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注释 ,几乎 占 了 该 编 四 分 之 一 的 篇 幅 . 当然 ,这 毫 不 意味 着 黑 格 尔 是 为 了 炫耀 自 
己 的 渊博 学 识 而 有 意 编织 一 些 神奇 瑰丽 的 数学 花环 ,而 是 无 可 争辩 地 表明 了 黑 
格 尔 哲 学 与 数学 之 间 的 菜 种 关联 .英国 新 黑 格 尔 主义 者 缪 尔 早已 看 到 了 这 一 
点 ,他 写 道 : 黑 格 尔 关 于 量 的 逻辑 受到 现代 观点 ( 它 正 力图 使 数学 越 来 越 强烈 
地 摆脱 空间 和 时 间 的 限制 ,甚至 力图 使 之 在 顺序 而 不 是 量 的 基础 上 ) 的 影响 究 
竟 有 多 大 ,我 无 法 判定 . 黑 格 尔 似乎 想 要 指明 ,正如 自然 科学 为 自然 哲学 提供 了 
原料 一 样 ,数学 同样 也 为 量 的 逻辑 提供 了 原料 .”( 缪 尔 《 黑 格 尔 逻辑 学 研究 ) 英 
文本 ,牛津 大 学 出 版 社 ,1959 年 , P729) 然 而 , 缪 尔 却 没有 看 到 其 中 最 重要 的 东 
西 .这 种 关联 诚然 包含 在 黑 格 尔 利 用 数学 来 佐证 其 关于 量 的 逻辑 观点 的 意图 
中 ,但 更 主要 的 却 是 表现 在 自 笛 卡 尔 将 变数 引入 数学 里 来 的 变数 数学 (数学 辩 
证 法 ) 思 想 对 黑 格 尔 哲 学 的 巨大 影响 中 ,以 及 反 过 来 黑 格 尔 运用 辩证 法 的 犀利 
解剖 刀 对 数学 所 作 的 深刻 剖析 中 ,前 者 导致 了 黑 格 尔 在 六 述 自己 的 哲学 观点 
时 ,连篇 累 生地 大 谈 数 学 ,后 者 则 是 他 关于 量 的 哲学 思想 能 够 影响 到 现代 科学 
思潮 的 关键 所 在 . 

黑 格 尔 无 疑 是 历史 上 自觉 地 从 辩证 思维 的 角度 出 发 而 去 探讨 数学 中 的 哲 
学 问题 的 第 一 人 .借助 唯心 辩证 法 思辩 地 论证 数学 基本 概念 ,揭示 数学 的 本 质 
和 意义 .强调 数学 认识 和 哲学 认识 ,数学 方法 和 哲学 方法 之 间 的 原则 区 别 ,这 大 
体 上 就 是 黑 格 尔 数学 哲学 思想 的 主要 内 容 .然而 , 黑 格 尔 对 数学 所 作 的 这 种 哲 
学 探讨 的 结果 究竟 如 何 , 或 者 说 ,对 黑 格 尔 的 数学 哲学 应 该 如 何 评价 呢 ? 有 两 
种 不 同 的 意见 ,一 派 是 以 哲学 家 缪 尔 为 代表 的 ,他 们 认为 黑 格 尔 哲学 与 当代 数 
学 是 有 一 定 关联 的 ,但 由 于 其 太 完 长 , 太 专 门 化 了 才 被 人 们 所 忽略 ;而 英国 现代 
哲学 家 和 数学 家 罗素 则 全 盘 否 定 了 黑 格 尔 哲学 中 的 数学 部 分 .他 认为 黑 格 尔 哲 
学 根本 不 能 应 用 于 数学 ,在 学 习 了 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 分 析 理论 , 康 托 的 集合 论 以 
及 非 欧 几何 理论 后 ,更 觉得 黑 格 尔 ( 大 逻辑 ?里 所 讲 的 数学 都 是 错误 的 ,甚至 完 
全 是 胡说 八道 ( 胡 作 玄 ,《 当 代 的 大 思想 家 一 一 罗素 》,《 自 然 辩证 法 通讯 》, 1981 
年 ,第 1 期 ), 由 此 可 否 套 用 一 句 周 国平 式 的 名 言 ,哲学 家 研究 数学 对 数学 和 哲 
学 都 是 一 种 伤害 .但 毕 达 哥 拉 斯 是 一 个 例外 ,他 在 数 形 结合 .公理 化 与 数学 美的 
标准 方面 以 及 数学 方法 中 的 经 验 归纳 法 都 为 数学 家 所 称道 . 

注 关于 黑 格 尔 的 数学 哲学 思想 可 参见 江西 大 学 哲学 系 何 建 南 先生 发 表 
在 由 商务 印 书馆 出 版 的 (外 国 哲学 》(7) 上 的 文章 《 黑 格 尔 哲 学 思想 述评 》. 


8 天 加 中 独立 的 永 二 在 友 
毕 达 哥 拉 斯 对 数学 的 真正 影响 在 于 他 对 数学 的 认识 ,在 毕 达 哥 拉 斯 看 来 在 
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现实 世界 之 外 还 独立 存在 着 一 个 数学 统治 的 世界 ,柏拉图 主义 是 与 之 一 脉 相 承 
的 ,这 种 认识 不 乏 追 随 者 ,如 罗素 就 曾 在 一 篇 文章 写 道 : 


“历史 上 对 数学 的 研究 可 能 比 对 希腊 和 罗马 的 研究 还 要 多 ,但 是 ， 
数学 在 人 类 的 文明 中 ,一 直 没有 找到 它 恰 当 的 位 置 .虽然 传统 业已 裁定 
千 千 万 万 个 有 学 识 的 人 至 少 应 该 知道 数学 这 门 学 科 的 组 成 部 分 ,但 是 ， 
这 种 传统 产生 的 思考 却 被 遗忘 ,被 扼 盖 在 故意 卖弄 学 问 ,无 足 轻重 , 毫 
无 意义 的 废话 之 中 .对 于 那些 努力 探索 数学 的 存在 价值 的 人 来 说 ,最 一 
般 意义 上 的 回答 将 是 :数学 促进 了 机 器 的 制造 生产 ,方便 了 人 们 的 旅 
行 ,帮助 国家 在 战争 中 或 在 商品 贸易 中 取得 胜利 …… 然而 这 些 都 不 是 
数学 这 门 学 科 存 在 的 本 质 意义 .众所周知 , 古 希 腾 哲 学 家 柏拉图 把 对 数 
学 真理 的 观照 看 做 是 神 的 旨意 ,并 且 他 比 任何 其 他 人 都 深刻 地 意识 到 
数学 是 人 类 生活 必 不 可 少 的 组 成 部 分 ， 

“…… 对 数学 的 正确 看 法 是 :数学 不 仅仅 拥有 真理 ,而 且 它 也 是 最 
伟大 的 美 一 一 一 种 像 周 塑 般 的 冷峻 的 严格 的 美 , 它 对 人 类 的 脆弱 的 天 
性 不 感 兴趣 ,也 没有 像 图 画 或 音乐 那样 华丽 的 装饰 ,然而 它 却 是 崇高 
的 、 纯 粹 的 , 它 有 着 只 有 最 伟大 的 艺术 才能 展现 出 来 的 严格 意义 上 的 完 
美 .作为 最 优秀 的 标准 ,喜悦 、 兴 奋 、 超 凡 脱 俗 的 感觉 ,这 些 将 会 在 数学 
和 诗歌 艺术 中 得 到 充分 的 体验 …… 对 于 大 多 数 人 来 讲 , 真 实 的 生活 是 
居 第 二 位 的 ,是 在 理想 和 可 能 之 间 做 出 永远 的 妥协 的 状态 ;但 是 在 纯粹 
理性 的 世界 里 是 没有 妥协 的 ,也 没有 实践 上 的 限制 ,更 没有 在 充满 激情 
的 志向 中 具体 的 创造 活动 的 壁 倒 . 

“we 对 于 严格 的 人 来 说 ,对 真理 的 热爱 永远 是 第 一 位 的 ,并 且 , 这 
种 真理 是 在 数学 中 而 不 是 其 他 的 学 科 中 ,对 真理 的 向 往 与 热爱 对 于 巷 
白 无 力 的 信仰 来 说 是 一 种 鼓 兽 .” 


但 是 到 了 罗素 70 多 岁 时 他 的 观点 发 生 了 改变 ,他 认识 到 :柏拉图 的 客观 数 
学 真理 的 世界 是 一 个 幻想 .在 1951 年 他 写 的 一 篇 名 为 《数学 是 纯 语言 学 吗 ?》 的 
哲学 论文 中 ,他 表述 了 上 面 的 观点 ,他 为 他 早期 的 数学 理想 的 坟墓 献上 了 一 个 
花环 : 


“ 毕 达 哥 拉 斯 和 之 后 的 柏 术 图 各 自 的 数学 理论 简洁 .迷人 …… 毕 达 
哥 拉 斯 认为 数学 是 对 数字 的 研究 ,每 个 数字 都 是 居住 在 超 感 觉 的 天 
中 的 独立 的 永恒 的 存在 . 当 我 年 轻 的 时 候 我 对 此 深信 不 疑 …… 但 是 , 随 
着 研究 的 逐步 深入 ,我 对 此 产生 了 怀疑 …… 数 字 其 实 只 是 为 了 语言 上 
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的 方便 , 当 包 含 数字 的 命题 完成 时 数学 即 消失 了 .在 天 国 中 寻找 数字 与 
寻找 “等 等 "一 样 都 是 徒劳 无 益 的 . 

“所 有 的 数学 命题 和 逻辑 命题 都 主张 对 若干 宁 ( 词 ) 正 确 使 用 . 
如 果 这 个 结论 是 正确 的 ,那么 它 可 以 看 做 是 毕 达 哥 拉 斯 的 墓志 铭 .” 


几乎 与 此 同时 ,罗素 还 写 出 了 一 个 短篇 小 说 , 其 中 的 故事 情节 戏剧 性 地 表 
现 了 他 在 思考 数学 的 时 候 思想 变化 的 过 程 .这 个 小 说 的 名 字 叫 《数学 家 的 避 
梦 》. 故 事 的 主人 公 是 “平方 底 教授 ”, 他 在 研究 了 一 整 天 的 毕 达 哥 拉 斯 的 理论 之 
后 疲倦 地 在 椅子 上 睡 着 了 ,这 时 ,他 做 了 一 个 奇怪 的 梦 ,在 梦 中 各 种 数 都 是 那样 
真实 地 存在 着 .但 随 着 一 声 女 妖 的 哀 号 ,整个 庞大 的 序列 消散 在 迷雾 中 .并 且 ， 
当 他 醒 来 时 ,他 听见 自己 在 说 “柏拉图 不 过 如 此 .” 

通过 这 个 故事 罗素 告诉 自己 ,他 青年 时 一 直 怀 有 的 “ 毕 达 哥 拉 斯 之 梦 ”, 不 
过 是 一 个 疆 梦 罢了 . 

注 详 见 英国 C: 雷 * 蒙 克 一 一 活 莱 提 克 公司 1999 年 出 版 的 雷 - 蒙 克 , 弗 雷 
德里 克拉 斐 尔 等 著 的 (大 哲学 家 》. 


9. 素 和 数 的 历史 


早 在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 时 期 ,数学 理论 被 分 为 绝对 理论 和 应 用 部 分 , 那 时 数 
的 绝对 理论 指 算术 ,而 应 用 部 分 指 音乐 .在 毕 达 哥 拉 斯 看 来 ,万 物 皆 数 .其 理论 
核心 是 算术 ,他 们 说 的 算术 不 包括 为 实际 事务 需要 而 用 的 计算 , 主要 还 是 今天 
称 之 为 数论 的 内 容 , 例 如 ,完全 数 、 亲 和 数 、 毕 达 哥 拉 斯 数组 . 形 数 等 等 . 

亲 和 数 自 毕 达 哥 拉 斯 提出 第 一 对 220 与 284 以 来 已 过 了 2 000 多 年 ,直到 
1636 年 费 马 给 出 第 二 对 亲 和 数 . 公元 9 世纪 阿拉 伯 塔 比 伊 本 库 拉 提出 一 个 法 
则 :车 p = 3:2" -1,g =3.2"1 -1,r = 9 22m-! -1(n 为 正 整数 ) 为 3 个 素 
数 , 则 a = 2%9, = 2 是 一 对 亲 和 数 .例如 ,n = 2 时 有 p = 11,g = 5,r = 71 
都 是 素数 , 则 a。= 220, 5 = 284 是 亲 和 数 . 费 马 重新 发 现 了 这 一 法 则 ,并 验证 了 
n= 4 时 ,p = 47,9 = 23,r = 1 151 都 是 素数 ,因此 a。= 17 296 和 18 416 是 第 
二 对 亲 和 数 . 费 马 的 工作 鼓舞 了 同时 代 的 数学 家 . 两 年 后 , 笛 卡 尔 就 发 现 了 第 三 
对 亲 和 数 9 363 584 与 9 437 056. 100 年 后 欧 拉 遵 循 同样 的 思路 一 下 子 找到 了 62 
对 亲 和 数 .时 至 今日 已 发 现 的 亲 和 数 有 1 000 多 对 ! 由 此 看 来 费 马 的 突破 性 成 果 
具有 里 程 碑 式 的 意义 . 
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10. 数 学 史上 的 第 一 个 定理 


费 马 定理 和 毕 达 哥 拉 斯 定理 是 同 源 的 两 个 重要 定理 ,要 了 解 费 马 定理 先 从 
毕 达 哥 拉 斯 定理 开始 . 

初等 几何 中 最 引 人 注 目 、 肯 定 的 定理 也 是 最 著名 最 有 用 的 一 个 定理 ,就 是 
所 谓 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 :在 任何 直角 三 角形 中 , 斜 边 上 的 正方 形 等 于 两 条 直角 
边 上 的 正方 形 之 和 .如 果 有 一 个 定理 可 以 当之无愧 地 算是 数学 史上 的 “菁华 ”， 
那么 毕 达 哥 拉 斯 定理 大 概 就 是 主要 的 候选 者 了 ,因为 它 可 能 是 数学 史上 第 一 个 
真正 名 副 其 实 的 定理 .但 是 , 当 我 们 开始 考虑 该 定理 的 渊源 时 ,心里 总 觉得 不 是 
那么 踏实 ,虽然 传说 是 把 这 个 著名 的 定理 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 ,但 是 20 世纪 对 美 
索 不 达 米 亚 出 土 的 陶器 铭文 上 的 模 形 文字 考察 的 结果 表明 , 早 在 毕 达 哥 拉 斯 时 
代 之 前 的 1 000 多 年 间 , 古 巴比伦 人 就 已 经 知道 该 定理 了 .在 古代 印度 和 中 国 
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的 有 些 著 述 中 也 可 以 见 到 对 该 定理 的 前 述 ,这些 著述 的 时 期 至 少 可 以 上 淹 至 毕 
达 哥 拉 斯 的 时 代 以 前 .不 过 ,在 提 到 这 个 定理 的 那些 非 古 希腊 文献 或 古 希腊 前 
的 文献 中 ,都 没有 对 上 述 关系 的 证 明 ; 很 可 能 是 毕 达 哥 拉 斯 或 他 那 著 名 的 哥 老 
会 的 某 个 成 员 ,第 一 个 对 该 定理 提供 了 合乎 逻辑 的 演绎 证 明 . 

现在 让 我 们 停 一 下 ,对 毕 达 哥 拉 斯 及 其 半 神 秘 的 哥 老 会 讲 点 东西 . 毕 达 哥 
拉 斯 是 数学 史上 第 二 个 名 垂青 史 的 人 . 透 过 古代 神秘 的 迷雾 ,我 们 可 以 推断 毕 
达 哥 拉 斯 约 生 于 公元 前 572 年 ,出 生地 是 爱 琴 海 的 萨 莫 斯 岛 ,与 著名 的 塞 利 斯 
的 故乡 迈 里 特 斯 城 相距 不 远 . 毕 达 哥 拉 斯 大 约 比 塞 利 斯 小 五 十 岁 ,又 跟 他 住 得 
很 近 , 所 以 很 可 能 曾 在 这 位 老者 的 门下 受 业 .无 论 如 何 , 他 跟 塞 利 斯 一 样 ,有 一 
个 时 期 曾经 旅居 埃及 ,后 来 纵情 于 更 加 广泛 的 旅游 ,很 可 能 远 至 印度 .他 浪迹 两 
年 之 后 回归 故里 ,发 现 萨 莫 斯 岛 正 处 于 "多 头 政治 "的 暴政 之 下 , 爱 奥 尼 亚 地 区 
大 部 分 处 于 波斯 统治 下 ,所 以 他 移居 希腊 海港 城市 克 罗 多 纳 ( 现 位 于 意大利 南 
部 靴 形 地 区 ), 他 在 那里 建立 了 著名 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 .这 个 学 派 不 仅 是 研究 哲 
学 .数学 和 自然 科学 的 学 术 团 体 ,而 且 还 发 展 成 组 织 严密 的 哥 老 会 ,有 秘密 的 仪 
式 和 章程 .最 后 ,这 个 哥 老 会 的 政治 势力 和 人 贵族 倾向 吊 吊 到 人 ,所 以 意大利 南部 
的 民主 势力 捣毁 了 该 学 派 的 建筑 物 , 使 这 个 组 织 分 崩 离 析 . 据 传 , 毕 达 哥 拉 斯 亡 
命 于 美 塔 庞 通 ,以 75 岁 或 80 岁 的 高 龄 在 那里 终 其 一 生 , 可 能 是 追踪 者 暗杀 的 
结果 .这 个 哥 老 会 的 成 员 虽然 都 作 鸟 兽 散 ,但 仍 继续 活动 了 至 少 两 个 多 世纪 . 

毕 达 哥 拉 斯 的 哲学 ,在 风格 上 有 印度 渊源 ,其 基本 假设 是 :全 体 正 整数 是 人 
类 和 物质 千差万别 的 诱因 ; 简 言 之 ,全 体 正 整 数控 制 着 大 千 世 界 的 质 与 量 . 正 整 
数 的 这 种 观念 和 升华 促使 他 们 进行 深入 的 研究 ,因为 , 谁 知道 呢 , 也 许 由 于 揭示 
出 整数 的 奥妙 性 质 , 人 类 说 不 定 就 有 办 法 在 某 种 程度 上 支配 或 改善 自己 的 命运 
呢 . 因 此 ,他 们 加 紧 了 数 的 研究 ,而 由 于 数 与 几何 紧密 相关 ,也 加 紧 了 几何 的 研 
究 .因为 毕 达 哥 拉 斯 的 讲授 纯 系 口述 ,而 且 哥 老 会 的 惯例 是 把 所 有 的 发 现 都 归 
功 于 至 尊 开 山 祖师 ,所 以 现在 很 难 弄 清 哪些 数学 发 现 应 该 算是 毕 达 哥 拉 斯 本 人 
的 功绩 ,哪些 应 该 归 在 哥 老 会 其 他 成 员 的 名 下 . 

现在 回 过 头 来 再 讲 所 说 的 那 件数 学 史上 的 “菁华 "”, 我 们 自然 很 想 知道 ,对 
于 以 毕 达 哥 拉 斯 命名 的 那个 名 副 其 实 的 定理 ,他 可 能 给 出 的 证 明 其 性 质 如 何 ? 
对 此 有 很 多 推测 ,一 般 认为 大 概 是 一 种 分 解 式 的 证 明 ,如 下 所 述 . 设 a,b,c 表 
示 已 知 直角 三 角形 的 勾 、 股 、 弦 ,考虑 图 1 所 示 两 个 正方 形 ,都 以 e+ 为 一 边 . 
第 一 个 正方 形 被 分 解 成 六 块 , 即 是 分 别 以 勾 、 股 为 边 的 两 个 正方 形 以 及 与 已 知 
三 角形 全 等 的 四 个 直角 三 角形 .第 二 个 正方 形 被 分 解 成 五 块 , 即 是 以 弦 为 边 的 
一 个 正方 形 以 及 与 已 知 三 角形 全 等 的 四 个 直角 三 角形 .于 是 ,由 等 量 减 等 量 可 
见 , 以 弦 为 边 的 正方 形 等 于 以 勾 、 股 为 边 的 两 个 正方 形 之 和 . 

为 了 证 明 第 二 种 分 解 当中 的 那 一 块 的 确 是 边 长 为 。 的 正方 形 , 我 们 要 利用 
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图 1 

直角 三 角形 诸 角 之 和 等 于 两 个 直角 这 个 事实 .不 过 ,这 个 事实 就 一 般 三 角形 而 
言 已 经 被 认为 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 功劳 了 .由 于 对 这 个 一 般 事实 的 证 明 又 需要 
知道 平行 线 的 某 些 性 质 ,所 以 平行 线 理论 也 被 认为 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 早期 的 功 
绩 . 

整个 数学 史上 也 许 找 不 出 第 二 个 定理 有 毕 达 哥 拉 斯 定理 那样 多 的 千 姿 百 
态 的 证 明 . 在 E.S. 卢 米 斯 的 著作 《 毕 达 哥 拉 斯 命题 ?第 二 版 中 ,他 搜集 了 这 个 著 
名 定理 的 370 种 证 明 , 并 加 以 分 类 整理 . 

两 个 面积 (或 两 个 体积 ) P 和 0 叫做 按 加 法 全 等 ,如 果 它 们 可 以 分 解 成 若 
干 对 互相 对 应 的 全 等 图 形 .P 和 0 叫做 按 减 法 全 等 ,如 果 它 们 可 以 拼接 成 若干 
对 互相 对 应 的 全 等 图 形 ,使 得 所 得 到 的 两 个 新 图 形 是 按 加 法 全 等 的 . 毕 达 哥 拉 
斯 定理 有 很 多 证 明 , 其 依据 就 是 证 明 直 角 三 角形 弦 上 的 正方 形 是 按 加 法 或 按 减 
法 全 等 于 该 直角 三 角形 勾 、 股 上 的 正方 形 的 拼合 .上 面 扼要 介绍 的 那个 证 明 , 据 
传 可 能 是 毕 达 哥 拉 斯 提出 的 ,就 是 一 种 按 减法 全 等 的 证 明 . 

2 和 图 3 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 提出 了 两 个 按 加 法 全 等 的 证 明 ,第 一 个 是 
HH. 贝 利 果 于 1873 年 给 出 的 ,第 二 个 是 H.E. 杜 德 内 于 1917 年 给 出 的 . 


图 2 图 3 
图 4 提出 了 一 个 按 减 法 全 等 的 证 明 ,据说 是 达 , 芬 奇 (1452 一 1519) 想 出 来 
的 . 
任何 两 个 多 边 形 的 面积 如 果 相 等 ,就 是 按 加 法 全 等 的 ,而 且 面积 的 分 解 总 
是 可 以 用 圆规 直 尺 作 图 . 另 一 方面 ,M. 德 恩 在 1901 年 证 明了 两 个 多 面体 的 体 
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积 即 使 相等 , 却 不 一 定 是 按 加 法 全 等 的 ,也 不 一 
定 是 按 减 法 全 等 的 .特别 是 ,不 可 能 把 一 个 正四 :4 

面体 分 解 成 一 些 多 面体 图 形 ,使 得 这 些 图 形 可 

以 重新 拼 成 一 个 立方 体 . 欧 几 里 得 在 其 (几何 原 NS 


本 》( 约 在 公元 前 300 年 ) 中 有 时 就 使 用 分 解 方 
法 来 证 明 面积 相等 . 

欧 几 里 得 在 其 (几何 原本 》 卷 工 命题 47 中 ， 
基于 图 5 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 给 出 了 一 个 优美 的 


证 明 . 

图 5 有 时 叫做 “ 圣 方 济 会 道 袍 ,也 叫做 “新 NS 
娘 的 花轿 ". 证 明 大 意 如 下 : 4C? = 2SAne = 
2Sacp = Sank; 同 样 , BC? = Sasuz .因此 

AC? + BC? = Sipkr + Sapkr = AB? 

中 学 教师 有 时 也 向 学 生 讲 毕 达 各 拉 斯 
定理 的 一 个 奇怪 的 证 明 , 那 是 印度 数学 家 兼 
天 文学 家 巴 斯 卡 拉 给 出 的 ,他 的 学 术 活动 在 
1150 年 左右 达到 高 峰 .证 明 是 分 解 式 的 .如 
图 6 所 示 , 弦 上 的 正方 形 分 成 四 个 三 角形 ， 
都 和 已 知 直 角 三 角形 全 等 ,还 有 一 个 正方 
形 , 边 长 等 于 已 知 直角 三 角形 勾 、 股 之 差 .这 
些 图 形 很 容易 重新 拼 成 勾 、 股 上 的 两 个 正方 
形 之 和 . 巴 斯 卡拉 画 出 了 图 ,没有 多 加 解释 ， 
只 写 了 一 个 字 :“ 瞪 1" 当然 了 , 添 一 点 代数 运 
算 就 把 证 明 补 全 了 ,因为 ,如 果 a,b,c 是 已 
知 直角 三 角形 的 勾 、 股 、 弦 , 则 有 3 


图 6 
C2=4(ab/2) + (ba) =a+b 
也 许 ,电影 放映 出 来 的 活动 证 明 才 是 更 加 好 “ 瞧 ” 的 证 明 , 这 时 ,经 过 图 7 所 
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示 各 阶段 , 弦 上 的 正方 形 连续 变形 ,最 后 成 为 勾 、 股 上 两 个 正方 形 之 和 . 


下 人 


巴 斯 卡拉 又 画 一 Pe 和 
出 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 第 二 个 证 明 . 由 图 8 
的 相似 直角 三 角形 可 见 c/b = b/m,c/a= 
a/n, 即 是 
2 2 


cm=b°,cn=a 

相 加 得 到 a?+ b=c(m+n)=e? 
这 个 证 明 在 17 世纪 由 英国 数学 家 J. 瓦 里 
斯 (1616 一 1703) 重 新 发 现 . 

美国 有 几 位 总 统 同 数学 有 点 瓜葛 . G. 华 盛 顿 (1732 一 1799, 美 国 第 一 任 总 
统 ) 曾 经 是 一 位 著名 的 勘测 员 ,T. 杰 斐 逊 (1743 一 1826, 美 国 第 三 任 总 统 ) 曾 大 力 
促进 美国 高 等 数学 的 教学 工作 ,A. 林肯 (1809 一 1865 ,美国 第 十 六 任 总 统 ) 据 说 
研究 了 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 之 后 学 会 了 逻辑 .更 有 创造 力 的 是 了 .A. 伽 菲 尔 
德 (1831 一 1881 ,美国 第 二 十 任 总 统 ) ,他 当 学 生 的 时 候 就 对 初等 数学 表现 出 热 
切 的 兴趣 和 良好 的 能 力 .1876 年 ,他 在 当众 议员 的 时 候 ,也 就 是 他 当 美 国 总 统 
的 前 五 年 ,他 独立 发 现 了 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 一 个 非常 漂亮 的 证 明 ,他 是 在 和 一 
些 国 会 议员 讨论 数学 时 灵机 一 动 想 出 来 的 .这 个 证 明 后 来 在 《新 英格兰 教育 杂 
志 》 上 登 出 来 了 .中 学 生 看 到 这 个 证 明 总 是 很 感 兴趣 .只 要 学 了 梯形 面积 的 公式 
以 后 马上 就 可 以 讲 ,主要 是 用 两 种 不 同 的 方法 来 计算 图 9 中 梯形 的 面积 : 先 用 
梯形 面积 的 公式 (面积 为 上 下 底 之 和 之 半 乘 以 高 ) ,然后 再 把 梯形 面积 表 为 它 分 
成 的 三 个 直角 三 角形 面积 之 和 .这 样 求 得 的 梯形 面积 的 两 个 表达 式 相等 ,所 以 


图 8 


从 毕 达 琳 拉 斯 
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有 

(a+b)(a+ 6b)/2=2((ab)/2) + cz[2 

即 al+2ab + b*=2ab+e’ 

从 而 a2+ 82= c2 b 

由 于 勾 、 股 、 弦 为 a,b,c 的 任何 直角 三 角形 总 

是 相应 地 有 所 画 的 那样 一 个 梯形 ,所 以 就 证 明 四 5 
了 毕 达 哥 拉 斯 定理 . 

毕 达 哥 拉 斯 定理 也 像 许多 别 的 著名 定理 一 
样 有 很 多 推广 ,甚至 在 欧 几 里 得 时 代 这 个 定理 就 已 经 有 一 些 推广 了 ,例如 ,《 几 
何 原本 ) 卷 [命题 31 说 :在 直角 三 角形 中 ,在 弦 上 画 出 一 个 图 形 的 面积 等 于 在 
勾 、 股 上 用 同样 方法 画 出 的 两 个 相似 图 形 面积 之 和 .这 个 推广 只 是 把 直角 三 角 
形 三 边 上 的 三 个 正方 形 换 成 了 任何 三 个 作法 相同 的 相似 图 形 . 由 《 凡 何 原本 ) 卷 
了 命题 12 和 13 可 以 得 到 一 个 更 有 价值 的 推广 .这 两 个 命题 合并 起 来 有 一 个 稍 
许 现 代 化 的 提 法 :在 一 个 三 角形 中 , 钝 角 ( 锐 角 ) 对 边 的 平方 等 于 其 余 两 边 的 平 
方 和 再 加 上 (减法 ) 其 中 一 边 与 另 一 边 在 其 上 的 投影 之 积 的 两 倍 .按照 图 10 的 
记号 ,就 是 说 


图 9 


4B2= BC2+ C42+2BC.DC 


4 B 4 B 


图 10 
正 负 号 视 公 4BC 的 人 C 是 钝 角 或 锐角 而 定 . 如 果 我 们 使 用 有 向 线段 ,就 可 以 把 
《几何 原本 》 卷 了 的 命题 12 和 13 以 及 卷 工 的 命题 47( 毕 达 哥 拉 斯 定理 ) 合 并 成 
一 个 命题 :在 人 4ABC 中 ,如 果 D 是 BC 边 上 高 线 的 垂 足 , 则 有 
482= BC2+ CA? -2BC* DC 
由 于 DC = Chcos 人 BC4 ,所 以 我 们 看 出 ,最 后 这 个 式 子 实际 上 就 是 所 谓 的 余弦 
定理 ,的 确 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 极 好 的 推广 . 

但 是 , 毕 达 哥 拉 斯 定理 最 引 人 注 目的 推广 可 能 是 亚历山大 港 的 巴 布 斯 在 其 
《数学 荟 莱 ) 卷 V 开 头 提出 的 推广 了 ( 约 在 公元 300 年 ). 巴 布 斯 对 毕 达 哥 拉 斯 定 
理 的 推广 如 下 :如 图 11 所 示 , 设 人 4BC 是 任意 三 角形 , CADE, CBFG 是 在 边 CA 
和 CB 上 向 外 画 出 的 任意 平行 四 边 形 , DE 和 FG 相交 于 已 , 作 4 氏 ,BM 跟 HC 相 
等 目 平行 ,于 是 ,平行 四 边 形 4BML 的 面积 等 于 两 个 平行 四 边 形 C4DF 与 CBFG 
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面积 之 和 . 这 点 容易 证 明 ,因为 我 位 有 CADE = CAUH = SIAR, CBFG = CBVH = 
SMBR ,所 以 CADE + CBFG = SLAR + SMBR = ABML. 还 应 指出 , 毕 达 哥 拉 斯 定理 
的 这 一 推广 有 两 个 方面 ,一 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 中 的 直角 三 角形 换 成 了 任意 三 角 
形 , 而 直角 三 角形 勾 、 股 上 的 正方 形 则 换 为 任意 平行 四 边 形 . 

学 几何 的 中 学 生 在 见 到 巴 布 斯 对 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 推广 时 几乎 没有 不 感 
兴趣 的 ,所 以 这 一 推广 的 证 明 可 以 供 学 生 作 为 很 合适 的 练习 ,更 有 才能 的 学 生 
也 许愿 意 证 明 巴 布 斯 所 作 的 下 述 进一步 的 (三 维 空间 ) 推 广 :如 图 12 所 示 , 设 
ABCD 是 任意 四 面体 , 4BD - EFG, BCD - HI1J, CAD - KLM 是 在 ABCD 的 面 
4BD, BCD ,CAD 上 向 外 画 出 的 三 个 任意 三 棱柱 , O 是 平面 EFG, HNJ, KIM 的 交 
点 ,ABC - NOP 是 三 棱柱 ,其 三 条 棱 4N, BO, CP 都 是 向 量 0D 的 平移 .于 是 ， 
ABC - NOP 的 体积 等 于 4BD - EFC, BCD - HI , CAD - KIM 的 体积 之 和 .证明 
类 似 于 前 面 对 巴 布 斯 推广 提出 的 证 明 . 
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图 11 图 12 


最 后 ,我 们 提出 毕 达 哥 拉 斯 定理 在 三 维 空间 中 一 个 类 似 的 结果 ,不 加 证 明 . 
这 个 结果 经 常 叫做 德 卦 定理 .我 们 先 提 出 一 些 定义 . 一 个 四 面体 如 果 有 一 个 三 
面 角 ,其 三 个 面 上 的 角 全 都 是 直角 , 则 称 为 三 直角 四 面体 ,该 三 面 角 称 为 四 面体 
的 直角 ,其 相对 面 称 为 四 面体 的 底 . 于 是 , 德 卦 定理 可 以 陈述 如 下 :三 直角 四 面 
体 底面 积 的 平方 等 于 其 余 三 面 的 面积 平方 之 和 . 读者 如 果 路 牙 欲 试 ,不 妨 给 以 
证 明 . 

由 于 现在 对 星际 探索 的 兴趣 日 益 增长 ,而 宇宙 中 其 他 星球 上 可 能 存在 生 
命 ,所 以 不 时 有 人 建议 ,在 地 球 上 建造 某 种 巨大 的 图 案 , 借 以 向 可 能 有 的 天 外 来 
客 表明 ,我 们 这 个 星球 上 是 存在 智慧 的 .最 可 取 的 图 案 似 乎 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 
的 一 种 巨大 的 图 示 构 形 , 可 以 建造 在 撤 哈 拉 沙 漠 上 俄国 的 西伯 利 亚 大 草原 上 
或 别 的 广阔 地 区 .任何 有 智慧 的 生物 对 于 欧 氏 几何 中 这 个 杰出 的 定理 必定 是 一 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


24 


From Pythagoras To Wiles 


且 了 然 的 ,而 且 似乎 很 难 想 出 一 个 更 好 的 、 形 象 化 的 图 案 来 达到 这 个 目的 了 . 

1971 年 ,尼加拉瓜 发 行 了 一 组 邮票 ,对 世界 “十 大 数学 公式 "表示 敬仰 . 每 
张 邮 票 印 有 一 个 特殊 的 公式 , 附 上 一 幅 适 当 的 插图 ,邮票 的 背面 印 有 用 西班牙 
文字 的 有 关 这 一 公式 重要 性 的 简要 说 明 ; 这 套 邮 票 中 有 一 张 就 是 纪念 毕 达 哥 拉 
斯 公式 a?+ 刀 = c 的 .科学 家 和 数学 家 见 到 这 些 公式 如 此 受 人 景仰 ,一 定 是 喜 
笑颜 开 的 ,因为 这 些 公式 对 于 人 类 发 展 的 贡献 肯定 大 大 超过 了 邮票 上 经 常 出 现 
的 许多 帝王 将 相 的 贡献 . 


在 古 希腊 的 米利 都 学 派 和 赫 拉 克利 特 认识 论 有 一 个 共同 的 特点 是 不 脱离 
认识 对 象 的 感性 特质 ,虽然 包含 着 越 来 越 强 的 理性 主义 因素 ,最 终 却 仍然 立足 
于 对 客观 世界 感性 直观 的 把 握 之 上 . 可 以 说 ,他 们 的 哲学 标志 着 经 验 主 义 倾向 
的 最 早出 现 和 向 理性 主义 的 转化 ,但 毕 达 哥 拉 斯 学 派 却 走向 了 另外 一 条 完全 不 
同 的 道路 .“…… 他 们 不 从 感觉 对 象 中 引导 出 始 基 …… 他 们 所 提出 的 始 基 和 原 
因 , 是 用 来 引导 他 们 达到 一 种 更 高 级 的 实在 的 , "通俗 地 讲 , 毕 达 哥 拉 斯 对 现实 
生活 中 的 MM 并 不 感 兴趣 ,而 是 热衷 于 网 恋 .“ 从 哲学 的 角度 讲 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
开 了 这 样 一 个 先例 :不 是 从 感性 经 验 * 上 升 "到 理性 的 概括 ,而 是 直接 从 某 种 理 
性 的 抽象 原则 “下 降 " 到 经 验 世界 的 万 事 万 物 。 虽 然 在 他 这 种 早期 哲学 的 朴素 
性 中 也 包含 着 感性 经 验 的 因素 ,但 就 整个 倾向 来 说 ,他 在 认识 论 上 是 第 一 个 理 
性 主义 . ( 陈 修 帝 主编 《欧洲 哲学 史上 的 经 验 主义 和 理性 主义 》 北 京 :人 民 出 
版 社 ,1986 年 .P34-35) 

毕 达 哥 拉 斯 相信 "万物 皆 数 ". 世 上 的 众 物 ,不管 它 是 金字 塔 的 建筑 ,自然 界 
中 的 事物 ,音乐 的 和 谐 ,或 其 他 什么 东西 ,都 表达 了 一 系列 的 数量 关系 ,并 能 用 
这 些 关系 来 描述 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 悲剧 在 于 他 们 最 伟大 、 最 知名 的 发 现 正 是 
那 消解 这 种 观点 的 东西 , 即 著名 的 关于 直角 三 角形 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,这 立即 
导致 了 不 可 度量 性 的 发 现 . 

由 毕 达 哥 拉 斯 定理 知 /2 是 一 个 单位 正方 形 的 对 角 线 长 ,但 /2 却 是 一 个 无 理 
数 , 它 不 可 度量 ,不 可 像 有 理 数 那样 表 为 两 个 整数 之 比 , 一 个 进一步 的 结论 将 是 
在 世界 上 至 少 有 一 个 东西 不 是 数量 关系 的 表达 .而 这 与 “万 物 皆 数 "是 矛盾 的 ， 
当然 其 他 例子 随 之 源源 不 断 地 产生 出 来 ,如 r, 所 以 对 古 希腊 人 来 讲 ,这 恰好 说 
明了 ,几何 学 而 不 是 代数 学 是 确定 知识 的 最 可 靠 的 源泉 .这 也 是 欧 几 里 得 的 《 几 
何 原本 》 备 受 青睐 的 原因 之 一 . 

这 样 看 来 , 欲 表明 万 物 都 可 还 原 为 代数 关系 的 毕 达 哥 拉 斯 之 梦 是 完结 了 ， 
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在 美国 独立 学 者 和 科学 史 专家 马克 ' 彭 德 格拉 斯 特 所 著 的 《镜子 的 历史 》 
中 ,对 毕 达 哥 拉 斯 的 描述 是 :他 将 镜子 向 月 亮 举 起 ,然后 就 能 解读 镜子 里 的 未 
来 .对 于 毕 达 哥 拉 斯 来 说 ,数字 就 是 宇宙 的 灵魂 .抽象 的 数学 .音乐 和 天 文学 是 
神圣 的 .也 许 在 他 的 魔法 镜子 中 ,他 看 到 了 一 个 有 秩序 的 宇宙 . 他 认为 ,世界 在 
这 个 宇宙 中 的 进步 是 靠 对 立 物 之 间 的 应 对 来 实现 的 .(《 镜 子 的 历史 》. 北 京 : 中 
信 出 版 社 .2005 年 . P12) 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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费 马 一 一 孤独 的 法 官 


第 1 出 身 丙 读 的 先 马 


皮 埃 尔 * 费 马 (Pierre de Fermat,1601 一 1665),1601 年 8 月 17 
日 生 于 法 国 南 部 图 上 户 兹 (Towlouse) 附 近 的 博 蒙 - 德 :罗马 涅 (Beau- 
mont de Lomagen) 镇 ,同年 8 月 20 日 接受 洗礼 . 费 马 的 双亲 可 用 大 
富 大 侦 来 形容 ,他 的 父亲 多 米 尼克 费 马 ( Domiaique Fermat) 是 一 位 
富有 的 皮革 商 , 在 当地 开 了 一 家 大 皮革 商店 ,拥有 相当 丰厚 的 产 
业 , 这 使 得 费 马 从 小 生活 在 富裕 舒适 的 环境 中 ,并 幸运 地 享有 进入 
格 兰 塞 尔 夫 (Crandselve) 的 圣 方 济 各 会 修道 院 受 教育 的 特权 . 老 间 
马 由 于 家 财 万 贯 和 经 营 有 道 ,在 当地 颇 受 人 们 尊敬 ,所 以 在 当地 任 
第 二 领事 官职 , 费 马 的 母亲 名 叫 克拉 莱 - 德 * 罗 格 ,出 身 穿 袍 贵族 . 
父亲 多 米 尼克 的 大 富 与 母亲 罗 格 的 大 贵 ,构筑 了 费 马 富贵 的 身价 . 
| 费 马 的 婚姻 又 使 费 马 自 己 也 一 跃 而 跻身 于 穿 袍 贵族 的 行列 . 
| 费 马 娶 了 他 的 田 表 妹 伊 丝 德 * 罗 格 .原本 就 为 母亲 的 贵族 血统 而 
感到 骄傲 的 费 马 ,如 今 干脆 在 自己 的 姓名 前 面 加 上 了 贵族 姓氏 的 
标志 “de”. 今 天 ,作为 法 国 古老 贵族 家 族 的 后 裔 ,他 们 依然 很 容易 
”被 辨认 出 来 ,因为 名 字 中 间 有 着 一 个 “ 德 " 字 . 一 听 到 这 个 字 , 今 天 
的 法 国人 都 会 肃然 起 敬 , 脑 海中 浮现 出 “城堡 靡 放 、 清 晨 中 的 狩 
猫 、 盛 大 的 舞会 和 路 易 时 代 的 扶手 椅 ……”. 


| 
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费 马 (1601 一 1665) 


从 费 马 所 受 的 教育 与 日 后 的 成 就 看 , 费 马 具有 一 个 贵族 绅士 所 必 备 的 一 
切 . 费 马 虽 然 上 学 很 晚 , 直 到 14 岁 才 进入 博 蒙 , 德 罗马 涅 公 学 .但 在 上 学 前 , 费 


| 马 就 受到 了 非常 好 的 启蒙 教育 ,这 都 要 归功 于 费 马 的 权 坡 皮 埃 尔 . 据 考 克 斯 
和 〈C-M.Cox) 研 究 (( 三 百 位 天 才 的 早期 心理 特征 》) ,获得 杰出 成 就 的 天 才 , 通 常 


有 超 平一 般 少 年 的 天 赋 , 并 且 在 早期 的 环境 中 具有 优越 的 条 件 . 显 然 ,少年 天 才 
的 祖先 在 生理 上 和 社会 条 件 上 为 他 们 后 代 的 非凡 进步 做 出 了 一 定 的 贡献 .在 这 
里 卢梭 所 极力 倡导 的 “人 人 生来 平等 "的 信条 是 完全 不 起 作用 的 ,因为 根本 不 可 
能 所 有 的 人 都 站 在 同一 个 起 跑 线 上 ,而 且 许多 人 的 起 跑 线 远 远 超过 了 绝 大 多 数 
人 几 代 人 才 跑 到 的 终点 线 .贝尔 曾 评价 费 马 说 ,他 对 主要 的 欧洲 语言 和 欧洲 大 
陆 的 文学 ,有 着 广博 而 精湛 的 知识 .希腊 和 拉丁 的 哲学 有 几 个 重要 的 订正 得 益 
于 他 .用 拉丁 文 ,法 文 ,西班牙 文 写 诗 是 他 那个 时 代 绅士 们 的 素养 之 一 ,他 在 这 
方面 也 表现 出 了 熟练 的 技巧 和 卓越 的 鉴赏 力 . 

费 马 有 三 女 二 男 5 个 子女 ,除了 大 女儿 克拉 莱 出 嫁 之 外 ,其 余 四 个 子女 继 
承 了 费 马 高 贵 的 出 身 ,使 费 马 感到 体面 .两 个 女儿 当 了 修女 ,次 女 当 上 了 菲 玛 雷 
斯 的 副 主教 ,尤其 是 长 子 克 莱 总 ' 萨 摩尔 ,继承 了 费 马 的 公职 ,在 1665 年 也 当 上 
了 律师 ,使 得 费 马 那个 大 家 族 得 以 继续 显赫 . 


连 于 家 庭 的 压力 , 费 马 走 上 了 文职 官员 的 生涯 .1631 年 5 月 14 日 在 法 国 图 
户 兹 就 职 , 任 亚 见 接待 官 ,这 个 官职 主要 负责 请 愿 者 的 接待 工作 .如 果 本 地 人 有 
任何 事情 要 呈请 国王 ,他 们 必须 首先 使 费 马 或 他 的 一 个 助手 相信 他 们 的 请 求 是 
重要 的 .另外 费 马 的 职责 还 包括 建立 图 卢 兹 与 巴黎 之 间 的 重要 联系 ,一 方面 是 
与 国王 进行 联络 , 另 一 方面 还 必须 保证 发 自首 都 的 国王 命令 能 够 在 本 地 区 有 效 
地 贯彻 . 

但 据 记载 , 费 马 根本 没有 应 付 官场 的 能 力 , 也 没有 什么 领导 才能 .那么 他 是 
如 何 走 上 这 个 岗位 的 呢 ? 原来 这 个 官 是 买 来 的 . 

费 马 中 学 毕业 后 ,先后 在 奥尔良 大 学 和 图 卢 兹 大 学 学 习 法 律 , 费 马 生活 的 
时 代 , 法 国 男子 最 讲究 的 职业 就 是 律师 . 

有 趣 的 是 ,法 国 当时 为 那些 家 财 万 贯 但 缺少 资历 的 “ 准 律师 "尽快 成 为 律师 
创造 了 很 好 的 条 件 .1523 年 , 佛 朗 期 瓦 一 世 组 织 成 立 了 一 个 专门 卖 官 寒 恬 的 机 
关 , 名 叫 "burean des parries casuelles” ,公开 出 售 官职 .由 于 社会 对 此 有 和 需求 ,所 以 
这 种 “买卖 ”一 经 产生 ,就 异常 火暴 .因为 卖 官 蹇 履 , 买 者 从 中 可 以 获得 官位 从 而 
提高 社会 地 位 , 卖 者 可 以 获得 钱财 使 政府 财政 得 以 好 转 ,因此 到 了 17 世纪 , 除 
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了 宫廷 官 和 军官 以 外 的 任何 官职 都 可 以 有 价 出 售 . 直 到 近代 ,法 院 的 书记 官 、 公 
证 人 、 传 达 人 等 职务 , 仍 没有 完全 摆脱 买卖 性 质 .法 国 的 这 种 买 官制 度 , 使 许多 
中 产 阶级 从 中 受益 , 费 马 也 不 例外 . 费 马 还 没 大 学 毕业 ,家 里 便 在 博 蒙 德 .罗马 

” 涅 买好 了 “律师 ”和 “参议 员 " 的 职位 ,等 到 费 马 大 学 毕业 返回 家 乡 以 后 ,他 便 很 
容易 地 当 上 了 图 卢 效 议院 顾问 的 官职 .从 时 间 上 ,我 们 便 可 体会 到 金钱 的 作用 . 
费 马 是 在 1631 年 5 月 1 日 获得 奥尔良 (Orleans) 大 学 民法 学 士 学 位 的 ,13 天 后 
即 5 月 14 日 就 已 经 升任 图 卢 兹 议会 晋见 接待 员 了 . 

尽管 费 马 在 任期 间 没有 什么 政绩 ,但 他 却 一 直 官 运 享 通 . 费 马 自 从 步 人 社 
会 直到 去 世 都 没有 失去 官职 ,而 且 逐 年 得 到 提升 ,在 图 卢 效 议会 任职 3 年 后 , 费 
马 升任 为 调查 参议 员 ( 这 个 官职 有 权 对 行政 当局 进行 调查 和 提出 质疑 ) . 

1642 年 , 费 马 又 遇 到 一 位 贵人 ,他 叫 勃 里 斯 亚 斯 ,是 当时 最 高 法 院 顾问 ,他 
非常 欣赏 费 马 ,推荐 他 进入 了 最 高 刑事 法 庭 和 法 国 大 理 院 主要 法 庭 ,这 又 为 费 
马 进 一 步 升 迁 铺 平 了 道路 .1646 年 , 费 马 被 提升 为 议会 首席 发 言 人 ,以 后 还 担 
任 过 天 主教 联盟 的 主席 等 职 . 

有 人 把 费 马 的 升迁 说 成 是 并 非 费 马 有 雄心 大 志 , 而 是 由 于 费 马 身体 健康 . 
因为 当时 上 鼠疫 正在 欧洲 蔓延 ,幸存 者 被 提升 去 填补 那些 死亡 者 的 空缺 .其 实 , 费 
马 在 1652 年 也 染 上 了 致命 的 鼠疫 ,但 却 奇迹 般 地 康复 了 .当时 他 病 得 很 重 ,以 
至 他 的 朋友 伯 纳 德 ' 梅 登 ( Bemard Medon) 已 经 对 外 宣布 了 他 的 死亡 .所 以 当 费 
马 脱离 死亡 威胁 后 , 梅 登 马上 开始 辟谣 ,他 在 给 荷兰 人 尼古拉斯 : 海 因 修 斯 
(Nicholas Heinsius) 的 报告 中 说 : 


“我 前 些 时 候 曾 通知 过 您 费 马 逝世 .他 仍然 活着 ,我 们 不 再 担心 他 
的 健康 ,尽管 不 久 前 我 们 已 将 他 计 入 死亡 者 之 中 .瘟疫 已 不 在 我 们 中 间 
肆虐 .” 


但 这 次 染 上 瘟疫 给 费 马 一 贯 健康 的 身体 带 来 了 损害 .1665 年 元 旦 一 过 , 费 


马 开始 感到 身体 不 适 ,于 1 月 10 日 辞去 官职 ,3 天 以 后 汪 然 长 逝 .由 于 官职 的 缘 
故 , 费 马 先 被 安 藻 在 卡 斯 特 雷 (Custres) 公 墓 ,后 来 改 其 在 图 卢 兹 的 家 族 幕 地 中 . 


3. 湾 治 数 运 的 偶 马 


数学 史家 贝尔 曾 这 样 评价 费 马 的 一 生 :“ 这 个 度 过 平静 一 生 的 ,诚实 .和气 、 
谨慎 \ 正 直 的 人 ,有 着 数学 史上 最 美好 的 故事 之 一 .” 
很 难 想象 一 个 律师 一 位 法 官能 不 沉 记 于 灯红酒绿 纸醉金迷, 而 能 自 甘 寂 
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寞 、 青 灯 黄 卷 , 从 根本 上 说 这 种 生活 方式 的 选择 源 于 他 淡泊 的 天 性 .在 1646 年 ， 
费 马 升任 为 议会 首席 发 言 人 ,后 又 升任 为 天 主教 联盟 的 主席 等 职 ,但 他 从 没有 
利用 职权 向 人 们 勒 案 ,也 从 不 受贿 ,为 人 敦厚 、 公 开 廉 明 . 

另 一 个 原因 是 政治 方面 的 ,俗话 说 高 处 不 胜 寒 ,政治 风波 时 刻 伴随 着 他 .在 
他 被 派 到 图 卢 兹 议会 时 , 恰 是 红 衣 天 主教 里 奇 利 恩 (Richelien) 刚 刚 晋 升 为 法 国 
首相 3 年 之 后 . 那 是 一 个 充满 阴谋 和 诡计 的 时 代 , 每 个 涉及 国家 管理 的 人 ,哪怕 
是 在 地 方 政府 中 ,都 不 得 不 小 心 翼 翼 以 防 被 卷 人 红 衣 主教 的 阴谋 诡计 中 . 费 马 
用 研究 数学 来 逃避 议会 中 混乱 的 争吵 ,这 种 明哲 保 身 的 做 法 ,无 意 中 造就 了 这 
位 “业余 数学 家 之 王 ”. 

按 费 马 当时 的 官职 ,他 的 权力 是 很 大 的 .从 英国 数学 家 凯 内 尔 姆 * 迪 格 比 而 
士 (Sir Kenelm Digby) 给 另 一 位 数学 家 约翰 * 沃 利 斯 (John Wallis) 的 信 中 我 们 了 解 
到 一 些 当 时 的 情况 : 


他 ( 费 马 ) 是 围 卢 兹 议会 最 高 法 庭 的 大 法 官 ,从 那天 以 后 ,他 就 忙于 
非常 繁重 的 死刑 案件 .其 中 最 后 一 次 判决 引起 很 大 的 骚动 , 它 涉及 一 名 
混用 职权 的 教士 被 判 以 火 刑 .这 个 案子 刚 判 决 ,随后 就 执行 了 . 


由 此 可 见 , 费 马 的 工作 是 很 辛苦 的 ,所 以 很 多 人 在 考虑 到 费 马 的 公职 的 艰 
难 费力 的 性 质 和 他 完成 的 大 量 第 一 流 数学 工作 时 ,对 于 他 怎么 能 找 出 时 间 来 做 
这 一 切 感到 迷惑 不 解 .一 位 法 国 评论 家 提出 了 一 个 可 能 的 答案 : 费 马 担任 议 员 
的 工作 对 他 的 智力 活动 有 益 无 害 .议院 评议 员 与 其 他 的 一 一 例如 在 军队 中 的 公 
职 人 员 不 同 ,对 他 们 的 要 求 是 避 开 他 们 的 同乡 , 避 开 不 必要 的 社交 活动 ,以 免 他 
们 在 履行 职责 时 因 受贿 或 其 他 原因 而 腐化 堕落 .由 于 孤立 于 图 卢 效 高 层 社交 田 
之 外 , 费 马 才 得 以 专心 于 他 的 业余 爱好 . 

幸好 , 费 马 所 献身 的 所 谓 * 业 余 事业 "是 不 朽 的 , 费 马 熔铸 在 数论 之 中 ,这 是 
织 人 人 类 文明 之 锦 的 一 条 粗 韧 的 纤维 , 它 永远 不 会 折断 . 


4. 复 兴 十 典 的 费 马 


日 本 数学 会 出 版 的 《 岩 波 数学 辞典 ?中 对 费 马 是 这 样 评价 的 ;“ 他 与 笛 卡 尔 
不 同 ,与 其 说 他 批判 希腊 数学 , 倒 不 如 说 他 以 复兴 为 主要 目的 ,因此 他 的 学 风 古 
典 色彩 浓厚 .” 

早 在 1629 年 , 费 马 便 开始 着 手 重 写 公元 前 3 世纪 古 希 腊 几 何 学 家 阿波 罗 
尼斯 (Apollonius, 约 公元 前 260 一 公元 前 170) 所 著 的 当时 已 经 失传 的 《平面 轨 
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迹 》(《On Plane Loni》) ,他 利用 代数 方法 对 阿波 罗 尼 斯 关于 轨迹 的 一 些 失传 的 证 
明 作 了 补充 ,对 古 希 腊 几何 学 ,尤其 是 对 阿波 罗 尼 斯 贺 锥 曲线 论 进行 了 总 结 和 
整理 ,对 曲线 作 了 一 般 研 究 ,并 于 1630 年 用 拉丁 文 撰写 了 仅 有 8 页 的 论文 “ 平 
面 与 立体 轨迹 引 论 ”( Introduction anx Lieux Planes es Selides, 这 里 的 “立体 轨迹 ” 
指 不 能 用 尺 规 作 出 的 曲线 ,和 现代 的 用 法 不 同 ) ,这 篇 论文 直到 他 死 后 1679 年 
才 发 表 . 

早 在 古 希腊 时 期 , 阿 基 米 德 (Archimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) 为 求 出 
一 条 曲线 所 包 任意 图 形 的 面积 , 曾 借助 于 穷竭 法 .由 于 穷竭 法 繁琐 笨拙 ,后 来 渐 
渐 被 人 遗忘 .到 了 16 世纪 ,由 于 开 普 勒 (Johannes kepler,1571 一 1630) 在 探索 行 
星 运动 规律 时 , 遇 到 了 如 何 研究 椭圆 面积 和 椭圆 弧 长 的 问题 .于 是 , 费 马 又 从 阿 
基 米 德 的 方法 出 发 重新 建立 了 求 切线 , 求 极 大 值 和 极 小 值 以 及 定 积分 的 方法 

费 马 与 笛 卡 尔 (Ren&du perron Descartes) 被 公认 为 解析 几何 的 两 位 创始 人 ， 
但 他 们 研究 解析 几何 的 方法 却 是 大 相 径 庭 的 ,表达 形式 也 过 然 不 同 ; 费 马 主要 
是 继承 了 古 希 腊 人 的 思想 ,尽管 他 的 工作 比较 全 面 系统 ,正确 地 叙述 了 解析 几 
何 的 基本 原理 ,但 他 的 研究 主要 是 完善 了 阿波 罗 尼 斯 的 工作 ,因此 古典 色彩 很 
浓 ,而 笛 卡 尔 则 是 从 批判 古 希腊 的 传统 出 发 ,断然 同 这 种 传统 决裂 , 走 的 是 革新 
古代 方法 的 道路 ,所 以 从 历史 发 展 来 看 ,后 者 更 具有 突破 性 . 

费 马 研究 曲线 的 切线 的 出 发 点 也 与 古 希 腊 有 关 , 古 希腊 人 对 光学 很 有 研 
究 , 费 马 继承 了 这 个 传统 .他 特别 喜欢 设计 透镜 ,而 这 促使 费 马 探求 曲线 的 切 
线 , 他 在 1629 年 就 找到 了 求 切线 的 一 种 方法 ,但 迟 后 8 年 才 发 表 在 1637 年 的 手 
稿 ( 求 最 大 值 与 最 小 值 的 方法 ) 中 . 

另 一 表现 费 马 古典 学 风 之 处 在 于 费 马 的 光学 研究 . 费 马 在 光学 中 突出 的 贡 
献 是 提出 最 小 作用 原理 ,这 个 原理 的 提出 源远流长 . 早 在 古 希 腊 时 期 , 欧 几 里 得 
就 提出 了 今天 人 们 所 熟知 的 光 的 直线 传播 和 反射 定律 .后 来 海伦 统一 了 这 两 条 
定律 ,揭示 了 这 两 条 定律 的 理论 实质 一 一 光线 行进 总 是 取 最 短 的 路 径 . 经 过 若 
干 年 后 ,这 个 定律 逐渐 被 扩展 成 自然 法 则 ,并 进而 成 为 一 种 哲学 观念 .人 们 最 终 
得 出 了 这 样 更 一 般 的 结论 :“ 大 自然 总 是 以 最 短 捷 的 可 能 途径 行动 ”. 这 种 观念 
影响 着 费 马 ,但 费 马 的 高 明之 处 则 在 于 变 这 种 哲学 的 观念 为 科学 理论 . 

对 于 自然 现象 , 费 马 提出 了 “最 小 作用 原理 ”. 这 个 原理 认为 ,大 自然 各 种 现 
象 的 发 生 ,都 只 消耗 最 低 限度 的 能 量 . 费 马 最 早 利用 他 的 最 小 作用 原理 说 明 蜂 
房 构造 的 形式 ,在 节省 蜂蜡 的 消耗 方面 比 其 他 任何 形式 更 为 合理 . 费 马 还 把 他 
的 原理 应 用 于 光学 ,做 得 既 漂亮 又 令 人 惊奇 .根据 这 个 原理 ,如 果 一 束 光 线 从 一 
个 点 4 射 向 另 一 个 点 8, 途 中 经 过 各 种 各 样 的 反射 和 折射 ,那么 经 过 的 路 
程 一 一 所 有 由 于 折射 的 扭转 和 转向 ,由 于 反射 的 难于 提 摸 的 向 前 和 退 后 可 以 由 
从 4 到 8B 所 需 的 时 间 为 极 值 这 个 单一 的 要 求 计算 出 来 .由 这 个 原理 , 费 马 推出 
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了 今天 人 们 所 熟知 的 折射 和 反射 的 规律 :人 射 角 (在 反射 中 ) 等 于 反射 角 ; 从 一 
个 介质 到 另 一 个 介质 的 人 射 角 ( 在 折射 中 ) 的 正弦 是 反射 角 的 正弦 的 常数 倍 , 折 
射 定律 其 实 都 是 1637 年 费 马 在 笛 卡 尔 的 一 部 叫 (折光 》(《Ia Dioptriqre》) 的 著作 
中 看 到 的 .开始 他 对 这 个 定律 及 其 证 明 方法 都 持 怀疑 和 反对 态度 ,并 因此 引起 
了 两 人 之 间 长 达 十 年 之 久 的 争论 ,但 后 来 在 1661 年 他 从 他 的 最 小 作用 原理 中 
导出 了 光 的 折射 定律 时 ,他 不 但 解除 了 对 笛 卡 尔 的 折射 定律 的 怀疑 ,而 且 更 加 
确信 自己 的 原理 的 正确 性 .可 以 说 费 马 发 现 的 这 个 最 小 作用 原理 及 其 与 光 的 折 
射 现象 的 关系 ,是 走向 光学 统一 理论 的 最 早 一 步 . 

最 能 体现 费 马 “ 言 必 称 希腊 "这 一 “复古 ”倾向 的 是 一 本 历尽 磨难 保存 下 来 
的 古 希 腊 著 作 《算术 》(《Arithmetica》) .17 世纪 初 ,欧洲 流传 着 3 世纪 古 希腊 数学 
家 丢 番 图 (Diophantus) 所 写 的 《算术 ) 一 书 . 丢 番 图 是 古 希 腊 数 学 传统 的 最 后 一 
位 卫士 .他 在 亚历山大 的 生涯 是 在 收集 易于 理解 的 问题 以 及 创造 新 的 问题 中 度 
过 的 ,他 将 它们 全 部 汇集 成 名 为 《算术 》 的 重要 论著 . 当时 《算术 》 共 有 13 卷 之 
多 ,但 只 有 6 卷 远 过 了 欧洲 中 世纪 黑暗 时 代 的 骚乱 幸存 下 来 ,继续 激励 着 文艺 
复兴 时 期 的 数学 家 们 .1621 年 费 马 在 巴黎 买 到 了 经 巴 软 (M. Bachet) 校 订 的 丢 严 
图 《算术 》 一 书法 文 译本 ,他 在 这 部 书 的 第 二 卷 第 八 命题 一 一 “将 一 个 平方 数 分 
为 两 个 平方 数 "的 旁边 写 道 , 相反, 要 将 一 个 立方 数 分 为 两 个 立方 数 , 一 个 四 次 
寡 分 为 两 个 四 次 宕 ,一 般 地 将 一 个 高 于 二 次 的 赛 分 为 两 个 同 次 的 震 , 都 是 不 可 
能 的 .对 此 ,我 确信 已 发 现 了 一 种 美妙 的 证 法 ,可 惜 这 里 空白 的 地 方太 小 写 不 
下 ." 这 便 是 数学 史上 著名 的 费 马 大 定理 . 


我 国 著名 思想 家 孔子 是 “ 述 而 不 作 ”, 而 费 马 却 是 “ 议 而 不 作 ”. 并 且 费 马 还 
有 一 个 与 毛泽东 相同 的 读书 习惯 “不 动笔 墨 不 读书 ”. 他 读书 时 爱 在 书 上 勾 义 画 
画 ,图 点 批注 ,抒发 见解 与 议论 .他 研究 数学 的 笔记 常常 是 散乱 地 堆 在 一 旁 不 加 
整理 ,最 后 往往 连 书写 的 确切 年 月 也 无 可 稽 考 .他 曾 多 次 阻止 别人 把 他 的 结果 
付 印 . 

至 于 费 马 为 什么 会 养 成 这 种 “ 议 而 不 作 " 的 习惯 ,有 多 种 原因 . 据 法 国 著名 
数学 家 韦 尔 (André Weil) 的 分 析 , 是 由 于 17 世纪 的 数论 学 家 缺少 竞争 所 致 ,他 
说 : 


“那个 时 代 的 数学 家 ,特别 是 数论 学 家 是 很 舒服 的 ,因为 他 们 面临 
的 竞争 是 如 此 之 少 .但 对 微 积分 而 言 ,即使 在 费 马 的 时 代 , 情 形 就 有 所 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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不 同 ,因为 今天 使 我 们 许多 人 受到 困扰 的 东西 (如 优先 权 问 题 ) 也 困扰 
过 当时 的 数学 家 .然而 ,有 趣 的 是 费 马 在 整个 17 世纪 期 间 , 在 教 论 方面 
可 以 说 一 直 是 十 分 孤独 的 .值得 注意 的 是 在 这 样 一 段 较 长 的 时 间 中 , 事 
物 发 展 是 如 此 缓慢 ,而 且 这 样 从 容 不 迫 ,人们 有 充足 的 时 间 去 考虑 大 问 
题 而 不 必 担 心 他 的 同伴 可 能 捷足先登 .在 那 时 候 , 人 们 可 以 在 极其 平和 
宁静 的 气氛 中 研究 数论 ,而 且说 实在 的 ,也 太 宁 静 了 . 欧 拉 和 沉 马 都 抱 
她 过 他 们 在 这 领域 中 太 孤 单 了 .特别 是 费 马 ,有 段 时 间 他 试图 吸引 帕 斯 
卡 (Blaise Pascal) 对 数论 产生 兴趣 并 一 起 合作 .但 帕斯卡 不 是 搞 数论 的 
材料 ,当时 身体 又 太 差 ,后 来 他 对 宗教 的 兴趣 超过 了 数学 ,所 以 费 马 没 
有 把 他 的 东西 好 好 写 出 来 ,从 而 只 好 留 给 了 欧 拉 这 样 的 人 来 破译 ,所 以 
人 们 说 欧 拉 刚 开始 数论 研究 时 ,除了 费 马 的 那些 神秘 的 命题 外 ,什么 东 
西 也 没有 .” 


对 费 马 “ 议 而 不 作 " 的 原因 的 另 一 种 分 析 是 费 马 有 一 种 恶作剧 的 癖好 ,本 来 
从 16 世纪 沿袭 下 来 的 传统 就 是 :巴黎 的 数学 家 守 口 如 瓶 ,当时 精通 各 种 计算 的 
专家 柯 思 特 ( Cossists) 就 是 如 此 .这 个 时 代 的 所 有 专业 解 题 者 都 创造 他 们 自己 的 
聪明 方法 进行 计算 ,并 尽 可 能 地 为 自己 的 方法 保密 ,以 保持 自己 作为 有 能 力 解 
决 某 个 特殊 问题 的 独一无二 的 声誉 .用 今天 的 话说 就 是 严守 商业 秘密 ,加 大 其 
他 竞争 对 手 进 入 该 领域 的 进入 成 本 ,以 保持 自己 在 此 领域 的 歼 断 地 位 ,这 种 习 
惯 一 直 保持 到 19 世纪 . 

当时 有 一 个 人 在 顽强 地 同 这 种 恶习 作 斗 争 ,这 就 是 梅森 神父 .他 所 起 到 的 
作用 类 似 于 今天 数学 刊物 的 作用 ,他 热情 地 鼓励 数学 家 毫 无 保留 地 交流 他 们 的 
思想 ,以便 互相 促进 各 自 的 工作 .梅森 定期 安排 会 议 ,这 个 组 织 后 来 发 展 为 法 兰 
西学 院 .当时 有 人 为 了 保护 自己 发 现 的 结果 ,不 让 他 人 知道 而 拒绝 参加 会 议 .这 
时 ,梅森 则 会 采取 一 种 特殊 的 方式 , 那 就 是 通过 他 们 与 自己 的 通信 中 发 现 这 些 
秘密 ,然后 在 小 组 中 公布 .这 种 作法 ,应 该 说 是 不 符合 职业 道德 的 ,但 是 梅森 总 
以 交流 信息 对 数学 家 和 人 类 有 好 处 为 理由 为 自己 来 辩解 .在 梅森 去 世 的 时 候 ， 
人 们 在 他 的 房间 发 现 了 78 位 不 同 的 通信 者 写 来 的 信件 . 

当时 ,梅森 是 唯一 与 费 马 有 定期 接触 的 数学 家 .梅森 当年 喜欢 游历 ,到 法 国 
及 世界 各 地 ,出 发 前 总 要 与 费 马 会 见 ,后 来 游历 停止 后 , 便 用 书信 保持 着 联系 ， 
有 人 评价 说 梅森 对 费 马 的 影响 仅 次 于 那 本 伴随 费 马 终生 的 古 希 腊 数 学 著作 (《 算 
术 》. 费 马 这 种 恶作剧 的 将 好 在 与 梅森 的 通信 中 暴露 无 遗 . 他 只 是 在 信 中 告诉 别 
人 “我 证 明了 这 ,我 证 明了 那 ", 却 从 不 提供 相应 的 证 明 ,这 对 其 他 人 来 讲 , 既 是 
一 种 挑逗 ,也 是 一 种 挑战 ,因为 发 现 证 明 似乎 是 与 之 通信 的 人 该 做 的 事情 ,他 的 
这 种 作法 激 起 了 其 他 人 的 恼怒 . 笛 卡 尔 称 费 马 为 “吹牛 者 ”, 英 国 数学 家 约翰 - 沃 


帕斯卡 
(1623 一 1662) 


梅森 (Marins 
Mersenne， 
1588 一 1648 ), 法 
国 科学 家 . 生 于 
冉 因 省 (Maine) 
奥 泽 (0iz), 计 
于 巴黎 . 


33 Hp=c(oe3) 


利 斯 则 把 他 叫做 “那个 该 诅咒 的 法 国 佬 ”. 而 这 些 因 隐 瞒 证 明 给 同行 带 来 的 烦恼 
给 费 马 带 来 了 莫大 的 满足 . 

这 种 “ 议 而 不 作 ” 与 费 马 的 性 格 也 有 关 . 费 马 生性 内 向 , 谦 抑 好 静 , 不 善 推销 
自己 ,也 不 善 展示 自我 ,所 以 尽管 梅森 神父 一 再 鼓励 , 费 马 仍 固执 地 拒绝 公布 他 
的 证 明 .因为 公开 发 表 和 被 人 们 承认 对 他 来 说 没有 任何 意义 ,他 因 自己 能 够 创 
造 新 的 未 被 他 人 触及 的 定理 所 带 来 的 那 种 愉悦 而 感到 满足 . 

另外 一 个 更 为 实在 的 动机 是 ,拒绝 发 表 可 以 使 他 无 需 花 费时 间 去 全 面 地 完 
善 他 的 方法 ,从 而 争取 时 间 去 转向 征服 下 一 个 问题 .此 外 ,从 费 马 的 性 格 分 析 ， 
他 也 应 该 采取 这 种 方式 ,因为 他 频频 抛 出 新 结果 不 可 避免 会 招来 嫉妒 ,而 嫉妒 
的 合法 发 泄 渠道 就 是 挑剔 ,证 明 是 否 严密 完美 是 永远 值得 挑剔 的 .特别 是 那些 
刚刚 知道 一 点 皮毛 的 人 ,所 以 为 了 避免 被 来 自 吹 毛 求 疫 者 的 一 些 细微 的 质疑 所 
分 心 , 费 马 宁愿 放弃 成 名 的 机 会 , 当 一 个 绒 默 的 天 才 . 以 致 当 帕 斯 卡 催促 费 马 发 
表 他 的 研究 成 果 时 ,这 个 通 世 者 回答 说 :“ 不 管 我 的 哪个 工作 被 确认 值得 发 表 ， 
我 不 想 其 中 出 现 我 的 名 字 .” 

费 马 的 “ 议 而 不 作 " 带 来 的 副作用 是 他 当时 的 成 就 无 缘 扬 名 于 世 , 并 且 使 他 
暮年 脱离 了 研究 的 主流 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


欧 拉 一 一 多 产 的 数学 家 


对 费 马 大 定理 的 证 明 过 程 是 先 从 具体 的 路 线 出 发 的 ,人 们 
迈 出 的 第 一 步 就 是 n =3 时 的 证 明 , 而 绝 无 人 像 费 马 宣称 的 那样 ， 
一 上 来 就 试图 全 部 解决 .这 种 想法 是 很 自然 的 , 它 符合 数论 中 具体 
先 于 抽象 的 特点 ,正如 线性 规划 创始 人 丹 齐 克之 父老 丹 齐 克 在 其 
名 著 《 数 ,科学 的 语言 ) 中 所 指出 : 


1 


在 宗教 神秘 中 诞生 ,经 过 迁 回 曲折 的 猜 哑 证 时 期 , 整 
数 的 理论 最 后 获得 了 一 种 科学 的 地 位 ， 


虽然 在 那些 把 神秘 和 抽象 等 同 的 人 看 来 ,这 仿佛 是 令 人 费解 
的 ,然而 这 种 数 的 神秘 性 的 基础 , 却 是 十 分 具体 的 . 它 包含 两 个 观 
念 .渊源 于 古老 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 形象 化 的 数字 ,显示 了 数 与 形 
之 间 的 紧密 联系 . 凡 表示 简单 而 规则 的 图 形 ,如 三 角形 正方形、 角 
锥 体 和 立方 体 等 图 形 的 数 , 较 易于 想象 ,因此 被 作为 有 特殊 重要 性 
的 数 被 选择 出 来 . 另 一 方面 ,完全 数 、 友 数 和 质数 都 具有 与 可 除 性 相 
关 的 特性 .这 都 可 以 追 潮 到 古人 对 分 配 问题 所 给 予 的 重要 地 位 , 正 
如 在 苏 美 尔 人 的 粘土 片 和 十 埃及 的 芦 草 纸 上 所 明白 显示 出 的 一 样 . 


证 
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这 种 具体 性 ,说 明了 早期 的 试验 的 性 质 , 这 种 特性 今天 多 少 还 在 这 门 理论 
中 保持 着 .我 们 转 引 当代 最 卓越 的 数论 专家 之 一 ,英国 的 哈代 (G.H. Hardy) 的 
话 如 下 : 


“数论 的 诞生 , 比 数学 中 的 任 一 分 支 都 包含 着 更 多 的 实验 科学 的 气 
味 . 它 的 最 有 名 的 定理 都 是 猜 出 来 的 ,有 时 等 了 一 百年 甚至 百 余年 才 得 
到 证 明 ;它们 的 提出 ,也 是 赁 着 一 大 堆 计算 上 的 证 据 .” 


具体 往往 先 于 抽象 .这 就 是 数论 先 于 算术 的 理由 .而 具体 又 往往 成 为 科学 
发 展 中 的 最 大 绊脚石 .把 数 看 做 个 体 ,这 种 看 法 自古 以 来 对 人 类 有 巨大 的 魔力 ， 
它 成 了 发 展 数 的 集合 性 理论 ( 即 算术 ) 的 道路 上 的 主要 障碍 .这 正如 对 于 单个 星 
体 的 具体 兴趣 长 期 地 延缓 了 科学 的 天 文学 的 建立 一 样 . 

最 早 证 明 费 马 猜 想 n = 3 时 情形 的 数学 家 大 概要 算 胡 坚 迪 (Al- 
khujandi,? 一 1000) ,这 位 阿拉 伯 数 学 家 、 天 文学 家 , 曾 在 特 兰 索 克 塞 (Transoxani- 
a, 位 于 阿 姆 河 之 北 ) 做 过 地 方 官 ,他 长 期 从 事 科学 研究 工作 ,并 得 到 白 益 王朝 的 
统治 者 的 赞助 .在 数学 方面 ,对 球面 三 角 学 和 方程 理论 有 所 贡献 .重新 发 现 了 球 
面 三 角形 的 正 艾 定 理 ( 该 定理 曾 被 希腊 数学 家 门 涅 劳 斯 发 现 ) .他 最 先 证 明了 方 
程 刀 + 妇 = 了 3 不 可 能 有 整数 解 .在 天 文学 方面 ,他 在 瑞 依 (Rayy, 今 德黑兰 附近 ) 
附近 建造 过 一 座 精确 度 空前 的 测量 黄 赤 交 角 的 装置 ,角度 测量 可 以 精确 到 秒 . 
还 制作 了 浑 天 仪 和 其 他 天 文 仪器 , 测 出 了 瑞 依 的 黄 赤 交角 和 黄 纬 . 


其 实现 在 流传 下 来 的 费 马 大 定理 当 n = 3 时 的 证 明 是 瑞士 大 数学 家 欧 拉 
(Leonhard Euler,1707 一 1783) 所 给 出 的 . 欧 拉 作为 数学 史上 为 数 不 多 的 几 位 超级 
大 师 早已 被 读者 所 熟悉 ,但 有 多 少 人 知道 ,他 还 是 唯一 被 印 在 钞票 上 的 数学 家 . 

1994 年 国际 数学 家 大 会 在 瑞士 举行 ,瑞士 联邦 的 科学 部 长 , 德 赖 费 斯 (Ruth 
Dreifus) 女 士 在 开幕 式 上 的 讲话 中 指出 : 


欧 拉 (1707 一 1783) 绝 大 多 数 老百姓 并 不 意识 到 在 日 常生 活 每 件 事 的 背后 有 科学 家 们 
的 工作 ,譬如 随便 问 一 个 瑞士 人 “在 10 瑞士 法 朗 钞 上 的 头像 是 谁 ?" 他 
们 可 能 答 不 上 来 ,他 们 从 没有 注意 到 这 是 欧 拉 ,也 许 根本 不 知道 欧 拉 是 
什么 人 . 
从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


From To Wiles 


但 不 管 怎样 , 欧 拉 毕竟 作为 一 位 最 伟大 的 数学 家 而 受到 人 们 的 怀念 . 欧 拉 
的 一 生 , 可 以 说 是 “ 生 逢 其 时 ", 这 要 从 两 方面 说 :一 是 事业 上 恰 固 方 兴 未 艾 之 
时 , 欧 拉 的 数学 事业 开始 于 牛顿 去 世 那 年 ,于 是 恰 星 取代 之 势 , 数 学 史家 贝尔 
说 :“ 对 于 像 欧 拉 那 样 的 天 才 , 不 能 选择 比 这 更 好 的 时 代 了 .” 

那 时 ,解析 几何 已 经 应 用 了 90 年 , 微 积分 产生 了 40 年 ,万 有 引力 定律 出 现 
在 数学 家 们 面前 有 40 年 ,在 这 些 领 域 中 充满 着 大 量 已 被 解决 了 的 孤立 问题 ,也 
偶尔 出 现 过 一 些 方面 试图 统一 的 理论 尝试 ,但 对 整个 纯 数学 与 应 用 数学 的 统一 
系统 的 研究 还 尚未 开始 , 正 等 待 着 欧 拉 这 样 的 天 才 去 施展 . 

历史 上 ,能 跟 欧 拉 相 比 的 人 的 确 不 多 ,有 历史 学 家 把 欧 拉 和 阿 基 米 德 . 牛 
顿 高 斯 列 为 有 史 以 来 贡献 最 大 的 四 位 数学 家 . 

由 于 欧 拉 出 色 的 工作 ,后 世 的 著名 数学 家 都 极度 推崇 欧 拉 .大 数学 家 拉 普 
拉 斯 (P.S.M.de Laplace,1749 一 1827) 曾 说 过 :“ 读 读 欧 拉 , 他 是 我 们 一 切 人 的 老 
师 ." 数 学 王子 高 斯 也 曾 说 过 :“ 对 于 欧 拉 工 作 的 研究 ,将 仍旧 是 对 于 数学 的 不 同 
范围 的 最 好 的 学 校 ,并 且 没 有 别 的 可 以 替代 它 .” 

对 于 欧 拉 这 样 的 天 才 人 物 ,我们 不 得 不 多 说 上 几 句 , 欧 拉 无 疑 是 历史 上 著 
作 最 多 的 数学 家 ,人 们 说 欧 拉 撰写 他 的 伟大 的 研究 论文 ,就 像 下 笔 流 畅 的 作家 
给 密友 写 信 一 样 容易 .甚至 在 他 生命 的 最 后 17 年 中 的 完全 失明 ,也 没有 妨碍 他 
的 无 与 伦比 的 多 产 . 

以 出 版 欧 拉 的 全 集 来 说 ,一 直到 1936 年 ,人 们 也 并 没 能 确切 知道 欧 拉 的 著 
作 的 数量 ,当时 估计 要 出 版 他 的 全 集 需 要 大 四 开本 60 至 80 卷 .1909 年 瑞士 的 
自然 科学 协会 开始 着 手 收集 和 出 版 欧 拉 散 轶 的 论文 ,得 到 了 世界 各 地 许多 个 人 
和 数学 团体 的 经 济 资助 ,由 此 可 以 看 出 欧 拉 不 仅 属于 瑞士 更 属于 整个 文明 世 
界 .当时 预算 全 部 出 齐 需 花费 约 8 万 美元 ,可 是 过 了 不 久 ,在 圣彼得堡 又 发 现 了 
一 大 堆 确切 属于 欧 拉 的 手稿 ,这 样 原 有 的 预算 就 大 大 超支 了 ,有 人 估计 要 全 部 
出 版 这 些 著作 至 少 有 100 卷 , 在 著作 量 上 ,似乎 只 有 英国 文豪 莎士比亚 可 以 与 
之 匹敌 . 

对 于 欧 拉 来 说 ,对 人 激励 最 大 最 具有 人 格 魅 力 的 是 他 那 种 在 失明 后 对 数 
学 研究 的 继续 奋进 的 精神 .眼睛 对 于 数学 家 来 说 不 亚 于 登山 运动 员 的 腿 ,数学 
史上 失明 的 大 数学 家 只 有 三 位 , 除 欧 拉 外 还 有 前 苏联 数学 家 庞 德 里 雅 金 ,但 他 
与 欧 拉 都 是 在 掌握 了 数学 之 后 才 失 明 的 ,真正 在 失明 后 才 掌 握 数学 的 是 英国 数 
学 家 桑 德 森 . 

桑 德 森 1 岁 时 因 患 天 花 病 导 致 双 目 失明 ,但 他 并 没有 届 服 于 厄运 ,而 是 顽强 
地 坚持 学 习 和 研究 .他 从 小 练 就 了 十 分 纯熟 的 心算 法 ,能 够 解 许多 宛 长 而 又 复杂 
的 算术 难题 .他 曾 是 剑桥 大 学 路 卡 斯 教授 惠 斯 顿 的 学 生 ,1711 年 ,他 接替 了 惠 斯 顿 
的 教授 职位 .1728 年 英国 乔治 二 世 授予 他 法 学 博士 称号 .1736 年 被 选 为 伦敦 皇家 
学 会 会 员 . 桑 德 森 还 是 一 位 出 色 的 教员 .他 编著 了 《代数 学 》(《Algebra》, 1740 ~ 
1741, 已 译 为 法 文 和 德 文 ),《 流 数 术 》(《Method of Fluxions》,1751) 等 书 . 


拉 普 拉 斯 
(1749 一 1827) 


桑 德 森 
( Nicholas Saun- 
derson， 1682 一 
1739), 生 于 瑟 勒 
斯 通 〈 Thune- 
stone),， 卒 于 剑 
桥 . 
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“理想 ”的 创造 者 


1 老 古 攻 一 一 详 默 尔 


贝 尔 说 :“ 库 默 尔 是 一 个 典型 的 老 派 德国 人 ,有 着 最 好 不 过 
地 刻画 了 在 迅速 消亡 的 那 一 类 人 的 特性 的 全 部 直率 、 单 纯 、 好 脾气 
和 幽默 .这 些 老 古董 ,本 质 已 经 陈旧 ,可 以 在 上 一 代 的 任何 旧金山 
德国 花园 酒店 的 柜台 后 面 找到 .” 

首先 , 库 默 尔 是 一 个 极端 的 爱国 主义 者 .这 要 从 拿破仑 说 起 ， 
库 默 尔 (Emst Edward Kummer, 1810 一 1893)1810 年 1 月 29 日 生 于 
德国 的 索 劳 (Suoran) . 当时 属 勃 兰 登 堡 公园 ,现在 是 波兰 (Zary) 的 ， 
当时 距 著名 的 滑铁卢 战役 还 有 5 年 .在 库 默 尔 3 岁 时 ,拿破仑 的 大 
军 对 俄 战争 失败 ,一 批 批 满 身 乔 子 的 幸存 士兵 通过 德国 准备 撤 到 
法 国 去 ,那些 带 着 俄国 人 特有 的 斑 疹 伤寒 的 息 子 ,将 病毒 大 量 地 传 
染 给 爱 清 洁 的 德国 人 ,其 中 包括 库 默 尔 的 父亲 (Curl Gotthelf Kum- 
mer) ,一 位 操劳 过 度 的 医生 (想必 他 也 对 科学 产生 过 兴趣 ,有 人 也 
称 他 为 物理 学 家 ) .父亲 的 去 世 , 使 他 的 家 庭 完全 沦落 为 赤 贫 境地 . 
库 默 尔 与 哥哥 在 母亲 的 照料 下 ,在 艰难 困苦 中 长 大 ,由 于 贫穷 , 库 
默 尔 在 上 大 学 时 不 能 住 在 大 学 里 ,而 是 背 着 装 食物 和 书本 的 背包 ， 
每 天 在 索 劳 与 哈雷 之 问 来 回 奔 波 . 
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拿破仑 时 代 法 国人 的 傲慢 和 苛 捐 杂 税 ,以 及 母亲 竭力 保持 的 对 父亲 的 记 
忆 , 使 年 轻 的 库 默 尔 实际 上 成 了 极端 爱国 者 ,他 发 拆 要 尽 最 大 努力 使 他 的 祖国 
免 遭 再 次 打击 ,一 读 完 大 学 就 立即 用 他 的 知识 去 研究 炮弹 的 弹道 曲线 问题 .他 
以 极 大 的 热忱 ,在 后 半生 把 他 超人 的 科学 才能 用 来 在 柏林 的 军事 学 院 给 德意志 
军官 讲授 弹道 学 .结果 是 ,他 的 许多 学 生 在 普法 战争 中 都 表现 出 色 . 

老 古董 库 默 尔 的 另 一 个 表现 是 对 学 生 无 微 不 至 的 关怀 . 库 默 尔 记 得 他 自己 
为 了 受 教育 所 作 的 奋斗 和 他 母亲 作出 的 种 种 牺牲 ,因而 他 不 仅 对 他 的 学 生 是 一 
位 父亲 ,对 他 们 的 父亲 也 是 一 位 类 似 兄弟 的 朋友 .成 千 上 万 的 年 轻 人 在 人 生 的 
旅途 上 ,在 柏林 大 学 或 军事 学 院 得 到 过 库 默 尔 的 帮助 ,因此 对 他 感激 不 尽 , 他 们 
终生 铭记 他 ,把 他 当做 一 位 伟大 的 教师 和 朋友 . 

在 柏林 时 , 库 默 尔 是 39 篇 博士 论文 的 第 一 鉴定 者 .他 的 博士 生 中 有 17 名 
后 来 做 了 大 学 教师 , 其 中 有 几 位 成 了 著名 数学 家 , 如 博 伊 斯 雷 芒 德 (Paul 
du Bois Reymond)、 哥 尔 丹 ( Paul Gordan, 1837 一 1912) .巴赫 曼 ( Paul Bachmann， 
1837 一 1920) \, 施 瓦 兹 (H. A. Schwarz, 1843 一 1921, 同时 也 是 他 的 女婿 )、 康 托 尔 
(Geory Cantor, 1845 一 1918) 和 舍 恩 弗 利 斯 (Arthur Schoenflies, 1853 一 1928) 等 . 库 
默 尔 还 是 30 篇 博士 论文 的 第 二 鉴定 人 .此 外 , 当 克 莱 布 什 (Alfred Clebsch， 
1833 一 1872) 、 克 里 斯 托 费 尔 ( 下 . B. Christoffer, 1829 一 1900) 、 富 克 斯 (I.L. Frehs， 
1833 一 1902) 通 过 教学 资格 时 ,他 是 第 一 仲裁 人 ,在 另外 4 人 的 资格 考试 中 ,他 
是 第 二 仲裁 人 . 库 默 尔 作为 教授 享有 盛名 并 不 仅仅 是 课 讲 得 好 ,还 因为 他 的 魅 
力 和 幽默 感 ,以 及 他 对 学 生 福 利 的 关心 , 当 他 们 在 物质 生活 方面 有 困难 时 ,他 很 
愿意 帮助 他 们 ,因此 ,学 生 们 对 他 的 崇拜 有 时 达到 狂热 的 地 步 . 

一 次 ,一 个 就 要 参加 博士 学 位 考试 的 贫穷 的 年 轻 数学 家 , 因 患 天 花 , 不 得 已 
回 到 靠近 俄国 边境 的 波 森 的 家 中 去 了 .他 走 后 没 有 来 过 信 , 但 是 人 们 知道 他 贫 
困 至 极 . 当 库 默 尔 听 说 这 个 年 轻 人 也 许 没有 能 力 支付 适当 的 治疗 费用 时 ,他 就 
找到 这 个 学 生 的 一 个 朋友 ,给 了 他 必需 的 钱 , 派 他 去 波 森 看 看 是 否 该 做 的 事 都 
做 了 . 

老 古 董 库 默 尔 的 另 一 特征 ,是 他 在 担任 公职 时 表现 出 的 特别 严格 的 客观 态 
度 , 毫 不 留情 的 正直 坦率 以 及 保守 性 .这 些 品质 在 1848 年 革命 事件 中 也 体现 出 
来 ,当时 除了 高 斯 之 外 几乎 每 个 德国 数学 家 都 卷 人 了 这 次 事件 .当时 , 库 默 尔 属 
于 运动 的 右 经 ,而 雅 可 比 (Jacobi,1804 一 1851) 属 于 激进 的 左 恬 , 库 默 尔 拥 护 的 是 
君主 立宪 制 而 非 共 和 制 , 但 库 默 尔 并 没有 由 于 政治 观点 的 不 同 而 影响 学 术 观点 
的 一 致 ,所 以 当 一 贯 爱 夸张 的 雅 可 比 宣称 ,科学 的 光荣 就 在 于 它 的 无 用 时 , 库 默 
尔 表示 赞同 ,他 认为 数学 研究 的 目的 在 于 丰富 知识 而 不 考虑 应 用 .他 相信 ,只 有 
数学 追随 它 自己 的 结果 前 进 时 ,才能 得 到 最 高 的 发 展 ,与 外 部 自然 界 无 关 . 

另外 , 库 默 尔 退休 决定 的 突然 性 ,是 库 默 尔 这 位 老 古 董 刚直 、 执 撩 性 格 的 又 
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歼 曼 (1826 一 1866) 


一 例证 .1882 年 2 月 23 日 ,他 作 了 一 个 使 教授 会 大 吃 一 惊 的 声明 ,声明 说 他 注 
意 到 自己 记忆 力 衰退 ,已 不 能 以 合乎 逻辑 的 .连贯 的 ,抽象 论证 的 方式 去 自由 发 
展 自己 的 想法 ,以 此 为 理由 他 要 求 退休 .虽然 没有 任何 人 觉察 出 他 有 所 说 的 症 
候 , 他 的 同事 力 劝 库 默 尔 留 任 ,然而 不 管 别 人 如 何 劝 说 ,挽留 ,也 没有 使 他 改变 
主意 .他 立即 安排 自己 的 继任 者 ,1883 年 他 正式 退休 .自然 ,有 些 史学 家 觉得 这 
反映 库 默 尔 性 格 固执 ,但 另 一 方面 也 说 明 他 是 有 自 知之 明 , 是 相信 年 轻 一 代 的 . 


2. 哲 学 的 终生 爱好 者 一 一 库 默 尔 


库 默 尔 18 岁 时 (1828) ,由 他 的 母亲 把 它 送 到 哈雷 大 学 (与 康 托 尔 同 校 ) 学 
习 神学 ,并 力图 训练 库 默 尔 使 其 在 其 他 方面 适 于 在 教会 供职 .这 种 经 历 许 多 著 
名 数学 家 早年 都 曾 发 生 过 .例如 , 黎 曼 在 1846 年 春 考 人 哥 廷 根 大 学 时 也 是 遵照 
其 父亲 的 愿望 攻读 神学 和 语言 学 ,后 来 受 哲 学 读物 的 影响 , 黎 曼 的 文体 有 一 种 
德 文句 法 不 通 的 倾向 ,不 精通 德 文 的 人 也 许 会 觉得 他 的 文章 神秘 . 库 默 尔 最 后 
终于 决定 学 习 数学 ,一 方面 是 出 于 对 哲学 的 考虑 ,他 认为 数学 是 哲学 的 “预备 学 
校 ", 并 且 他 终生 保持 着 对 哲学 的 强烈 哮 好 , 库 默 尔 觉得 对 于 一 个 有 抽象 思维 才 
能 的 人 来 说 ,究竟 是 从 事 哲学 还 是 从 事 数 学 ,多少 是 一 桩 由 偶然 因素 或 环境 决 
定 的 事 .对 于 库 默 尔 来 说 ,促使 他 放弃 哲学 主攻 数学 的 偶然 因素 是 海 因 里 希 ' 费 
迪 南 德 * 舍 尔 克 (Heinrich Ferdinand Scherk,1798 一 1885) , 他 在 哈雷 担任 数学 教 
授 , 舍 尔 克 是 一 个 相当 老 派 的 人 ,但 是 他 对 代数 和 数论 很 热爱 ,他 把 这 种 热心 传 
给 了 年 轻 的 库 默 尔 ,在 舍 尔 克 的 指导 下 , 库 默 尔 进步 飞快 .1831 年 9 月 10 日 , 库 
默 尔 还 在 大 学 三 年 级 的 时 候 就 解决 了 使 尔 克 提出 的 一 个 大 问题 , 写 出 了 题 为 
“De cosinuum et sinuum potestatibus secuudum cosinus et sinus arcuum multiplicium e- 
volvendis "的 论文 并 获 了 奖 . 

数学 史家 贝尔 对 库 默 尔 的 哲学 爱好 有 如 下 评论 : 库 默 尔 模仿 笛 卡 尔 ,说 他 
更 喜欢 数学 而 不 是 哲学 ,因为 “纯粹 错误 的 雇 误 的 观点 不 能 进入 数学 ”. 要 是 库 
默 尔 能 活 到 今天 ,他 可 能 会 修改 他 这 种 说 法 ,因为 他 是 一 个 宽 宏 大 量 的 人 ,而 现 
在 数学 的 那些 哲学 倾向 ,有 时 令 人 奇怪 地 想到 中 世纪 的 神学 . 

与 库 默 尔 有 着 惊人 的 相似 之 处 ,德国 著名 数学 家 黎 曼 对 哲学 也 有 着 强烈 的 
嗜好 ,为 其 做 传 的 汉 斯 (Freudenthal Hans) 曾 评价 说 :“ 他 可 算是 一 位 大 哲学 家 ， 
要 是 他 还 能 活着 工作 一 段 时 间 的 话 ,哲学 家 们 一 定 会 承认 他 是 他 们 之 中 的 一 
员 … 据 说 他 在 逝世 的 前 一 天 还 躺 在 无 花 果 树 下 饱 览 大 自然 的 风光 ,并 撰写 关于 
自然 哲学 的 伟大 论文 .德国 是 一 个 哲学 的 国度 ,德意志 民族 是 一 个 有 哲学 气质 
的 民族 ,在 贡献 了 像 康德 .尼采 、 权 本 华 ,海德 格 尔 、 马 克 思 等 职业 哲学 大 师 的 同 
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时 ,也 产生 了 像 库 默 尔 这 样 一 大 批 酷爱 哲学 的 数学 大 师 . 

库 默 尔 的 教学 也 同 其 他 数学 家 不 同 ,充满 了 富 于 哲理 的 比喻 .比如 ,为 了 充 
分 说 明 在 一 个 表示 中 ,一 个 特殊 因子 的 重要 性 ,他 这 样 向 他 的 学 生 比 喻 :“ 如 果 
你 们 忽视 了 这 个 因子 ,就 像 一 个 人 在 吃 梅子 时 吞 下 核 却 吐出 了 果肉 .” 


3.“ 理 想 数 ”的 引入 者 一 一 库 默 余 


我 们 因此 看 出 理想 素 因子 揭示 了 复数 的 本 质 ,似乎 使 得 它们 明白 
易 懂 , 并 揭露 了 它们 内 部 透明 的 结构 . 


一 一 库 默 尔 
这 样 一 个 非常 特殊 、 似 乎 不 十 分 重要 的 问题 会 对 科学 产生 怎样 令 
人 鼓 兽 的 影响 ? 受 费 马 问题 的 启发 , 库 默 尔 引 进 了 理想 数 ,并 发 现 把 一 
个 分 圆 域 的 整数 分 解 为 素 理想 因子 的 唯一 分 解 定理 ,这 定理 今天 已 被 
戴 德 全 与 克朗 耐克 推广 到 任意 代数 数 域 .在 近代 数论 中 占 着 中 心地 位 ， 
其 意义 已 远 远 超出 数论 的 范围 而 深入 到 代数 与 函数 论 的 领域 . 


一 一 希 尔 伯 特 

今天 , 库 默 尔 的 名 字 主 要 是 与 他 三 方面 的 成 就 结合 在 一 起 的 ,每 一 成 就 出 
自 他 的 一 个 创作 时 期 ,第 二 个 创作 时 期 最 长 ,长 达 20 年 .这 一 时 期 数论 占有 特 
别 重要 的 地 位 ,这 一 时 期 的 标志 是 “理想 数 "的 引入 ,理想 数 是 库 默 尔 在 数论 上 
花 的 时 间 最 多 ,贡献 也 最 大 的 一 个 领域 .发 展 这 一 方法 的 起 因 是 出 于 他 试图 用 
乘积 方法 解决 费 马 大 定理 ,在 狄 利克 雷 向 他 指出 素数 分 解 的 唯一 性 在 数 域 中 并 
非 一 般 成 立 , 且 库 默 尔 本 人 对 此 也 确信 无 疑 之 后 ,从 1845 年 到 1847 年 ,他 建立 
了 他 的 理想 素 因 子 理论 .具体 地 说 ,这 是 一 个 代数 数论 中 的 基本 问题 : 

如 果 从 代数 数 域 的 角度 讲 , 代 数 数 域 的 整数 环 4 的 除 子 (divsor) 半 群 D 中 
的 元 素 , 半 群 D 是 自由 交换 么 半 群 , 它 的 自由 生成 元 称 为 素 理想 数 (prime ideal 
numbers) . 

理想 数 的 引进 与 代数 数 域 的 整数 环 中 没有 素 因子 分 解 叭 一 性 有 关 , 若 在 4 
中 的 素 因 于 分 解 不 是 唯一 的 , 则 对 于 任 一 a € 4 ,对 应 的 除 子 p(a ) 分 解 成 素 理 
想 数 之 积 ,可 以 视 为 4 中 的 素 因子 唯一 分 解 的 替代 . 

例如 , 域 0(V -5) 的 整数 环 4 由 所 有 数 a + b V -5 组 成 ,其 中 a,b 都 是 
整数 ,在 该 环 中 , 数 6 有 两 种 不 同 的 分 解 , 即 
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其 中 2,3,1-V-5 和 1+V-5 是 4 中 两 两 互 不 相伴 的 不 可 约 ( 素 ) 元 , 因 
而 4 中 的 不 可 约 因子 分 解 不 是 唯一 的 .但 是 ,在 D 中 ,元 素 g(2),g(3),g(1 - 
-5) 和 g(1+V-5) 都 不 是 不 可 约 的 ,事实 上 ,g(2) = p?,9(3) = pps， 
pg(1-V-5) = pipz,p(1+V -5) = pip3, 其 中 ,pi,py 和 ps 都 是 D 中 的 素 理 
想 数 ,因此 ,6 在 4 中 的 两 种 分 解 ,在 D 中 产生 同一 个 分 解 p(6) = pfp2p3. 

用 这 种 理论 , 库 默 尔 在 几 种 情况 下 证 明了 费 马 大 定理 ,这 再 一 次 昆 示 出 库 
默 尔 建立 自己 的 理论 仅仅 是 对 于 他 感 兴趣 的 问题 一 费 马 大 定理 和 高 斯 一 般 
互 反 律 的 证 明 所 提出 的 进一步 要 求 .我 们 在 本 书 中 只 关心 费 马 大 定理 的 情况 . 

为 了 证 明 费 马 大 定理 ,人 们 将 其 分 为 两 种 情形 考虑 ,情形 T:( xyz,p) = 1; 
情形 有:p 1 z. 库 默 尔 对 费 马 大 定理 做 出 了 重要 贡献 ,他 创造 了 一 种 全 新 的 方 
法 ,此 法 基于 他 所 建立 的 分 图 域 (cyclotomic field) 的 算术 理论 , 它 用 到 这 样 的 事 
实 :在 域 0(&)(& = em) 中 ,方程 六 + yr = za 的 左边 分 解 成 线性 因子 zz + 

-il 
» = 站 36). 在 情形 工 中 , 这 些 线性 因子 是 0(6) 中 理想 数 (ideal 


number) 的 p 次 等 ;而 在 情形 [[ 中 , 当 i > 0 时 ,它们 与 p 次 赛 相 差 一 个 因子 
(1 -~ 6) ,如 果 p 整除 诸 贝 努 利 数 (bernoulli numbers) By,(n = 1,…,(p -3)/2) 
的 分 子 , 则 由 正则 性 判别 法 知 p 不 整除 0(&) 的 类 数 h, 且 这 些 理想 数 丝 为 主 理 
想 . 库 默 尔 证 明了 这 种 情形 的 费 马 定理 .不 知道 正则 素数 P 究竟 有 无 穷 多 个 还 
是 有 限 个 ,虽然 根据 琴 生 (Jensen) 的 定理 可 知 非 正则 素数 有 无 穷 多 个 . 库 默 尔 
对 某 些 非 正则 素数 证 明了 费 马 定理 ,并 对 所 有 素数 < 100 证 明了 此 定理 为 真 . 

具体 地 说 , 设 h 为 0(&) 的 类 数 , 设 0($) 中 包含 的 实 域 0(& + 8-!) 的 类 数 
为 hy, 则 hs 为 hh 的 因子 ,h; = h1h, 称 为 4 的 第 一 因子 ,hs 称 为 的 第 二 因子 . 

库 默 尔 1850 年 证 明了 当 (h,1) = 1 时 , 即 对 于 正则 素数 1,x! + Y = :没有 
使 xyz 0 的 整数 解 .100 以 下 的 非 正则 素数 只 有 37,59.67 三 个 ,而 在 3 < 1 < 
4 001 的 素数 1 中 则 有 334 个 正则 素数 ,216 个 非 正则 素数 .在 自然 数 序列 的 起 始 
部 分 ,正则 素数 的 数目 要 比 非 正则 的 数目 多 . 

1850 年 , 库 默 尔 证 明了 (1,h) = 1 的 条 件 , 与 贝 努 利 数 Ban(m = 1,2,…， 
(1 - 3)/2) 的 分 子 不 能 被 1 整除 的 条 件 等 价 , 且 对 非 正 则 素数 1,114h, 则 一 定 有 
2 1 hl 成立. 

另外 ,对 情形 工 , 库 默 尔 还 证 明了 x+ yy = 蕴含 同 余 式 


de" 
Bl[m ln(x+ ce =0 (modp),n =2,4,…,p -3 


这 些 同 余 式 对 x,y,- z 的 任何 置换 都 正确 ,因此 他 证 得 :如 果 在 情形 I ， 
方程 + yy = zz 有 一 个 解 , 则 对 n = 3,5 有 


B,» = 0(mod p) 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


42 


From To Wiles 


对 于 情形 下 , 库 默 尔 证 明了 在 下 列 条 件 下 成 立 : 
D plh,p th 

2) B2w 去 0 (mod p’); 

3) 存在 一 个 理想 ,以 它 为 模 , 单 位 


(a 
= es 


il 
和 0($) 中 整数 的 p 次 守 皆 不 同 余 , 这 里 g 是 模 的 一 个 原 根 ,而 
Geom gta 
人 ge 
在 第 工 情形 下 ,还 有 所 谓 的 库 默 尔 判 据 : 如 果 x! + y = 具有 xyz 0 的 
整数 解 , 则 对 于 所 有 的 ~ 上 = MRA et 有 
Bamfi-2an(t) = 0(mod 1),m = 1,2,°%, (1 - 3)/2 


-am 


@i = 


这 里 B 为 第 m 个 贝 努 利 数 ,f,(1) = Sr 17, 库 默 尔 的 方法 极为 重要 ， 


在 若干 论 费 马 大 定理 的 文章 中 得 到 极 大 的 发 展 . 

库 默 尔 不 仅 研究 了 有 理 整数 解 +,y,z 的 问题 ,他 还 考虑 了 在 0(&) 的 代数 
整数 环 中 ,a! + BR = X 没有 aBy #0 的 解 a,B,Y 的 问题 .第 工 种 情形 为 a! + 
+ X= 0,(aBy,1) = 1, 在 0(&) 中 没有 整数 解 . 

第 卫 种 情形 ,等 价 变形 为 

at+pB = ey 
其 中 ,n 为 自然 数 ,e 为 0(&) 的 单位 元 ,A = 1 - 6.(aBy,1) = 1 在 Q(&) 中 没有 
整数 解 . 

1850 年 , 库 默 尔 证 明了 如 果 (h,1) = 1, 则 以 上 两 种 情形 都 无 解 . 

正 是 由 于 这 些 经 典 的 结果 使 库 默 尔 在 数学 史上 英名 永存 ,正如 数学 史家 贝 
尔 所 说 : 


“目前 算术 在 固有 的 难度 方法 ,处 于 比 数学 的 其 他 各 大 领域 更 高 的 
程度 ;数论 对 科学 的 直接 应 用 是 很 少 的 ,而 且 不 容易 被 有 创造 力 的 数学 
家 中 的 普通 人 看 出 来 ,虽然 一 些 最 伟大 的 数学 家 已 经 感觉 到 ,自然 的 真 
正教 学 最 终 会 在 疼 通 完全 整数 的 性 态 中 找到 ;最 后 ,数学 家 们 一 一 至 少 
是 一 些 教学 家 ,其 至 是 大 数学 家 一 一 通过 在 分 析 、 几 何 和 应 用 数学 中 收 
获 惊人 的 成 功 的 比较 容易 的 收成 ,企图 在 他 们 自己 那 一 代 中 得 到 尊 教 
和 名 望 ,这 只 不 过 是 合乎 常情 的 . 

“当年 库 默 尔 的 工作 远 远 超出 了 他 所 有 的 前 佛 曾 经 做 过 的 工作 ,以 
至 于 他 几乎 不 由 自主 地 成 为 名 人 .他 因 那 篇 名 为 “理想 素 分 解 理论 ” 
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狄 利克 雷 
( Peter ”Gustuv 
Lejeune ”Dirich- 
le0, 德国 数学 
家 , 生 于 过 伦 
(Diiren), 座 于 哥 
妖 根 . 


(theorie der idealen primfaktoren ) 的 论文 而 授予 他 数学 科学 的 大 奖 ,而 他 
并 没有 参加 竞争 .” 


法 兰 西 科学 院 关 于 他 在 1857 年 大 奖 赛 的 报告 ,全 文 如 下 : 


“关于 对 数学 科学 大 奖 赛 的 报告 .大 奖 赛 设 于 1853 年 ,结束 于 1856 
年 .委员 会 发 现 提交 参加 竞赛 的 那些 著作 中 ,没有 值得 授予 奖金 的 著 
作 ,故此 建议 科学 院 将 奖金 授予 库 黑 尔 , 以 奖励 他 关于 由 单位 元 素 根 和 
整数 构成 之 复数 的 车 越 研究 .科学 院 采 纳 了 这 一 建议 .” 


库 默 尔 关于 费 马 大 定理 的 最 早 的 工作 ,日 期 为 1835 年 10 月 ,1844 ~ 1847 
年 他 又 写 了 一 些 文章 ,最 后 一 篇 的 题目 是 (关于 x+ y? = z 对 于 无 限 多 个 素数 
P 的 不 可 能 性 之 费 马 定理 的 证 明 》. 


4. 季 上 启 下 的 库 下 外 


库 默 尔 在 数学 上 的 起 步 有 赖 于 狄 利 克 雷 (Dirichlet) 和 雅 可 比 的 推荐 . 库 默 
尔 得 到 博士 学 位 后 ,当时 大 学 没有 空位 子 , 所 以 , 库 默 尔 回 自己 读书 的 中 学 开始 
了 教学 生涯 ,这 个 时 期 他 的 工作 主要 是 以 函数 为 主 ,最 重要 的 成 果 是 关于 超 几 
何 级 数 的 ,他 将 论文 寄 给 了 雅 可 比 , 狄 利克 雷 ,从 此 开始 了 与 他 们 的 学 术 往来 . 

1840 年 库 默 尔 与 奥 廷 利 特 * 门 德尔 松 (ottilite Mendelssohn) 结 婚 ,她 是 狄 利 
克 震 妻子 的 表妹 .在 狄 利克 雷 和 雅 可 比 的 推荐 下 , 库 默 尔 于 1842 年 被 任命 为 布 
劳 斯 雷 (Breslan, 现 在 波兰 的 Wroclaw) 大 学 的 正式 教授 .在 这 个 时 期 ,他 的 讲课 
才能 进一步 得 到 发 展 ,他 负责 从 初等 的 引 论 开始 的 全 部 数学 课程 .并 开始 了 他 
第 二 个 创作 时 期 ,这 个 时 期 持续 了 20 多 年 之 久 , 主题 是 数论 ,直到 1855 年 , 当 
时 高 斯 的 去 世 造 成 了 欧洲 数学 界 大 范围 的 变动 . 

高 斯 去 世 的 十 年 前 , 哥 廷 根 大 学 数学 教育 相当 贫乏 ,甚至 高 斯 也 只 是 教 基 
础 课 , 呼 声 较 高 的 是 柏林 大 学 ,高 斯 去 世 后 ,虽然 狄 利克 雷 在 柏林 已 很 满意 ,但 
他 还 是 不 能 抗拒 接替 这 位 数学 家 之 王 和 他 本 人 以 前 的 老师 担任 哥 廷 根 大 学 教 
授 的 诱惑 .甚至 在 以 后 很 长 时 间 , 作 “高 斯 的 继任 者 "的 荣誉 ,对 于 可 以 轻而易举 
地 在 其 他 职位 上 挣 到 更 多 的 钱 的 数学 家 们 ,也 仍然 具有 不 可 抗拒 的 吸引 力 ,可 
以 说 , 哥 廷 根 一 直 可 以 选择 它 愿意 挑选 的 人 . 当 狄 利克 雷 于 1855 年 离开 柏林 大 
学 到 哥 廷 根 接替 高 斯 时 ,他 提名 库 默 尔 为 接替 自己 教授 职位 的 第 一 人 选 , 于 是 
从 1855 年 起 , 库 默 尔 就 成 为 柏林 大 学 的 教授 , 一 直到 退休 , 库 默 尔 到 柏林 前 安 
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排 了 自己 以 前 的 学 生 约 阿 希 姆 斯 塔 尔 (Joachimsthal) ,作为 他 在 布 劳 斯 雷 大 学 的 
继任 .当时 魏 尔 斯 特 拉 斯 也 申请 了 布 劳 斯 雷 大 学 的 职务 ,但 库 默 尔 阻止 了 他 , 因 
为 库 默 尔 想 把 他 调 到 身边 ,1 年 以 后 , 库 默 尔 的 愿望 得 以 实现 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 来 
到 了 柏林 . 波 尔 曼 评论 说 :这 个 城市 开始 体验 了 新 的 数学 精英 的 力量 . 

在 库 默 尔 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 推动 下 ,德国 第 一 个 纯 数学 讨论 班 于 1861 年 
在 柏林 开办 .很 快 地 , 它 就 吸引 了 世界 各 地 有 才能 的 青年 数学 家 ,其 中 有 不 少 研 
究 生 ,可 以 认为 库 默 尔 讨论 班 的 建立 是 从 他 自己 在 哈 勒 (Halle) 大 学 当 学 生 时 ， 
参加 谢 维 克 (Heinrich F Schevk ,1798 一 1885 ) 数 学 协会 的 体验 得 到 启示 的 .在 柏 
林 大 学 , 库 默 尔 的 讲课 吸引 了 大 量 学 生 , 最 多 时 可 达 250 人 ,可 谓 盛况 空前 . 因 
为 他 在 讲课 之 前 总 是 经 过 认真 准备 ,加 之 他 明晰 又 生动 的 表述 方式 . 

库 默 尔 还 接替 了 狄 利 克 雷 做 了 军校 的 数学 教师 ,对 绝 大 多 数 人 来 说 ,这 是 
个 沉重 的 负担 ,但 库 默 尔 却 很 乐意 作 , 他 对 任何 一 种 数学 活动 都 很 喜爱 ,他 干 这 
个 附带 的 数学 工作 直至 1874 年 才 退 出 .由 于 狄 利克 雷 的 推荐 , 早 在 1855 年 他 
就 成 为 柏林 科学 院 的 正式 成 员 ,至 此 他 已 全 面 接替 了 狄 利 克 雷 在 柏林 的 位 置 ， 
从 1863 年 到 1878 年 他 一 直 是 柏林 科学 院 物理 数学 部 的 终身 秘书 ,他 还 当 过 柏 
林 大 学 的 院 长 (1857 ~ 1858,1865 ~ 1866) 和 校长 (1868 ~ 1869) , 库 默 尔 从 不 认为 
这 些 工作 占据 了 他 的 创造 时 间 , 反 而 是 通过 这 些 附加 工作 重新 恢复 了 精力 . 库 
默 尔 这 种 承受 超 负荷 工作 的 能 力 与 早年 的 经 历 有 关 , 他 大 学 毕业 后 在 家 乡 中 学 
见习 一 年 之 后 ,1832 年 在 里 格 尼 欧 ( 今 波兰 赖 克 米 卡 ) 文 法 中 学 任教 ,当时 授课 
负担 极 重 , 每 周 除 讲课 22 到 24 小 时 之 外 ,还 要 备课 和 批改 作业 ,而 且 还 要 挤 时 
间 搞 研 究 . 

高 斯 和 狄 利克 雷 对 库 默 尔 有 着 最 持久 的 影响 . 库 默 尔 的 三 个 创作 时 期 ,都 
是 从 一 简 与 高 斯 直接 有 关 的 文章 开始 的 ,他 对 狄 利克 雷 的 尊敬 则 生动 地 表现 在 
1860 年 7 月 5 日 在 柏林 科学 院 所作 的 纪念 演说 中 .他 说 ,虽然 他 没有 听 过 狄 利 
克 雷 的 课 , 但 是 他 认为 狄 利克 雷 是 他 真正 的 老师 .在 对 纯 数学 和 应 用 数学 的 态 
度 上 , 库 默 尔 有 些 像 高 斯 ,两 者 并 不 偏 废 , 他 极 大 地 发 展 了 高 斯 关于 超 几何 级 数 
的 工作 ,这 些 发 展 在 今天 数学 物理 中 最 经 常 出 现 的 微分 方程 理论 中 十 分 有 用 ， 
但 库 默 尔 认为 :数学 研究 的 目的 在 于 丰富 知识 而 不 考虑 应 用 .他 相信 ,只 有 数学 
追随 它 自己 的 结果 前 进 时 ,才能 得 到 更 高 的 发 展 ,与 外 部 自然 界 无 关 . 

库 默 尔 在 算术 上 的 后 继 者 是 尤 利 马 斯 :威廉 里 夏 德 戴 德 金 (他 成 年 后 略 
去 了 前 两 个 名 字 ) .数学 史家 贝尔 说 戴 德 金 是 德国 一 一 或 任何 其 他 国家 曾经 产 
生 的 一 个 最 重大 的 数学 家 和 最 有 创见 的 人 . 当 戴 德 金 在 1916 年 去 世 时 ,他 已 经 
是 远 远 超出 一 代 人 的 数学 大 师 了 .正如 埃 德 蒙 朗 道 ( 他 本 人 是 戴 德 金 的 一 个 朋 
友 , 也 是 他 的 一 些 工作 的 追随 者 ) 在 1917 年 对 哥 廷 根 皇家 学 会 的 纪念 演讲 中 所 
说 :里 夏 德 戴 德 金 不 只 是 伟大 的 数学 家 ,而 且 是 数学 史上 过 去 和 现在 最 伟大 
的 数学 家 中 的 一 个 ,是 一 个 伟大 时 代 的 最 后 一 位 英雄 ,高 斯 的 最 后 一 位 学 生 ,40 
年 来 他 本 人 是 一 位 经 典 大 师 , 从 他 的 著作 中 不 仅 我 们 ,而 且 我 们 的 老师 ,我 们 老 
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克 罗 内 克 
(1823—1891) 


魏 尔 斯 特 拉 斯 
(1815—1897) 


师 的 老师 ,都 汲取 着 灵感 .” 

库 默 尔 的 理想 数 就 是 今日 理想 之 笋 形 .在 库 默 尔 理想 数理 论 的 基础 上 , 戴 
德 金 创立 了 一 般 理想 理论 , 库 默 尔 的 学 说 经 戴 德 金 和 克 罗 内 克 的 研究 加 以 发 
展 ,建立 了 现代 的 代数 理论 .因此 ,可 以 说 , 库 默 尔 是 19 世纪 数学 家 中 富有 创造 
力 的 带头 人 ,是 现代 数论 的 先驱 者 . 


5. 悠 闲 三 网 默 的 库 默 尔 


库 默 尔 对 于 他 那个 时 代 的 数学 家 而 言 是 长 寿 的 ,他 活 到 了 83 岁 高 龄 ,这 大 
部 分 应 归功 于 他 良好 的 性 格 , 但 这 似乎 妨碍 了 他 取得 更 大 的 成 就 . 

贝尔 曾 评论 说 : “虽然 库 默 尔 在 高 等 算术 方面 的 开拓 性 的 进展 ,使 他 有 资格 
与 非 欧 几 何 的 创造 者 相 媲美 ,但 我 们 在 回顾 他 一 生 的 83 年 时 不 知 为 什么 得 到 
这 样 一 个 印象 ,就 是 尽管 他 的 成 就 是 辉煌 的 ,但 他 没有 完成 他 能 够 做 到 的 一 切 ， 
也 许 是 他 的 缺乏 个 人 野心 ,他 的 悠闲 和 欧 , 以 及 他 豁达 的 幽默 感 ,阻止 他 去 作 打 
破 纪录 的 努力 .” 

库 默 尔 在 军事 学 院 的 工作 中 ,通过 表明 他 自己 在 弹道 学 工作 是 第 一 流 的 实 


| 验 者 ,使 科学 界 大 吃 一 惊 . 库 默 尔 以 他 特有 的 幽默 ,为 他 在 数学 上 的 这 种 精 糕 的 


堕落 辩解 ,他 对 一 个 年 轻 的 朋友 说 :“ 当 我 用 实验 去 解决 一 个 问题 时 ,这 就 证 明 
这 个 问题 在 数学 上 是 很 难 解决 的 .” 

在 库 默 尔 的 性 格 中 有 某 种 克己 性 ,尤其 明显 的 是 他 从 未 出 版 过 一 本 教科 
书 ,而 仅仅 是 一 些 文章 和 讲义 .想到 高 斯 在 去 世 后 留 给 编辑 的 大 量 工作 , 库 默 尔 
决定 不 这 样 做 ,他 说 :“ 在 我 的 遗 作 中 什么 也 找 不 到 .” 

库 默 尔 家 庭 观 念 很 强 , 终 日 被 他 的 家 人 包围 着 . 1848 年 库 默 尔 的 第 一 个 妻 
子 去 世 , 不 久 他 又 和 考 尔 (Bertha Cauer) 结 婚 , 当 他 退休 时 就 永远 放弃 了 数学 , 除 
了 偶尔 去 他 少年 时 代 生活 的 地 方 旅游 ,他 过 着 极 严格 的 隐居 生活 . 魏 尔 斯 特 拉 
斯 曾 讲 过 :在 库 默 尔 的 数论 时 期 和 更 晚 些 时 , 库 默 尔 有 点 不 再 参与 和 关心 数学 
中 发 生 的 事情 .当然 听 这 话 我 们 要 打 一 定 的 折扣 ,因为 虽然 库 默 尔 、 克 罗 内 克 
(Leopdd kronecker,1823 一 1891) 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 三 个 曾 十 分 友好 和 谐 一 致 地 在 
一 起 工作 了 20 年 之 久 , 并 保持 密切 的 学 术 联系 ,然而 在 19 世纪 70 年 代 中 , 魏 
尔 斯 特 拉 斯 和 克 罗 内 克之 间 出 现 了 隔 阁 ,几乎 导致 了 二 人 绝 交 ,而 此 时 库 默 尔 
和 克 罗 内 克 的 友谊 仍然 继续 保持 ,这 不 可 能 不 影响 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 库 默 尔 的 
态度 . 

总 之 , 库 默 尔 绝 不 是 一 个 孜孜 以 求 ,功利 色彩 浓厚 的 名 利之 徒 ,而 是 一 位 悠 
闲 自 得 幽默 上 达 的 谦 谦 君 子 . 

库 默 尔 在 这 种 儿孙 绕 膝 的 环境 中 生活 了 10 年 之 后 ,一 次 流感 夺 去 了 他 的 
生命 ,1893 年 5 月 14 日 平静 地 离开 了 人 世 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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高 斯 一 一 数学 王子 


“如 果 其 他 人 也 像 我 那样 持续 不 断 地 深入 钻研 数学 真理 ,他 也 
第 会 做 出 我 所 做 出 的 那 种 发 现 .” 


一 一 卡尔 * 货 里 德里 克 ' 高 斯 


对 天 妆 学 家 而 言 . 高 斯 应 该 是 继 欧 拉 之 后 又 给 册 n=3 
时 费 马 大 定理 成 立 的 一 个 证 明 的 第 一 人 .但 高 斯 的 着 眼 点 更 高 ,他 
不 是 在 有 理 数 域 中 证 明 的 ,而 是 在 复数 域 中 给 出 的 ,具体 地 说 ,他 
五 是 在 域 0(V -3) 中 考虑 的 问题 .但 是 ,他 证 明 的 本 质 同 欧 拉 是 一 
样 的 ,而 且 都 沿用 了 和 费 马 发 明 的 无 限 递 降 法 ,只 不 过 在 欧 拉 的 证 明 
中 ,复数 只 是 隐 含 在 后 面 ,并 没有 明显 的 出 现 .而 高 斯 的 工作 则 是 
革命 性 的 ,把 复数 由 幕后 移 到 台 前 ,在 意义 上 远 远 超过 费 马 大 定 
理 , 它 将 初等 数论 完 完全 全 地 引 向 了 代数 数论 .但 是 ,他 同 欧 拉 一 
样 ,在 证 明 中 也 假定 唯一 素 因子 分 解 定理 成 立 ,因此 ,从 现代 严格 
的 角度 看 ,他 的 证 明 也 是 不 完全 的 .并 且 据 数学 史家 胡 作 玄 先生 推 
测 , 高 斯 肯定 还 研究 过 n = 5, 特 别 是 n=7 时 的 情形 ,不 过 没 能 成 
功 .于 是 ,他 把 自己 数论 研究 的 重点 转向 高 次 互 反 律 这 个 更 一 般 的 
问题 ,而 放弃 了 费 马 大 定理 . 
借 此 机 会 ,我们 来 稍 加 介绍 一 下 这 位 被 誉 为 “数学 王子 "的 高 
斯 . 


也 
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高 斯 (1777 一 1855) 


著名 数学 家 克 莱 茵 ( Felix Klein) 曾 这 样 恰当 地 评价 了 18 世纪 的 数学 家 : 
“如 果 我 们 把 18 世纪 的 数学 家 想象 为 一 系列 的 高 山 峻 岭 ,那么 最 后 一 个 使 人 肃 
然 起 获 的 峰 赔 便 是 高 斯 一 一 那样 一 个 广大 的 ,丰富 的 区 域 充满 了 生命 的 新 元 

他 是 最 后 一 位 卓越 的 古典 数学 家 ,又 是 一 位 杰出 的 现代 数学 家 . 

卡尔 * 费 里 德里 克 高 斯 (Canl Friderich Guass,1777 一 1855) 出 生 于 德国 不 伦 
瑞 克 ( Branuschweig) 的 一 个 贫穷 的 自来水 工人 的 家 庭 ,幼年 时 就 显示 出 非凡 的 
数学 才能 ,得 到 斐 迪 南 (Canl Wilhelm Ferdinand) 大 公 的 赏识 ,在 这 位 公事 的 鼓励 
下 ,他 得 以 在 哥 廷 根 大 学 受 高 等 教育 .1799 年 , 因 证 明代 数学 基本 定理 而 获得 
哈 勒 (Halle) 大 学 的 博士 学 位 .从 1807 年 到 1855 年 逝世 ,他 一 直 担任 哥 廷 根 天 
文 台 台 长 , 兼 大 学 教授 . 

高 斯 不 仅 被 公认 为 19 世纪 前 半 叶 最 伟大 的 数学 家 ,而 且 数学 评论 家 们 还 
一 致 认为 高 斯 应 该 作为 一 切 时 代 最 伟大 的 数学 家 而 列 人 阿 基 米 德 和 牛顿 (Sir 
Jsaac Newton) 的 行列 之 中 .尽管 高 斯 自己 曾 说 过 :只 有 三 个 划时代 的 数学 家 一 一 
阿 基 米 德 、 牛 顿 和 爱 森 斯 坦 . 

作为 哥 廷 根 的 教授 ,高 斯 以 高 度 的 创造 性 连续 工作 了 近 50 年 ,他 的 工作 几 


牛顿 (1642 一 1727) 平 都 是 开创 性 的 .以 臻 后 人 评论 说 “后 来 数学 家 的 许多 工作 只 不 过 是 高 斯 所 开 
创 的 工作 的 重复 和 推广 ". 高 斯 的 卓越 工作 和 贡献 使 他 成 为 当时 全 世界 的 最 高 
受 森 斯 二 权威 ,到 他 1855 年 逝世 的 时 候 , 他 受到 了 广泛 的 尊重 ,并 称 他 为 “数学 之 王 ", 所 
(Eisenstein, 以 我 们 要 了 解 这 位 “数学 之 王 ", 与 其 热衷 于 分 析 他 超然 世 外 、 淡 漠 无 情 却 又 陪 
1823 1852), 德 。 明 绝顶 ,智力 过 人 的 复杂 而 又 矛盾 的 个 性 ,与 其 津津 乐 道 于 他 能 记 住 全 部 对 数 
ie 表 , 站 着 五 分 钟 就 证 明了 有 人 说 “实在 是 永远 不 能 证 明 "的 威尔逊 定理 等 富有 传 
” ” “” 奇 色 彩 的 轶 事 , 倒 不 如 对 他 在 数学 的 各 个 领域 所 作 的 重大 贡献 有 一 个 比较 细致 
的 了 解 ,尽管 从 菜 种 意义 上 说 这 是 不 可 能 的 ,因为 高 斯 所 做 的 工作 实在 是 太 多 
了 ,所 以 谁 要 真正 了 解 高 斯 ,除非 他 是 第 二 个 高 斯 .高 斯 的 工作 涉及 了 数论 . 代 
数 、 复 变 函 数论 . 非 欧 几何 、 超 几何 级 数 、 椭 圆 函 数论 .天 文学 . 测 地 学 .电磁 学 以 
及 与 数学 应 用 有 关 的 最 小 二 乘法 .曲面 论 .位 势 论 等 . 
从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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2. 高 斯 的 (算术 研究 》 及 高 斯 数 问题 


在 高 斯 长 达 50 年 的 数学 研究 中 ,其 中 开始 和 结束 都 是 活跃 在 数论 领域 . 

1801 年 当 高 斯 24 岁 时 ,出 版 了 被 誉 为 开创 了 数论 新 纪元 的 巨著 (算术 研 
究 )(《Disquisitiones Arithmeticae》)( 以 下 简称 (研究 》) .此 书 的 出 版 彻底 改变 了 数 
论 这 一 学 科 的 面貌 ,将 数论 研究 提高 到 了 一 个 新 的 水 平 ,该 书 的 第 四 章 二 次 和 
余 ,第 五 章 二 次 型 ,第 七 章 分 圆 方程 ,都 是 划时代 的 理论 成 果 《 研 究 》 远 远 超越 
了 当时 的 水 平 , 以 致 当时 的 学 术 界 对 它 与 其 说 是 理解 ,组 宁 说 是 抱 着 敬 情 的 态 
度 .以 致 这 部 巨著 1800 年 寄 到 法 国 科学 院 时 遭 到 了 拒绝 .为 了 使 更 多 的 数学 家 
能 够 读 懂 《 研 究 ), 狄 利克 雷 毕 生 致力 于 《研究 ) 的 简化 工作 .他 还 应 用 解析 方法 
计算 二 次 型 类 数 , 爱 森 斯 坦 、 闵 可 夫 斯 基 、 塞 格 (C.1.Siegel) 等 致力 于 把 高 斯 的 
二 次 型 理论 扩展 到 多 变数 的 情形 ,而 后 来 库 默 尔 , 希 尔 伯 特 等 人 关于 代数 数论 
的 研究 也 都 源 于 高 斯 关于 四 次 剩余 的 研究 ,所 以 说 高 斯 的 (研究 ) 是 开 近 代数 论 
研究 的 先河 的 巨著 . 

在 《研究 ) 中 ,高 斯 给 出 了 被 他 誉 为 算术 中 的 宝石 的 二 次 互 反 律 的 各 种 证 
明 . 所 谓 二 次 互 反 律 , 即 对 于 奇 素数 p,g(p 关 9) 有 


(2)(4) = (~ 1)(e-D2)((9-D2) 
3 Pp 
卫 、_ 11, 若 为 二 次 剩余 (mod p) 
其 中 (2 和 i nn 为 二 次 非 剩 余 (mod p) 
换言之 , 车 p = 9 = 3(mod 4), 则 二 次 同 余 式 x? = p(mod g),x? = 


9(mod p) 中 一 可 解 ,一 不 可 解 ,不 然 , 则 皆 可 解 ,或 皆 不 可 解 .在 (研究 ) 中 高 斯 
分 别 用 数学 归纳 法 ,二 次 型 理论 ,高 斯 和 整 系数 多 项 式 的 同 余 关系 给 出 了 这 一 
定理 的 各 种 不 同 证 明 , 显 示 出 了 非凡 的 数学 才能 . 希 尔 伯 特 在 1897 年 研究 了 这 
一 19 世纪 数论 的 关键 问题 一 将 二 次 互 反 律 推广 到 代数 数 域 ,并 进而 开创 了 
著名 的 类 域 理论 ,直到 20 世纪 60 年 代 , 还 有 人 在 证 明 二 次 互 反 律 ,其 中 1963 
年 Muray Cerstenhaber 发 表 的 一 篇 论文 的 题目 就 叫 (关于 二 次 互 反 律 的 第 152 
个 证 明 》, 足 见 人 们 对 其 的 重视 与 喜爱 . 

19 世纪 数论 中 还 有 一 个 主 课题 , 即 型 的 理论 ,所 谓 二 元 二 次 型 即 ax? + 
2bxy + cy?, 它 的 研究 源 于 欧 拉 和 拉 格 朗 日 ,高 斯 却 第 -个 系统 化 并 扩展 了 型 的 
理论 .他 的 《研究 ) 一 书 中 有 一 个 异乎 寻常 的 大 章 一 第 五 章 就 是 专注 于 这 一 课 
题 的 . 

另外 ,在 此 书 中 高 斯 还 提出 了 这 样 的 一 个 猜想 即 高 斯 数 猜想 .近代 数学 往 


闵可夫 斯 基 
(Hermann 
Minkowski, 
1864 一 1909 ) , 德 
国 数学 家 , 生 于 
俄国 的 阿 列 克 萨 
塔 斯 ( Alexotas， 
今 在 苏联 考 纳 斯 
(kayhae), 卒 于 
哥 延 根 . 


拉 格 朗 日 
(1736—1813) 
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往 不 是 研究 单个 的 数 ,而 是 按 基本 性 质 把 数 集合 成 种 种 数 的 系统 ,研究 的 是 这 
些 数 系 具有 什么 性 质 , 现 代数 学 研究 的 数 系 ,已 从 整数 系 、 有 理 数 系 ,实数 系 、 复 
数 系 扩展 到 高 斯 整数 系 , 即 a + b V -1(o,5 是 通常 的 整数 ). 高 斯 从 19 岁 开 
始 就 研究 了 这 一 数 系 的 算术 性 质 ,并 且 证 明了 在 这 一 系 中 唯一 的 因子 分 解 定理 
也 成 立 .他 又 进一步 研究 了 一 般 情形 即 a+ b V ~ 4(d 是 正 整数 ) 的 算术 性 质 ， 
他 发 现 并 不 是 对 所 有 的 d 唯一 因子 分 解 定理 都 成 立 ,高 斯 证 明了 当 d = 1,2,3， 
7,11,19,43,67,163 这 九 个 整数 时 ,唯一 因子 分 解 定 理 成 立 .可 是 他 没 能 再 找 出 
其 他 的 a 满足 这 一 性 质 , 于 是 高 斯 猜想 只 有 这 九 个 4 有 上 述 性 质 ,这 一 猜想 直 
到 1966 年 才 被 美国 的 哈 罗 德 - 斯 塔 克 和 英国 的 阿 伦 -贝克 证 明 . 


3: 离 数 与 连续 的 “不 解 之 毕 ” 


素数 论 中 有 许多 著名 定理 都 是 从 经 验 概括 出 猜想 ,然后 再 经 过 严格 的 数学 
推导 加 以 证 明 . 然 而 ,我 们 说 提出 猜想 比 证 明 猜 想 更 难能可贵 ,而 高 斯 则 是 一 个 
“ 猜 "的 能 手 , 一 个 著名 的 例子 就 是 所 谓 “ 素 数 定理 "的 提出 . 

在 数论 领域 中 ,人 们 始终 关心 的 一 个 问题 是 从 0 到 已 知 数 * 之 间 的 素数 的 
平均 密度 问题 ,我 们 可 以 列 出 一 张 表 ,这 些 数据 之 间 乍 看 起 来 似乎 没有 丝毫 联 
系 ,然而 高 斯 却 能 独 具 慧 眼 地 指出 比 x 小 的 素数 个 数 趋 近 于 x/In x, 这 个 猜想 
实在 太 奇妙 了 ,难怪 当时 的 数学 界 表 示 无 法 理解 , 它 一 端 是 离散 的 素数 ,而 另 一 
端 却 是 连续 的 函数 In x, 有 人 称 此 为 离散 与 连续 的 “不 解 之 缘 ”. 


x< 100 x<1000 x<1 000 000 
素数 个 数 2 168 78.496 
素数 百分比 | 25% 16.8% 7.8% 


高 斯 有 一 句 名 言 : 你 ,自然 ,是 我 的 女神 ,我 对 你 的 规律 的 贡献 是 有 限 的 .高 
斯 在 热衷 于 纯 数 学 的 同时 ,对 自然 规律 的 研究 也 倾注 了 巨大 的 热情 .从 1816 年 
开始 ,高 斯 就 在 大 地 测量 和 地 图 绘制 方面 做 了 大 量 的 研究 ,并 亲自 参加 实际 的 
物理 测量 ,同时 发 表 了 大 量 的 论文 ,这 些 工作 激 起 了 高 斯 对 微分 几何 的 兴趣 ,并 
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提出 了 一 个 全 新 的 概念 ,从 而 在 非 欧 几何 学 中 开辟 了 新 的 远景 . 

根据 数学 史 的 有 关 资 料 ,我 们 可 以 断言 :是 高 斯 第 一 个 发 现 了 非 欧 几何 .他 
在 1824 年 写 的 一 封 信 中 透露 ,他 已 发 现 如 果 假 定 三 角形 的 内 角 和 小 于 180? 就 
会 导致 一 种 与 传统 几何 根本 不 同 的 独特 几何 ,他 已 经 能 在 这 种 新 几何 中 解决 任 
何 问题 ,只 除去 某 个 常数 必须 预先 给 定 .高 斯 在 信 中 称 , 他 发 现 的 这 种 新 几何 为 
非 欧 几 里 得 几何 ,就 这 样 历史 上 第 一 次 出 现 了 “ 非 欧 几何 "这 个 术语 . 

然而 ,高 斯 却 没有 勇气 把 这 项 重大 发 现 理直气壮 地 拿 出 来 ,因为 他 深 知 这 
种 新 几何 的 许多 结论 与 人 们 直觉 经 验 相距 太 远 ,不 易 为 世人 理解 ,发 表 后 恺 怕 
会 受到 误解 和 攻击 .但 是 ,高 斯 却 在 1827 年 发 表 了 他 的 曲面 一 般 理论 .否定 第 
五 公设 不 过 是 在 众 目 瞬 瞬 之 下 带 来 一 种 非 欧 几何 ,而 高 斯 的 一 般 曲 面 论 却 神 不 
知 鬼 不 觉 地 暗暗 带 来 无 穷 多 种 非 欧 几 何 . 

在 他 的 题 为 (关于 一 般 曲 面 的 研究 ) 的 经 典 论文 中 ,高 斯 证 明了 每 种 曲面 都 
有 它 自 己 内 在 的 几何 学 , 称 为 曲面 的 内 蕴 几 何 .后 来 黎 曼 推广 了 高 斯 的 工作 . 克 
莱茵 在 评价 高 斯 的 微分 几何 的 工作 时 指出 :“ 高 斯 在 微分 几何 方面 的 工作 本 身 
就 是 一 个 里 程 碑 , 但 是 它 的 含义 比 他 自己 的 评价 要 深刻 得 多 ,在 这 个 工作 之 前 ， 
曲面 一 直 是 被 作为 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 图 形 而 进 行 研 究 的 ,但 是 高 斯 证 明 
了 ,曲面 的 几何 可 以 集中 在 曲面 本 身上 进行 研究 . "高 斯 的 4 关于 一 般 曲 面 的 研 
究 ), 继 欧 拉 \ 蒙 日 (Garpard Monge) 之 后 将 微分 几何 大 大 推进 了 一 步 ,并 决定 了 
这 一 学 科 的 发 展 方向 . 


5. 高 斯 与 正 17 边 形 


在 哥 廷 根 高 斯 的 墓碑 上 没有 刻 他 的 赫赫 英名 ,也 没有 后 人 的 溢 美 之 辞 , 而 
是 刻 了 一 个 圆 内 接 正 17 边 形 . 这 是 因为 在 高 斯 上 大 学 一 年 级 的 时 候 发 现 了 用 
尺 规 作 正 17 边 形 的 方法 ,从 而 解决 了 两 千年 悬而未决 的 几何 难题 ,高 斯 十 分 欣 
党 自己 这 个 将 他 引 向 数学 之 路 的 杰作 ,就 立 下 遗嘱 ,将 其 刻 到 自己 的 莫 碑 之 上 . 

在 解决 这 个 遗留 了 两 千年 的 难题 时 ,高 斯 并 没有 满足 于 仅仅 给 出 画 法 ,而 
是 给 出 了 极其 一 般 的 结果 .高 斯 断言 :一 个 正 n 边 形 是 可 作 图 的 , 当 且 仅 当 n = 
21Pi Py…P, ,这 里 Pi, P,,…, PP, 是 形 为 2 + 1 的 不 同 素数 ,而 ! 是 任意 正 整数 
或 0, 在 证 明 自 己 的 这 项 工作 时 ,高 斯 不 无 自豪 地 指出 :虽然 3,5,15 边 的 正 多 
边 形 以 及 从 它们 直接 得 出 的 那些 一 一 如 2*,2" .3",2" . 5,2" . 15( 这 里 是 正 
整数 ) 的 正 多 边 形 的 几何 作 图 在 欧 几 里 得 时 期 就 已 知道 了 .但 在 两 千年 的 期 间 
里 ,没有 发 现 新 的 可 作 图 的 正 多 边 形 , 而 且 几 何 学 家 们 曾 一 致 声称 没有 别 的 正 
多 边 形 能 够 做 得 出 来 .” 言 外 之 意 ,两 千年 没 人 能 做 出 而 且 被 权威 们 宣称 不 能 
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作出 的 东西 ,高 斯 做 出 来 了 ,不 但 做 出 而 且 做 得 那样 彻底 .高 斯 之 所 以 能 在 等 分 
圆 方面 取得 如 此 巨大 的 成 就 仅仅 是 因为 他 将 原来 的 纯 几何 问题 变 成 了 代数 问 
题 .他 是 在 以 他 的 名 字 命 名 的 平面 上 的 复数 表达 中 完成 这 一 变换 的 ,高 斯 的 想 
法 ,简单 说 来 就 是 考察 方程 x - 1 = 0(p 是 素数 ) ,因为 此 方程 的 根 


M0 sin 0,k Sp 


这 些 复 根 在 高 斯 平面 的 图 象 恰 是 单位 图 内 接 正 p 边 形 的 顶点 ,方程 双 -1 = 0 
也 因此 得 名 为 分 圆 方程 . 


Xk = cos 


6. 奇 妙 的 高 斯 数列 


在 数学 史上 有 一 个 与 斐 波 那 契 数列 齐名 的 数列 , 那 就 是 高 斯 算术 几何 平均 
数列 , 即 


全 = 二 (w+ ta 
bnrt = V anbn 
其 中 ,a = ao,b = bo 为 非 负 的 . 
1791 年 ,年 仅 14 岁 的 高 斯 在 没有 计算 机 的 情况 下 , 取 ao = V2,bo = 1 得 出 
了 惊人 的 结论 , a, , 5。 趋 于 相同 的 极限 值 , 即 
lima, = limb, = 1.918 140 234 735 592 207 44 
聪明 的 高 斯 从 中 看 出 lim a , lim bn 依赖 于 a 和 的 选择 ,可 以 记 作 
M(a,b) = lima = limb, 
于 是 高 斯 猜想 ,对 于 某 一 几何 量 ,可 以 通过 高 斯 算术 平均 数列 来 收敛 它 , 换 言 
之 , 某 一 难于 解决 的 数学 问题 ,可 由 as, 加 逐步 逼近 而 得 到 数值 解答 .果然 8 年 
之 后 ,此 数列 在 计算 椭圆 积分 中 获得 了 巨大 的 成 功 .我 们 知道 ,在 研究 单 摆 运 动 
时 ,不 可 避免 地 要 遇 到 一 类 椭圆 积分 
pe 
0 V aicos2b + jsin20 
这 个 积分 的 原 函 数 是 不 能 用 初等 函数 有 限 给 出 的 ,必须 利用 近似 积分 法 或 者 展 
开 成 无 穷 级 数 来 求 出 .但 在 高 斯 所 处 的 时 代 , 由 于 没有 计算 机 ,所 以 要 计算 这 一 
积分 几乎 是 不 可 能 的 ,而 高 斯 却 设想 用 一 串 构造 极其 简单 的 数列 来 逼近 这 个 积 


分 值 .1799 年 5 月 30 日 ,他 在 日 记 中 写 道 :“ 严 格 地 证 明 M(Y2,1) = 吝 , 也 许 会 
打开 数学 的 一 个 新 领域 . "12 月 23 日 高 斯 宣布 他 已 证 得 了 这 个 结果 , 即 
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2 人 和 dg 注 
ed ( 寺 azco5g + bisin i ) 
换言之 ,不 能 用 初等 孙 数 表达 的 本国 积分 了 被 一 串 构 
a cos Ss 


造 简单 的 数列 | oo 或 {6b} 所 逼近 . 
在 某 种 意义 上 ,发 现 算法 比 论证 算法 更 重要 ,所 以 说 高 斯 在 计算 数 领域 确 
实 做 出 了 了 不 起 的 贡献 .直到 近代 ,高 斯 算法 仍 被 人 们 所 发 展 、 完 善 . 


1. 多才 儿 世 的 数学 家 


正如 克 莱 茵 所 指出 的 那样 :由 于 高 斯 同时 代 人 已 开始 局 限于 专门 问题 的 
研究 ,所 以 高 斯 研究 活动 的 广泛 性 更 加 显得 非凡 了 .” 

高 斯 除了 在 数论 .微分 几何 、 复 变 函数 、 代 数学 、 位 势 论 中 有 许多 重大 贡献 
外 ,还 涉足 于 当时 数学 ,物理 学 、 天 文学 的 一 切 分 支 . 

统计 学 中 的 最 小 二 乘法 的 基础 就 是 高 斯 建立 的 . 另外 ,高 斯 对 概率 也 很 有 
研究 ,1812 年 1 月 30 日 在 他 写 给 拉 普 拉 斯 的 信 中 提出 了 一 个 著名 问题 , 即 设 任 
取 一 0 与 1 之 间 的 数 而 展 为 寻常 连 分 数 , 试 求 其 第 n 个 完全 商 数 有 0 与 x(0 < 
% < 1) 间 的 分 数 部 分 的 概率 .这 个 问题 提出 后 一 百 多 年 没有 人 能 够 解答 ,直到 
1928 年 才 被 苏联 著名 数学 家 P.0. 库 效 民 解决 ,可 见 问题 之 深刻 . 

高 斯 生活 的 年 代 正 是 航海 事业 高 度 发 展 的 时 期 ,高 斯 用 他 那 超人 的 学 识 解 
决 了 许多 航海 的 观测 理论 问题 ,如 被 后 人 命名 的 高 斯 双方 高 度 问题 :根据 已 知 
两 星球 的 高 度 以 确定 时 间 及 位 置 ,这 个 问题 对 于 天 文 工 作者 、 地 理学 者 和 航海 
人 员 都 是 十 分 重要 的 .这 个 问题 的 解决 促使 了 一 整 批 航海 问题 的 解决 ,比较 著 
名 的 是 促使 了 道 维 斯 (Douwen) 导 航 问题 的 解决 .了 

在 确定 时 间 及 位 置 的 时 候 ,由 于 大 气 折射 而 容易 产生 观测 误差 ,为 了 消除 
误差 ,高 斯 还 解决 了 所 谓 的 “高 斯 三 高 度 问 题 〈 即 从 在 已 知 三 星球 获得 同 高 度 
瞬间 的 时 间 间 隔 , 确 定 观 察 瞬 间 、 观 察 点 的 纬度 及 星球 的 高 度 ), 而 这 一 问题 的 
解决 又 导致 了 许多 重要 问题 ,如 李 西 奥 里 (Riccciolji) 问 题 .@ 

作为 哥 廷 根 天 文 台 台 长 ,高 斯 曾 以 巨大 的 热情 致力 于 天 文学 20 余年 .1801 
年 , 当 皮 亚 吉 (Giuseppe Piaggi) 发 现 了 小 行星 谷 神 星 (Geres) 时 ,高 斯 在 没有 计算 
机 的 情况 下 用 笔算 出 了 它 的 轨道 ,并 创立 了 行星 椭圆 轨道 法 ,成 功 地 解决 了 天 


中 道 维 斯 是 荷兰 的 海军 数学 家 , 首 维 斯 问题 :由 一 个 赤 纬 及 两 隔 均 为 已 
的 wa 入 产 折 观测 点 间隔 均 为 已 知 的 星球 (太阳 ) 
李 西 奥 竺 问题 :从 两 个 同时 升 落 的 已 知 星 球 的 中 天 之 间 的 时 间 , 求 观察 点 的 纬度 . 


5 +I =4 (oF3) 


文学 中 怎样 根据 有 限 的 观测 数据 来 确定 新 行星 的 轨迹 这 一 大 难题 ,导致 了 一 个 
八 次 方程 ,后 来 他 总 结 此 法 写成 了 《天 体 沿 圆锥 曲线 绕 日 运动 的 理论 )(《The 0- 
ria Motus Corporum Coeletium》) . 正 是 在 此 书 中 ,高 斯 首次 叙述 了 前 面 提 到 的 最 小 
二 乘法 定理 ,这 实际 给 出 了 一 种 新 的 统计 方法 ,这 种 方法 被 用 来 判断 一 个 几何 
图 形 是 否 最 好 地 表示 了 一 组 数据 . 

高 斯 对 磁 学 的 贡献 也 很 多 ,在 电磁 学 中 有 以 高 斯 命名 的 磁 学 单位 .对 于 高 
斯 在 理论 磁 学 与 实验 磁 学 的 研究 ,麦克 斯 韦 (Maxwell, 1831 一 1879) 在 他 的 巨著 
《电学 与 磁 学 》 中 给 予 了 很 中 肯 的 评价 ,他 说 ;高 斯 的 磁 学 研究 改造 了 整个 科 
学 ,改造 了 使 用 的 仪器 ,观察 方法 以 及 结果 的 计算 .高 斯 关于 地 磁 的 论文 是 物理 
研究 的 典范 ,并 提供 了 地 球 磁场 测量 的 最 好 方法 .他 对 天 文学 和 磁 学 的 研究 开 
辟 了 数学 与 物理 相 结合 的 新 的 光辉 的 时 代 .” 


8. 追 求 完 美的 人 


高 斯 1797 年 3 月 19 日 的 日 记 表 明 , 高 斯 已 经 发 现 了 一 些 椭圆 函数 的 双 周 
期 性 .他 那 时 还 不 到 20 岁 . 另 外 一 则 较 晚 的 日 记 表明 ,高 斯 已 经 看 出 了 一 般 情 
形 的 双 周 期 性 .要 是 他 发 表 了 这 个 结果 , 它 本 身 就 足以 使 他 名 声 显赫 ,但 是 他 从 
来 没有 发 表 它 . 

到 了 1898 年 ,高 斯 去 世 后 43 年 ,这 本 日 记 才 在 科学 界 传播 , 当时 哥 廷 根 皇 
家 科学 院 从 高 斯 的 一 个 孙子 手 里 借 来 这 本 日 记 ,进行 鉴定 研究 . 它 由 19 张 小 8 
开 纸 组 成 ,包括 146 个 发 现 或 计算 结果 的 极 简短 的 说 明 , 最 后 一 个 说 明 的 日 期 
是 1814 年 7 月 9 日 .1917 年 ,复制 件 发 表 在 高 斯 著作 集 的 第 十 卷 (第 一 部 分 ) 
中 ,和 它 一 起 发 表 的 有 几 位 担任 编辑 的 专家 对 它 的 内 容 所 作 的 详尽 分 析 

数学 史家 贝尔 认为 :要 是 这 本 日 记 中 埋藏 了 几 年 或 几 十 年 的 东西 ,当时 就 
立刻 发 表 的 话 ,它们 可 能 会 给 他 赢 来 半 打 伟大 的 声誉 .一 些 内 容 在 高 斯 生前 从 
来 没有 发 表 过 , 当 其 他 人 赶 上 他 的 时 候 ,他 在 他 自己 写 的 任何 著作 中 都 从 未 说 
过 他 比 他 们 领先 ,并 且 这 些 领先 的 东西 并 不 是 纯粹 不 足 道 的 .它们 中 的 一 些 成 
了 19 世纪 数学 的 主要 领域 . 

他 的 日 记 迟 迟 不 发 表 的 原因 是 他 决定 要 以 阿 基 米 德 和 牛顿 为 榜样 ,在 自己 
身后 只 留 下 完美 的 艺术 品 ,要 极其 完美 ,达到 增 一 分 则 多 , 减 一 分 则 少 的 地 步 . 
他 宁肯 三 番 五 次 地 琢磨 修饰 一 篇 杰作 而 不 愿 发 表 他 很 容易 就 能 写 出 来 的 许多 
杰作 的 概要 .他 的 印章 是 一 棵 只 有 很 少 几 个 果实 的 树 , 上 面 刻 着 座右铭 :“Paucu 
sed matura( 少 些 , 但 是 要 成 熟 ).” 

其 实 这 种 完美 主义 倾向 ,发 生 在 许多 数学 家 身上 ,无独有偶 . 
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魏 尔 斯 特 拉 斯 作为 现代 分 析 之 父 ,也 总 是 推迟 发 表 自己 的 工作 .他 并 不 是 
厌恶 发 表 , 而 是 力求 以 记 新 的 途径 ,使 结论 建立 在 牢固 的 基础 上 ,他 反复 推荐 自 
己 的 观念 .理论 和 方法 ,直到 他 认为 已 达到 它们 理应 具有 的 自然 完美 的 方式 为 
止 ,所 以 他 正式 发 表 的 论文 数量 并 不 多 ,这 多 少 影响 了 他 的 某 些 定理 的 优先 权 
如 他 在 1840 年 至 1842 年 间 写 的 4 篇 颇 有 价值 的 论文 ,直到 他 的 全 集刊 印 时 才 
被 人 们 所 看 到 ,这 四 篇 论文 分 别 是 :(1) 关 于 模 函 数 展开 ; (2) 单 复 变量 解析 复数 
的 表示 ;(3) 寡 级 数论 ;(4) 借 助 代数 微分 方程 定义 单 变量 解析 函数 .这 些 鲜 为 人 
知 的 论文 已 显示 了 他 建立 函数 论 的 基本 思想 和 结构 ,其 中 圆 环 内 解析 函数 的 展 
开 早 于 洛 朗 两 年 (不 幸 的 是 ,目前 大 学 复 变 函 数论 中 将 此 称 为 洛 朗 展开 ) ,震级 
数 系数 的 估计 独立 于 柯 西 (A.I. Cauchy) ,而 现代 书 中 都 冠 以 柯 西 的 名 字 . 

这 样 做 对 整个 数学 来 说 是 有 喜 有 忧 的 . 喜 的 是 这 促使 数学 家 们 的 工作 必须 
突出 完整 ,简明 和 有 说 服 力 ,而 且 要 达到 它 的 辛劳 必须 不 留 痕迹 .正如 高 斯 所 
说 :一 座 大 教堂 在 最 后 的 脚手架 拆除 和 挪 走 之 前 ,还 算 不 上 是 一 座 大 教堂 ." 忧 
的 是 这 些 努 力 完善 后 的 果实 确实 是 成 熟 的 ,但 并 不 总 是 容易 消化 的 .达到 目标 
的 所 有 足迹 都 被 抹 去 了 .高 斯 的 追随 者 要 重新 发 现 他 走 过 的 道路 是 不 容易 的 ， 
结果 ,他 的 一 些 著作 必须 等 竺 很 有 天 赋 的 解释 者 作出 解释 后 ,一 般 的 数学 家 才 
能 够 理解 它们 ,看 出 它们 对 尚未 解决 的 问题 的 重要 意义 ,并 向 前 迈进 .他 的 同时 
代 人 请 求 他 放弃 他 那 僵 硬 无 情 的 完美 ,以 便 数学 可 以 前 进 得 更 快 些 ,但 是 高 斯 
从 没有 放宽 对 自己 的 要 求 . 直 到 他 去 世 后 很 久 ,人 们 才 知 道 有 多 少 19 世纪 的 数 
学 ,高 斯 在 1800 年 以 前 就 已 经 预见 到 并 领先 了 .要 是 公布 了 他 知道 的 结 论 , 那 
么 ,很 可 能 数学 要 比 目 前 的 状况 前 进 了 半 个 世纪 或 者 更 多 . 阿 贝 尔 和 雅 可 比 就 
能 够 在 高 斯 停 下 来 的 地 方 开始 研究 ,而 不 必 把 他 们 的 “黄金 时 段 " 的 主要 精力 用 
在 重新 发 展 高 斯 早 在 他 们 出 生 之 前 就 知道 的 东西 上 了 , 非 欧 几何 的 创立 者 们 也 
就 能 够 把 他 们 的 天 才 转 到 其 他 的 事情 上 了 . 


1801 年 9 月 出 版 了 高 斯 的 第 一 部 著作 《算术 研究 》, 有 人 认为 这 是 纯 数学 领 
域 高 斯 最 伟大 的 杰作 ,因为 在 这 之 后 ,他 就 不 再 把 数学 作为 唯一 兴趣 了 .但 到 了 
后 期 高 斯 感到 有 些 后 侮 ,因为 算术 是 他 最 喜爱 的 学 科 , 而 他 况 一 直 没 有 抽出 时 
间 来 写 出 他 年 轻 时 计划 写 的 第 二 卷 . 并 且 十 分 遗憾 的 是 这 本 书 原 定 要 写 八 节 ， 
但 由 于 出 版 商 为 了 缩减 印刷 费用 而 删 去 了 一 节 , 变 成 了 七 节 ， 天 知道 有 什么 天 
才 的 想法 被 删 去 了 . 

在 这 部 书 中 ,高 斯 研究 了 许多 费 马 曾 研究 过 的 问题 .但 高 斯 完全 从 他 个 人 


柯 西 (1789 一 1857) 


洛 朗 (P.A， 
Laurent， 1813 一 
1854) , 法国 数学 
家 、 光 学 家 . 生 于 
巴黎 , 卒 于 同 地 . 
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的 观点 进行 讨论 ,添加 了 许多 他 自己 的 东西 ,并 从 他 对 有 关 问 题 的 一 般 公式 和 
解答 ,推出 了 费 马 的 许多 孤立 结果 .例如 , 费 马 用 他 的 “无 限 下 推 ”的 艰难 方法 ， 
证 明了 每 一 个 形式 为 4n + 1 的 素数 是 两 个 数 的 平方 和 ,并 且 只 有 一 种 和 的 方 
式 .但 他 的 这 个 美妙 的 结论 ,不 过 是 高 斯 对 二 元 二 次 形式 的 一 般 论 述 的 自然 结 
果 . 

但 高 斯 从 来 没有 试图 去 解决 费 马 大 定理 .巴黎 科学 院 在 1816 年 提出 ,以 证 
明 费 马 大 定理 作为 1816 ~ 1818 年 期 间 的 获奖 问题 . 奥 尔 贝斯 在 1816 年 3 月 7 
日 从 不 来 梅 写 信 给 高 斯 ,试图 个 惠 他 参加 竞争 , 信 中 写 到 “亲爱 的 高 斯 ,对 我 来 
说 ,你 着 手 这 项 工作 是 理所当然 的 .” 

但 是 从 两 星期 后 ,高 斯 的 回信 来 看 ,他 并 没有 受到 引诱 , 信 中 说 :“ 我 非常 感 
谢 你 告诉 我 巴黎 大 奖 赛 的 消息 .但 是 ,我 对 作为 一 个 孤立 的 命题 的 费 马 大 定理 ， 
实在 没有 什么 兴趣 ,因为 我 可 以 很 轻易 地 提出 一 大 堆 既 不 能 证 明 其 成 立 ,又 不 
能 证 明 其 不 成 立 的 命题 .” 

高 斯 又 说 ,这 个 问题 使 他 回想 起 了 他 对 数论 进一步 发 展 的 一 些 旧 的 想法 ， 
即今 天 所 谓 的 代数 数论 .但 是 ,高 斯 心目 中 的 理论 是 那样 一 些 东西 中 的 一 个 ,他 
宣称 ,对 于 只 是 透 过 黑暗 模 模糊 糊 地 看 到 的 目标 ,无 法 预见 能 够 取得 什么 样 的 
进展 .为 了 在 这 样 一 个 困难 的 探索 中 取得 成 功 ,必须 吉星 高 照 ,而 高 斯 这 时 的 情 
况 是 这 样 的 ,由 于 大 量 工作 分 散 了 他 的 注意 力 ,他 不 能 埋头 于 这 样 的 实 思 苦 想 . 
但 高 斯 说 他 仍然 确信 ,如 果 他 像 他 希望 的 那样 幸运 ,如 果 他 能 在 代数 数论 中 迈 
出 主要 的 几 步 ,那么 费 马 大 定理 就 会 只 是 最 没有 意思 的 推论 中 的 一 个 . 

由 此 可 见 ,高 斯 之 所 以 “不 受 引诱 "是 因为 他 对 自己 能 否 证 明 这 个 问题 实在 
没有 信心 . 


从 毕 达 哥 拉 其 
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问 入 理性 王国 的 女性 


/人 


Rt 


在 和 间 台 大 定理 挑 成 的 人 群 中 ,人 们 很 少见 到 女人 的 名 字 
据 心理 学 家 说 ,女人 善于 形象 思维 ,而 不 善于 抽象 思维 ,就 是 说 女 
人 重 情感 而 少 理 性 ,所 以 在 理性 王国 中 鲜 有 女人 的 足迹 ,哲学 家 周 
国平 先生 曾 说 过 :“ 女 人 学 哲学 ,对 女人 和 对 哲学 都 是 一 种 伤害 .” 
古代 与 近代 几乎 没有 女 哲 学 家 出 现 ,现代 世界 仅 有 屈指 可 数 的 几 
位 女 哲学 家 ,如 美国 的 阿 伦 特 ,斯 皮 瓦 克 , 法 国 的 波 伏 瓦 ,英国 的 玛 
丽 * 道 格拉 斯 ,澳大利亚 的 安娜 * 韦 尔 斯 贝 卡 .这 句 话 完全 适用 于 数 
学 ,但 这 些 毕 竟 只 是 一 种 概率 提 法 ,大 千 世 界 无 奇 不 有 ,小 概率 事 
件 也 时 有 发 生 , 像 发 现 了 白 乌鸦 之 于 “天 下 乌鸦 一 般 黑 ”, 史 怀 泽 去 
了 非洲 从 林 之 于 “人 往 高 处 走 " 一 样 , 间 入 理性 王国 的 女性 也 是 - 
种 反 粹 的 小 概率 事件 . 


1 .首先 闻 入 再 性 王国 的 女性 一 吉尔 昌 的 效 训 


在 通 往 费 马 猜想 的 这 条 布 满 荆 束 的 纯 理性 之 路 上 ,出 现 的 第 
一 位 可 敬 的 女性 就 是 费 马 的 同乡 ,法 国 数学 家 索 菲 吉 尔 曼 (Sophie 
Germain) . 


我 国 数学 史 专家 解 延 年 先生 饱含 激愤 地 写 道 : 


“1831 年 6 月 26 日 ,在 法 国 巴 歼 , 人 类 历史 上 少数 几 位 杰出 的 。 索 菲 .吉尔 曼 
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伽 罗 瓦 
(1811—1832) 


女 数学 家 之 一 索 菲 ` 吉 尔 受 因 囊 乳腺 冶 洁 然 长 逝 了 .她 带 着 满腔 的 起 
愤 , 带 着 终身 送 憾 默默 地 离开 了 人 世 . 谁 说 妇女 没有 才能 ? 就 是 她 ,在 
数学 领域 里 给 女性 争 得 了 荣誉 的 一 席 之 地 ,但 是 ,社会 的 偏见 紧 紧 地 束 
缚 着 这 位 杰出 的 女 数学 家 ,她 有 起 难 展 , 有 志 难 伸 , 最 后 在 抑郁 悲伤 中 
道 去 . 索 菲 的 死 ,是 对 不 合理 社会 的 无 情 的 控诉 ! 黑 格 尔 说 ,存在 的 就 
是 合理 的 ,从 这 个 意义 上 说 ,社会 没有 错 ,民众 也 没有 错 ,因为 如 果 把 对 
人 才 的 鉴别 与 选拔 看 成 全 社会 的 一 种 集体 经 济 行为 ,那么 它 是 需要 成 
本 的 , 随 大 流 于 世俗 是 一 种 成 本 最 低 的 选择 ,就 像 高 考 一 样 ,对 某 些 天 
才 来 说 ,就 是 不 合理 的 ,但 对 全 社会 来 说 , 它 却 又 是 合理 的 .” 


索 菲 吉 尔 曼 ,1776 年 4 月 1 日 出 生 在 巴黎 一 个 富有 的 家 庭 .她 出 生 的 年 代 
正 处 在 法 国政 治 经 济 矛盾 集中 的 18 世纪 末 ,在 她 的 整个 少年 时 期 ,法 国 社会 一 
直 动荡 不 安 . 索 非 是 她 父母 的 独生女 儿 , 一 向 被 视 为 掌上 明珠 .在 这 种 骚乱 时 
期 ,父母 出 于 安全 的 考虑 把 她 关 在 家 里 ,让 她 过 着 与 世 隔绝 的 生活 ,这 使 她 感到 
极度 的 孤独 与 苦闷 ,于 是 , 便 一 头 钴 进 了 她 父亲 丰富 的 藏书 室 中 . 索 非 发 现 了 _- 
本 数学 史书 ,这 本 数学 史书 深 深 地 吸引 着 她 .最 使 她 难以 忘记 的 是 “数学 之 神 " 
阿 基 米 德 之 死 .75 岁 高 龄 的 阿 基 米 德 在 罗马 士兵 攻破 叙 拉 十 时 ,还 在 专心 致 志 
研究 几何 ,不 幸 死 在 一 个 罗马 士兵 的 屠刀 之 下 .她 想 , 几 何 学 竟 有 如 此 之 魅力 ， 
其 中 必 有 无 穷 之 奥秘 ,于 是 开始 走 进 了 数学 王国 的 大 门 . 当然 一 个 人 从 事 何 种 
职业 ,确立 什么 生活 志向 是 由 许多 因素 决定 的 ,但 这 次 偶然 的 阅读 ,是 一 个 决定 
性 的 因素 ,这 是 情理 之 中 的 . 

索 菲 潜心 钻研 数学 , 兑 到 了 夜以继日 \ 废 罕 忘 食 的 地 步 . 父 母亲 心疼 她 , 强 
迫 这 位 姑娘 晚上 早早 睡觉 .为 了 防止 好 偷偷 息 起 来 看 书 , 拿 走 了 她 所 有 的 外 衣 . 
可 是 第 二 天 一 早 才 发 现 ,桌子 上 点 残 的 螨 烛 , 结 了 冰 的 墨水 瓶 , 没 有 写 完 的 算 
式 , 索 非 庄 着 被 子 在 桌子 前 睡 着 了 .这 种 刻苦 钻研 的 精神 使 双亲 感动 得 热泪 到 
眶 ,由 反对 转 为 热心 的 支持 . 索 菲 利用 这 段 时 期 自学 了 代数 ,几何 与 微 积分 , 打 
下 了 数学 的 牢固 基础 .这 时 她 刚 满 18 岁 . 

1794 年 巴黎 创办 了 多 科 工艺 学 院 ( 伽 罗 瓦 (Evariste Calois) 曾 报考 过 ) . 索 非 


| 兴 冲 冲 地 去 报名 ,可 是 他 们 拒绝 招收 女生 . 案 非 感到 失望 ,但 没有 灰心 .她 想 方 


设法 弄 来 了 数学 方面 的 所 有 教材 .她 经 过 细心 的 钼 研 以 后 ,发 现 各 种 讲义 中 以 
拉 格 朗 日 教授 的 讲义 最 为 精辟 .法 国 大 革命 后 ,社会 风气 日 趋 开明 ,大 学 里 允许 
学 生 向 教授 们 提出 自己 的 看 法 . 于 是 , 索 非 便 化 名 为 “布朗 "这 样 一 个 男 学 生 的 
名 字 写 了 一 篇 论文 , 寄 给 了 拉 格 朗 日 “ 拉 格 朗 日 看 黑 论 文 ,大 为 赞赏 ,决定 亲自 
拜访 这 位 叫 "布朗 "的 学 生 . 见 面 之 后 才 知道 这 位 学 生 竟 是 一 位 年 轻 女郎 , 大 数 
学 家 拉 格 朋 日 感到 售 异 万 分 ,给 索 菲 以 热情 的 鼓励 ,并 欣然 接受 指导 她 的 请 求 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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得 到 拉 格 朗 日 教授 的 鼓励 和 指导 , 索 菲 更 增添 了 继续 攀登 数学 高 峰 的 勇气 . 

1801 年 ,德国 大 数学 家 高 斯 发 表 了 一 部 数论 的 杰作 《算术 研究 》, 这 是 一 部 
经 典 之 作 , 但 这 部 著作 过 于 艰深 以 至 于 许多 数学 家 都 很 难看 懂 . 索 菲 用 心 钻研 
了 这 部 著作 ,并 得 出 了 自己 的 一 些 结果 .1804 年 ,她 又 化 名 “布朗 " 写 信 给 高 斯 ， 
高 斯 看 到 来 信 欣 喜 万 分 ,认为 找到 了 知音 .从 那 以 后 ,两 人 一 直 保持 书信 来 往 ， 
研讨 数论 问题 .1807 年 普法 战争 爆发 ,法 国 军队 占领 了 汉诺威 .这 消息 不 禁 使 
索 菲 想起 了 古 希 腊 “ 数 学 之 神 " 阿 基 米 德 之 死 , 她 深 为 高 斯 的 安全 担心 .恰好 攻 
占 汉诺威 的 法 军统 帅 培 奈 提 将 军 是 索 菲 父 亲 的 朋友 ,于 是 她 散 然 前 往 拜 见 培 奈 
提 , 要 求 他 对 高 斯 进行 保护 . 培 奈 提 被 这 位 姑娘 的 精神 所 感动 ,派出 一 位 密使 到 
汉诺威 执行 保护 高 斯 的 命令 .高 斯 后 来 才 知道 这 位 见义勇为 的 朋友 就 是 和 他 经 
常 通信 的 “布朗 ", 使 他 更 为 惊异 的 是 这 位 “布朗 "原来 是 一 位 漂亮 的 小 姐 一 一 索 
菲 . 

索 菲 在 数论 方面 的 成 就 ,是 在 一 定 条 件 下 证 明了 著名 的 费 马 猜想 . 案 菲 利 
用 高 斯 的 某 些 结果 证 明了 在 x,y,z 互 素 的 条 件 下 ,不 定 方程 

区 

在 n < 100 以 内 没有 正 整数 解 .这 在 当时 是 对 费 马 猜想 的 一 个 重大 突破 . 这 项 
成 就 使 案 菲 开始 在 数学 界 声 露头 角 . 

现在 让 我 们 具体 了 解 一 下 吉尔 曼 究竟 做 了 些 什么 . 

费 马 猜想 可 以 归结 为 证 明 


和 不 定 方程 
好 + 加 = 0 
(其 中 ,p 是 奇 素数 ) 均 无 xyz zx 0 的 整数 解 . 
这 是 因为 任 一 个 大 于 2 的 整数 ,如 果 不 是 4 的 倍数 ,就 一 定 是 某 个 奇 素数 
P 的 信 数 . 当 n 是 4 的 倍数 时 ,x4" + Yim = ztm 的 无 解 又 可 归 之 于 证 x+ + y+ = 
式 的 无 解 ,这 一 点 已 由 费 马 用 无 递 降 法 解决 了 ! 同 样 地 , 当 n 是 p 的 倍数 时 则 归 
之 于 证 w+ 站 = z+ 无 解 .但 是 ,这 就 异常 困难 了 . 
如 果 (x,y) = d, 则 有 d 1 z, 故 只 须 研究 下 述 不 定 方程 , 即 
+ =a=0(xy)= (xz) = (yz) = 1 四 
熟知 , 当 x + y 六 0,(x,y) = 1 时 
艺 二 和) = 1 或 p 


(> A 
同 理 , 当 x + z 关 0,(x,z) = 1 或 y+z 关 0,(y,z) = 1 时 ,分 别 有 


+# 
x+z 1 械 p 


(Cs 


59 + = (43) 


和 (r+) = 1 或 p 
当 (z+ 79,7)= (s+a te)= (y+ zt)=1 


s+y xX+z y+z 
时 , 即 p 信 xyz 时 , 叫 费 马 大 定理 的 第 一 情形 ; 除 此 之 外 , 即 p 1 xyz 时 , 叫 费 马 大 定 
理 的 第 二 情形 . 

一 般 来 讲 , 初 等 方法 往往 仅 能 解决 费 马 大 定理 的 第 一 情形 . 案 菲 首先 推出 : 

定理 1 ”如 果 存在 一 个 奇 素数 9 ,使 得 同 余 式 

+= 2 = 0(modp) @ 

只 有 9 1 xyz 的 整数 解 x,y,z, 且 对 任意 整数 上 有 有 以 才 pP(modp), 则 @ 没 有 站 
xyz 的 整数 解 x,y,z, 即 费 马 大 定理 第 一 情形 成 立 . 

证 明 ”如 果 @ 有 解 x,y,z,p+zyz, 则 由 四 有 
Pt 。 人 ,下 


PS y+z 
s+” 
z+x= b,x = Hy =- by 
dh 
四 =P,z=-o 


由 此 可 得 
2x=P+o-a,2y= +a-b,2z=ao+b-o 
而 @ 的 解 x,y,z 显然 满足 同 余 式 @, 故 有 9 1 xyz, 可 设 g1x, 从 而 
x*=P+o+(-a) =0(modg) 
再 根据 题 设 9 | abc, 但 9 十 bc( 这 是 因为 ,车 g 1 4 或 g 1 c, 不 妨 设 g16b, 得 g1 
Yy, 与 (*,y) = 1 矛盾 , 同 理 可 证 9 十 c). 于 是 9 | a, 得 出 
z+y=a=0(modg) 


或 
z =- y(mod g) @ 
由 41x 得 
P= ++ 0! = #1(mod gq) © 
再 由 图 得 
= + +! = pt-!(mod q) 
由 @ 得 


名 = py(mod 9) © 
由 于 奇 素数 9 十 7( 否 则 (zx,y) 1), 故 (g,y) = 1 即 存在 7 ,使 得 wy' + 99 = 
1 或 my' = 1(mod gq), 由 @ 得 
(&7') = py = p(mod 4) 
此 与 所 给 条 件 “ 对 于 任意 如 关 p(mod g)" 矛 盾 .证 毕 . 
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例如 ,利用 定理 ,可 以 轻易 证 出 费 马 定理 第 一 情形 在 p = 7 时 成 立 .不 定 方 
程 @ 在 p = 7 时 ,没有 7 站 zyz 的 整数 解 .这 只 要 取 9 = 29, 因 为 对 任何 整数 | 有 
(1,29) = 1, 则 了 =+ 1, + 上 12(mod 29). 从 这 一 点 同时 可 知 同 余 式 

x +y +2 = 0(mod29) 
没有 29 十 zyz 的 解 ,以 及 没有 整数 上 适合 同 余 式 
k? = 7(mod 29) 

故 上 述 定理 的 条 件 满足 . 

索 菲 进 一 步 又 得 到 更 具 一 般 性 的 ; 

定理 2 设 g = 2hp + 1 是 素数 ,如 果 g 目 Ds, 这 里 


站 的 加 (6 


的 人 bE [Re 


p* #1(mod g) @ 
则 方程 @ 无 p 二 zyz 的 整数 解 , 即 费 马 大 定理 第 一 情形 成 立 . 
证 明 ”利用 定理 1 来 证 .如 果 

WP+H+2 =0(modg) 

有 解 x,y,z 满足 9 十 xyz, 则 易 证 存在 整数 u,v 适合 
X= ws(mod g),y =- v(mod g),(u,g) = (v,g) = 1 

代入 式 @, 得 (w+1-)=0(modg) 
故 4g 十 z, 故 


且 


w+l1= w(mod g) 
因为 9 = 2hp + 1, 故 由 费 马 小 定理 有 
uP = 1(mod g) @ 
和 
vi = 1(mod 9) 
将 @,@ 代 入 四 可 得 


2h 2h 
Up 人 je 十 (; ) ee + 一 + ( 
由 @ 逐步 得 
2h 2h 
人 je (; Bn sy +| 


jw 1= 1(mod g) 
1 | ri 
w+1= 1(mod g) 


ed 


61 He=s(o>3) 


(ue 9 的 本 (人 = 1(mod 9) 


2 2h 2h 
(24-Dp ( ) (2h-2D)p ( Ee ( )= 0(mod 
u + 六 二 (mod 9) 


故 得 Da = 0(mod 9) 
与 所 设 条 件 9 十 Da 不 合 .这 就 证 明了 @ 没有 9 十 xyz 的 整数 解 x,y,z. 
此 外 ,如 果 有 整数 上 满足 
局 = pmod g) 
由 于 4 = 2 如 + 1 六 p, 显 然 (k,g) = 1, 故 由 上 式 得 
Ph = ke = 1(mod g) 
这 与 式 @ 矛盾 .这 就 证 明了 对 任意 的 整数 上 ,如 去 p(mod g), 于 是 定理 1 的 两 
个 条 件 都 得 到 了 满足 .证 毕 . 
最 后 , 索 非 利 用 定理 2 推出 了 如 下 关键 的 结论 : 
定理 3 ” 设 p 是 一 个 奇 素数 , 当 
(1) 2p + 1 是 一 个 素数 时 , 费 马 大 定理 第 一 情形 成 立 . 
(2) 4p + 1 是 一 个 素数 时 , 费 马 大 定理 第 一 情形 成 立 . 
证 明 (1) 如 果 2p + 1 是 一 个 素数 , 则 2p +1 宇 7, 而 D, = 3, 故 2p + 1 二 
D2; 此 外 ,p? -1= (p+1)(p 一 1), 放 2p + 1 站 p? -1, 故 结论 成 立 . 
(2) 如 果 4p + 1 是 一 个 素数 , 则 4p + 1 > 13, 而 
4641 


故 (D4,m + 1) = 1. 此 外 
下 -1=(pP-Dp+l)(P+1l) 


而 4p+1t(p-1)(p+1) 
我 们 来 证 明 4p + 1 十 P2 + 1, 否 则 有 
p+1=2(4p +1)(4m+1) 0 


显然 m 关 0, 故 可 设 m > 0, 由 加 得 
2(4p + DD(4m+1)>4p r+p>p +1 
故 式 @ 不 能 成 立 , 于 是 证 得 4p + 1 p* - 1. 证 毕 . 
此 外 ,法 国 数学 家 勒 让 德 利用 定理 2 还 证 明了 当 8p + 1,10p + 1,14p + 1， 
16p + 1 之 一 为 素数 时 , 费 马 定理 第 一 情形 成 立 .由 此 可 推出 p < 100 时 ,第 一 情 
形成 立 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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这 就 是 吉尔 曼 在 数论 方面 的 部 分 工作 . 除 此 之 外 , 索 菲 最 为 卓著 的 成 就 是 
用 微分 方程 解决 了 “关于 弹性 曲面 振动 的 数学 理论 "的 问题 .这 个 问题 是 由 德国 
物理 学 家 克拉 尼 (Fmst F.F. Chladni) 最 先 提出 来 的 ,解决 这 个 问题 需要 用 到 很 
高 深 的 微 积 分 知识 .一 维 的 情形 解决 得 较 好 ,二 维 的 情形 却 非常 韩 手 ,就 连 当时 
很 多 著名 的 科学 家 对 此 都 一 筹 莫 展 . 同 费 马 大 定理 一 样 , 重 赏 之 下 必 有 勇 夫 , 拿 
破 仑 下 令 法 国 科学 院 用 金 质 奖 章 悬 赏 征求 符合 实验 数据 的 弹性 曲面 数学 理论 
的 最 好 论文 .1811 年 , 索 菲 呈 交 了 第 一 篇 论文 ,包括 拉 格 朗 日 在 内 的 科学 院 评 全 里 叶 
议会 认为 尚 不 够 完善 ,未 予 通过 .1813 年 , 索 菲 呈 交 了 第 二 篇 论文 ,得 到 了 评议 〈1768 一 1830) 
会 很 高 的 评价 ,但 他 们 认为 还 有 需要 改进 的 地 方 . 1816 年 , 索 菲 呈 交 了 第 三 篇 
论文 , 题 为 “关于 弹性 板 震 动 的 研究 报告 ,终于 获得 了 法 国 科学 院 的 金 质 奖章 . 
索 菲 "三 试 状元 榜 " 的 事迹 传 为 科 坛 佳话 .她 的 这 项 重要 成 果 震 动 了 整个 科学 
界 . 索 非 被 誉 为 近代 数学 物理 (建立 在 数学 理论 基础 上 的 物理 学 ) 的 更 基 人 , 受 
到 当时 最 著名 的 科学 家 ,如 柯 西安 培 、 拉 维 、 勒 让 德 , 泊 松 、 传 里 叶 的 赞扬 和 敬 
佩 . 拉 维 特别 赞赏 这 位 女 数学 家 的 成 就 ,他 颇 为 风趣 地 说 :“ 这 是 一 项 只 有 一 个 
女人 能 完成 而 少数 几 个 男人 能 看 懂 的 巨大 成 就 !” 

但 是 同 后 面 将 要 介绍 的 几 位 女 数学 家 一 样 ,巨大 的 成 功 并 没有 带 来 相应 的 
承认 ,许多 科学 家 为 了 推荐 她 而 四 处 奔走 ,但 当时 社会 的 学 术 大 门 对 妇女 是 关 
闭 的 ,她 连 一 个 合适 的 职业 也 找 不 到 .她 终生 没有 获得 过 一 个 学 位 ,没有 担任 过 
任何 科学 职务 ,更 不 可 能 进 大 学 里 去 当 教授 .她 郁郁 寡 欢 ,悲愤 难 平 ,55 岁 那 年 
离开 了 人 世 . 她 的 最 知音 者 是 高 斯 ,两 人 虽然 长 期 通信 ,但 始终 未 能 谋 而 .高 斯 
在 德国 为 她 奔走 呼吁 ,最 后 在 著名 的 哥 廷 根 大 学 替 她 申请 到 了 一 个 荣誉 博士 的 
学 位 .但 当 高 斯 把 这 个 好 消息 写 信 寄 到 巴黎 时 , 索 非 已 经 抱 着 终身 的 遗憾 闲 上 
了 双眼 .我 们 似乎 应 该 抛弃 那 种 简单 的 抱怨 社会 不 公平 ,或 像 女权 主义 者 那样 
偏执 激 品 ,因为 这 样 丝毫 没有 建设 性 ,从 现代 物理 学 “ 炉 " 的 角度 来 看 ,女人 搞 数 
学 是 一 种 反 粹 活动 , 它 与 当时 社会 对 妇女 的 要 求 ,与 流行 的 价值 观 差距 甚大 .从 
物理 的 观点 看 , 负 炉 的 产生 必须 伴 之 以 做 功 .同样 ,人 的 负 炳 行动 则 是 需要 付出 
代价 的 .在 索 菲 之 后 还 有 两 位 著名 的 女 数 学 家 , 即 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 与 诺 特 . 


2. 相 站 埔 上 的 做 积 分 一- 做 国 女 雪村 家 柯 寻 到 夫 斯 卡 权 的 政事 


读者 们 大 概 会 很 多 次 听见 过 一 位 伟大 的 女 数 学 家 的 名 字 , 数 学 史上 极 少 的 
几 位 女 大 学 教授 之 一 索非亚 -华西 里 耶 夫 娜 - 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 .虽然 ,在 科学 的 
领域 中 ,她 的 创作 不 仅 和 中 学 的 数学 教程 离 得 很 远 ,而 且 和 高 等 学 校 的 数学 教 ” 柯 娃 列 夫 斯 卡 二 
程 也 有 相当 的 距离 ,但 是 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 生平 和 性 格 是 非常 引 人 注 意 和 有 “183501891) 
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教育 意义 的 .俄罗斯 以 拥有 她 的 科学 成 果 而 感到 骄傲, 因此 ,我 们 有 必要 简单 地 
来 介绍 一 下 她 的 生平 以 及 她 在 科学 上 所 取得 的 成 就 . 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 于 1850 年 1 月 15 日 生 于 莫斯科 一 个 名 叫 B.B. 果 尔 维 
克 鲁 可 夫 斯 基 的 军人 家 庭 . 她 的 父亲 不 久 就 退职 了 ,并 且 迁 居 到 威 特 比 斯 
克 省 自己 曾 管辖 的 领域 上 居住 .这 位 将 军 有 两 个 女儿 ,大 女儿 叫 安娜 ,小 女儿 叫 
索菲亚 .将 军 为 了 使 自己 的 女儿 们 成 为 一 个 有 教养 的 贵族 小 姐 ,因此 聘请 了 一 
位 家 庭 教 师 .姊妹 两 人 在 家 庭 教师 的 监督 和 培养 之 下 接受 教育 ,并 学 习 外 国语 
及 音乐 ,因为 这 位 将 军 本 身 原来 是 一 位 有 名 望 的 数学 家 M.B. 奥 斯 特 洛 格拉 斯 
基 ( 微 积分 中 有 著名 的 奥 斯 特 洛 格拉 斯 基 公 式 ) 的 一 位 学 生 ,于 是 这 位 将 军 决定 
使 小 女儿 索菲亚 接受 比较 严格 的 教育 ,因此 ,就 聘请 了 一 位 有 名 望 的 教师 一 一 
约瑟夫 * 依 格 纳 契 耶 维 契 ' 玛 列 维 芝 .索菲亚 是 一 位 聊 明 而 用 功 的 学 生 , 但 是 ,学 
习 开 始 时 她 对 于 算术 不 是 感到 特别 有 兴趣 .只 有 在 第 五 学 年 时 ,这 位 13 岁 的 女 
学 生 , 当 她 在 计算 圆周 的 长 度 与 直径 的 比 ( 数 x) 时 , 才 表 现 出 了 自己 的 数学 天 
才 : 她 给 出 了 所 求 的 比 的 独立 结论 . 当 女 教师 玛 列 维 芝 指 出 索菲亚 在 得 出 结论 
时 走 了 某 些 弯路 的 时 候 , 她 就 开始 器 起 来 . 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 在 自己 的 回忆 中 亲自 谈 到 过 ,引起 她 对 数学 感到 兴趣 的 最 
大 的 影响 是 一 次 与 朴 父 的 谈话 ,是 谈 到 关于 化 圆 为 方 问题 (关于 用 圆规 和 直 尺 
无 法 做 出 一 个 具备 有 等 于 该 贺 面 积 的 正方 形 图 的 问题 ) 和 其 他 一 些 津津 有 味 的 
数学 题目 .这 些 谈话 激发 了 她 的 思维 活动 并 且 在 思维 活动 中 形成 了 一 种 关于 数 
学 作为 一 门 有 很 多 有 趣味 又 奥妙 的 疑 谜 的 科学 的 表象 . 

柯 娃 列 夫 斯 卡 姬 还 谈 到 过 另外 巩固 了 她 对 数学 的 兴趣 的 情况 .她 说 , 当 我 
的 家 庭 迁居 在 乡村 时 ,所 有 的 房 于 都 要 重新 装饰 一 新 ,因此 要 将 所 有 的 房子 贴 
上 新 的 壁纸 .但 是 ,因为 房间 多 ,壁纸 不 够 ,所 以 有 一 间 儿 童 的 房子 没有 贴 上 壁 
纸 , 然 而 ,这 些 壁 纸 必 须要 到 圣彼得堡 城 订购 才 行 .这 是 一 件 大 事情 .为 了 一 间 
房子 而 决定 去 订购 壁纸 ,这 是 不 值得 的 ,全 家 人 都 在 等 待 着 解决 这 个 问题 .但 
是 ,这 间 受 潮 的 房子 ,已 经 经 历 了 若干 年 月 ,只 有 一 边 墙 贴 上 了 简单 的 纸 .幸而 
从 我 父亲 在 青年 时 代 所 买 到 的 一 本 奥 斯 特 洛 格拉 斯 基 所 著 的 关于 高 等 数学 人 
门 的 指导 书 中 撕 下 一 些 纸 ,可 以 临时 裤 糊 其 他 的 墙 . " 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 就 从 这 些 
散 页 中 经 过 经 常 的 观察 ,把 一 些 难以 理解 的 词句 和 一 些 奥妙 的 公式 牢记 在 心中 
了 .这 也 变 成 了 她 学 习 高 等 数学 的 人 门 指导 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 15 岁 的 时 候 就 开 
始 学 习 非 常 著名 的 教师 A.H. 斯 达 拉 诺 柳 柏 斯 基 所 著 的 《高 等 数学 ) 的 课程 ,并 
听 过 某 些 问 题 的 说 明 ,这 些 问题 是 她 在 壁纸 上 看 到 而 没有 了 解 的 问题 .教师 教 
给 她 一 些 新 的 概念 ,这 些 新 的 概念 像 她 的 老 朋 友 一 样 ,她 很 快 就 领会 了 这 些 概 
念 ,这 使 得 她 的 教师 感到 异常 的 惊奇 . 

但 是 ,在 这 件 事 情 以 前 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 14 岁 时 ,她 就 以 自己 的 天 才 使 得 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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她 父亲 的 朋友 ,物理 学 教授 开 .n. 德 尔 托 夫 感 到 了 惊奇 .这 时 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 
还 没有 学 完 中 学 数学 课程 ,但 不 久 , 她 就 独立 地 通晓 了 在 课本 中 所 使 用 的 数学 
公式 (三 角 学 的 公式 ) .在 此 之 后 ,这 位 以 自己 的 女儿 的 成 绩 而 感到 骄傲 的 将 军 ， 
就 决定 在 冬季 送 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 到 圣彼得堡 (列宁 格 勒 之 称 ) 去 学 习 数 学 和 物 
理 .15 岁 的 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 抓 住 了 这 个 机 会 ,于 是 她 就 到 圣彼得堡 去 继续 学 
习 . 

然而 ,这 样 的 事情 ,对 她 说 来 毕竟 是 很 小 的 事情 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 迫切 要 求 
受到 完整 的 高 等 教育 . 

当时 的 俄罗斯 的 高 等 学 校 是 不 收 女生 的 ,而 给 妇女 留 下 唯一 的 道路 ,就 是 
当时 很 多 女孩 子 所 走 的 道路 , 即 是 请 求 到 国外 去 寻找 受 高 等 教育 的 可 能 ! 

赴 国外 旅行 必须 要 得 到 父亲 的 许可 才 行 ,而 她 的 父亲 是 不 愿意 让 自己 的 女 
儿 去 国外 旅行 的 . 当 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 已 满 18 岁 时 , 借 与 当时 一 位 闻名 的 自然 科 
学 研究 者 一 一 弗 拉 基 米 尔 ` 奥 鲁 依 耶 维 契 ' 卡 瓦 列 夫 斯 基 试 婚 为 名 ,并 以 他 的 
“妻子 "的 身份 与 她 的 姐姐 一 起 到 德国 .到 达 德国 后 ,她 顺利 地 进入 了 海德 堡 大 
学 .大 学 的 教授 们 ,其 中 包括 一 些 著名 的 教授 ,都 为 自己 有 这 样 一 位 有 才能 的 女 
学 生 而 感到 喜出望外 .因而 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 就 成 为 了 这 个 小 城市 很 稀奇 而 著 
名 的 人 物 , 当 这 个 城市 的 一 些 母 亲 们 在 街 上 一 碰 到 她 时 ,就 告诉 自己 的 孩子 们 ， 
这 是 正在 大 学 学 习 数 学 的 一 位 惊人 的 俄国 的 姑娘 . 

在 3 年 的 学 习 中 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 由 于 非常 努力 地 学 习 而 学 完了 大 学 的 课 
程 ,如 数学 ,物理 学 ,生物 学 .她 很 想 跟 当时 居住 在 柏林 的 一 位 欧洲 闻名 的 数学 
家 一 一 卡尔 ` 魏 尔 斯 特 拉 斯 继续 深造 数学 . 当时 妇女 们 是 不 能 被 录取 进入 柏林 
大 学 的 ,但 受到 柯 娃 列 夫 斯 卡 姓 的 特殊 的 才能 所 感动 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 教授 终于 
同意 教 她 一 部 分 课程 ,并 在 4 年 中 与 她 一 起 复习 了 她 以 前 在 大 学 所 学 过 的 课程 
(这 里 也 不 排除 异性 相 吸 的 因素 , 据 数 学 史家 考证 ,开始 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 此 事 非 
常 冷淡 ,但 当 他 第 一 次 见 到 大 草帽 下 面 那 张 动人 的 脸 时 ,不 禁 为 之 一 动 , 于 是 态 
度 大 变 , 欣 然 接 受 单独 辅导 的 请 求 , 并 据 传 后 期 两 人 的 关系 颇 有 暧昧 之 嫌 . 所 以 
从 这 件 事 说 来 ,数学 家 不 是 神 , 他 首先 是 个 人 ).1874 年 的 哥 廷 根 大 学 是 德国 数 
学 科学 研究 的 中 心 ,根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 教授 的 建议 ,无 辩论 通过 柯 娃 列 夫 斯 卡 
姬 三 项 工作 而 决定 授予 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 博士 学 位 . 

其 中 第 一 项 研究 工作 是 关于 偏 微分 方程 的 理论 .众所周知 , 柯 西 在 1842 年 
得 出 了 偏 微分 线性 方程 组 解 的 存在 的 理论 ,并 指出 如 何 把 非 线 性 组 化 为 这 种 情 
况 .然而 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 当时 并 不 知道 柯 西 这 些 工作 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 证 明 
较 柯 西 的 证 明 要 简单 些 , 用 彭 加 勤 的 话 来 说 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 姬 给 出 了 这 条 定理 
的 最 终 形式 .现在 ,人 们 称 这 条 定理 为 柯 西 - 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 定理 ,并 把 它 列 人 
分 析 的 基本 教程 中 . 


65 L417 =2 (123) 


第 二 项 研究 工作 是 关于 土星 环 的 形状 问题 .这 是 补充 和 评论 有 关 研 究 拉 普 
拉 斯 关于 土星 环形 的 问题 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 在 这 里 发 展 了 拉 普 拉 斯 认为 土星 环 
是 由 几 个 液体 环 所 组 成 并 且 是 互 不 影响 的 土星 环 的 研究 . 拉 普 拉 斯 得 出 ,横断 
环 面 有 一 个 椭圆 形状 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 嫩 在 比较 一 般 的 前 提 下 解决 了 这 个 问题 
(第 二 次 近似 值 ) ,得 出 横断 环 面 是 卵 形 ,这 项 研究 在 狄 塞 郎 的 天 体力 学 中 有 详 
细 的 叙述 .这 项 工作 的 主要 成 就 被 蓝 柏 的 水 动力 学 加 以 引用 

第 三 项 工作 是 关于 把 菜 类 第 三 阶 的 阿 贝 尔 积分 化 为 椭 贺 积分 的 研究 .特别 
地 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 解决 了 在 任何 情况 下 将 包含 八 次 多 项 式 的 超 椭 图 积 分 化 为 
一 种 的 椭圆 积分 的 问题 . 魏 尔 斯 特 拉 斯 曾经 在 自己 的 谈话 中 指出 ;我 有 许多 从 
不 同 国家 来 的 学 生 , 在 这 么 多 的 学 生 中 , 谁 都 比 不 上 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 女士 .” 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 经 过 了 5 年 的 顽强 的 学 习 , 得 到 了 最 令 人 称赞 的 博士 学 
位 .在 这 些 年 里 ,她 旅行 过 一 些 地 方 , 到 过 伦敦 ,也 到 过 巴黎 .由 于 她 没有 生活 经 
验 和 不 善于 安排 自己 的 事情 ,她 的 生活 过 得 不 够 舒适 . 

24 岁 的 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 带 着 令 人 称赞 的 哲学 博士 毕业 证 书 同 她 的 丈夫 一 
起 回 到 了 俄国 . 

她 的 姐姐 安娜 * 瓦 西里 也 耶 夫 娜 是 一 位 有 写作 天 赋 的 人 , 常 被 杰出 的 俄国 
作家 中 .M. 多 斯 托 斯 基 所 称赞 .她 已 经 离开 海德 堡 去 巴黎 ,并 在 巴黎 与 一 位 从 
事 革命 工作 的 维克托 尔 ` 查 克 辽 尔 结 了 婚 .1871 年 ,安娜 与 其 丈夫 积极 地 参加 
了 巴黎 公社 的 活动 . 当 巴 黎 公 社 失败 时 ,维克托 尔 , 查 克 辽 尔 被 捕 . 被 捕 后 死刑 
在 威胁 着 他 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 与 她 的 丈夫 潜 人 被 包围 的 巴黎 .她 帮助 受伤 的 公 
社 社员 ,她 曾 在 医院 工作 过 ,为 了 救助 姐夫 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 写 了 一 封 信 给 她 的 
父亲 请 求 帮助 ,因为 她 父亲 曾经 认识 一 些 新 兴 资 产 阶 级 政府 中 有 势力 的 人 . 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 和 她 的 丈夫 回 到 俄国 并 居于 圣彼得堡 .受到 过 卓越 的 数学 
教育 的 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 ,当时 竟 无 法 为 祖国 贡献 自己 所 获得 的 知识 .当时 在 国 
外 所 获得 的 哲学 博士 学 位 正 等 于 帝 俄 时 代 的 硕士 .获得 硕士 学 位 的 人 是 可 以 在 
俄国 的 大 学 里 教书 的 ,是 有 答辩 硕士 和 博士 学 术 论文 的 可 能 ,并 能 以 后 担任 大 
学 教研 室 主 任 的 职务 .可 是 ,所 有 这 一 切 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 是 无 法 获得 的 .她 仅 
仅 在 女子 中 学 里 教 初级 班 的 算术 ,没有 教 高 级 班 的 课程 . 当 她 亲自 参加 了 祖国 
的 政治 和 文化 的 活动 时 ,她 有 好 多 年 抛弃 了 数学 的 钻研 .后 来 ,在 切 比 雪夫 的 帮 
助 下 ,她 在 1880 年 恢复 了 数学 的 研究 ,她 在 俄国 提出 过 学 位 考试 的 请 求 被 当时 
的 政府 拒绝 了 . 赫 里 辛 格 福 尔 大 学 教授 米 特 达 格 ' 菜 夫 勒 想 把 柯 娃 列 夫 斯 卡 姬 
聘请 到 这 所 大 学 做 教员 的 尝试 也 没有 得 到 结果 

柯 娃 列 夫 斯 卡 嫩 在 各 方面 都 取得 了 一 些 成 就 并 是 一 位 卓越 的 活动 家 .她 从 
事 过 文学 评论 工作 ,为 报纸 撰 稿 ,在 报 上 发 表 过 一 些 科学 短文 和 戏剧 评论 . 柯 娃 
列 夫 斯 卡 娅 曾经 举行 过 一 次 盛大 的 晓 会 ,很 多 著名 的 学 者 和 杰出 的 作家 都 出 席 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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From Pythagoras To Wiles 


了 这 个 晚会 .如 化 学 家 门 捷 列 夫 、\ 布 特 烈 洛 夫 , 物 理学 家 斯 托 列 夫 , 自 然 学 家 色 
车 诺 夫 ,数学 家 切 比 雪夫 ,作家 导 格 涅 夫 、 妥 思 陀 耶 夫 斯 基 以 及 一 些 科学 和 文化 
方面 的 代表 . 

1881 年 在 斯 德 哥 尔 摩 开办 了 一 所 新 的 大 学 , 莱 夫 勒 教授 担任 这 所 大 学 数 
学 教研 室 的 领导 工作 . 莱 夫 勒 教授 经 过 非常 大 的 努力 终于 说 服 了 斯 德 哥 尔 摩 的 
当权 者 , 才 把 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 聘请 到 这 所 大 学 里 来 担任 副教授 的 职务 ,当时 的 
民主 报 发 表 了 一 篇 文章 来 迎接 她 的 抵达 :“ 今 天 我 们 报导 的 并 不 是 一 个 平常 的 
公主 …… 科 学 的 公主 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 女士 亲自 来 访问 我 们 ,这 说 明了 她 尊敬 我 
们 的 城市 .她 并 且 是 全 瑞典 的 第 一 位 女 副教授 .” 

一 些 保守 的 学 者 和 居民 带 着 一 种 轻视 的 眼光 来 迎接 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 .作家 
斯 特 林 德 别 尔格 指出 , 女 数学 教授 是 一 种 骇人听闻 的 \ 有 伤 体面 的 和 不 合适 的 
现象 .但 是 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 学 识 和 教育 才能 终于 使 她 的 反对 者 绒 口 无 言 .一 
年 以 后 她 被 提升 为 正教 授 ,并 且 ,除了 教 数学 以 外 ,她 还 被 委任 代 教 力学 的 课 
程 . 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 在 斯 德 哥 尔 摩 工作 期 间 , 即 1884 年 起 她 对 科学 和 文学 的 
事业 更 感到 了 极 大 的 兴趣 .在 文学 作品 中 表现 了 她 的 生动 活泼 和 渊博 的 知识 以 
及 广泛 的 兴趣 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 在 当时 就 是 一 位 卓越 的 小 说 作家 .在 斯 德 哥 尔 
摩 工 作 时 ,她 与 瑞典 的 女 作家 米 特 达 尔 * 莱 夫 勒 共同 写 出 一 本 有 趣味 的 剧本 《为 
幸福 而 奋斗 》. 这 是 在 世界 文学 史 中 以 数学 为 题材 所 写 出 的 唯一 作品 .这 个 剧本 
在 俄国 曾 被 公演 过 好 多 次 . 除 此 以 外 ,她 还 写 了 一 本 自传 《儿童 时 期 的 回忆 》, 长 
篇 小 说 (虚无 主义 者 》, 散 文 (在 瑞典 农民 大 学 里 的 三 天 》, 回 忆 录 《乔治 : 爱 里 柯 》 
以 及 其 他 的 一 些 作 品 ,这 些 作品 曾经 用 瑞典 文 . 俄 文 以 及 其 他 国家 的 文字 出 版 
过 . 

1888 年 ,巴黎 科学 院 举 行 了 一 次 国际 征文 ,题目 是 “关于 刚体 绕 固定 点 运 
动 的 问题 ”. 在 当时 ,这 是 一 件 能 得 到 最 高 奖金 的 研究 工作 .这 个 问题 归根 结 底 
仅 决定 于 两 种 情形 .这 是 一 个 最 难 的 数学 题目 ,当时 有 许多 杰出 的 数学 家 试 着 
解 过 , 像 伟 大 的 数学 家 物理 学 家 和 天 文学 家 ,圣彼得堡 科学 院 院士 欧 拉 和 法 国 
的 数学 家 拉 格 朗 日 .因为 当时 考虑 到 这 项 研究 工作 的 特别 重要 性 ,所 以 ,由 法 国 
最 广泛 的 数学 家 们 所 组 成 的 科学 委员 会 决定 把 奖金 由 3 000 法 郎 增加 到 5 000 
法 郎 . 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 在 自己 的 应 征 著作 座 页 上 写 了 这 么 一 句 格言 “说 你 所 知 
道 的 话 ,做 你 所 应 做 的 事 ,成 为 你 所 想 做 的 人 .”1888 年 征文 结果 终于 公布 了 . 
柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 就 是 这 项 研究 工作 的 作者 .1888 年 2 月 24 日 ,巴黎 科学 院 讨论 
决定 将 奖金 颁发 给 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 .正如 法 国 当时 的 杂志 所 登载 的 :“ 柯 娃 列 夫 
斯 卡 娅 是 第 一 个 越过 大 学 门槛 而 领 到 奖金 的 女士 .” 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 当时 的 高 兴 ,我 们 是 可 以 理解 的 .关于 这 件 事情 她 这 样 地 
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记载 下 来 ;从 一 些 杰 出 的 数学 家 手中 所 泻 跑 了 的 题目 ,人 们 称 它 为 长 发 鱼 尾 的 
裸体 女 鬼 之 妖 的 题目 (这 是 古代 南斯拉夫 之 传说 ) , 它 被 谁 所 帘 破 和 抓 住 了 呢 ? 
终究 被 索菲亚 " 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 解决 了 !1” 

直到 现在 ,从 前 被 称 为 数学 上 的 长 发 鱼 尾 的 裸体 女 鬼 之 妖 的 关于 能 动 的 问 
题 也 还 不 是 完全 地 被 解决 了 ,也 就 是 说 ,我 们 没有 一 般 的 方法 来 研究 对 于 任何 
参数 值 和 运动 方程 式 内 函数 的 任何 初 值 的 运动 .但 是 ,无 论 怎样 ,今后 的 研究 结 
果 仍 然 永远 与 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 名 字 连 在 一 起 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 定理 ” 重 刚体 绕 固定 点 运动 的 方程 式 ,在 一 般 的 情形 下 没 
有 一 些 单 值 的 解答 ,这些 解答 包含 5 个 任意 常数 并 在 整个 变量 的 平面 上 除了 极 
点 之 外 ,没有 其 他 的 奇异 点 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 得 出 一 种 新 的 情况 , 当 物 体 的 重心 
在 为 了 定点 而 作 的 惯性 椭圆 的 赤道 上 时 ,这 个 惯性 椭圆 体 应 该 是 一 个 旋转 的 椭 
圆 体 ,并 且 满足 下 列 条 件 :4 = B=2C,4,B 和 C 是 主要 惯性 能 率 . 

当 得 出 这 样 一 个 结论 时 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 就 转 到 刚体 运动 在 所 说 情况 下 的 
问题 ,并且 完 全 地 解决 了 这 个 问题 . 

为 了 俄国 和 俄国 的 科学 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 朋友 们 尽力 设法 使 她 回 到 祖 
国 ,但 是 始终 没有 得 到 口是心非 , 数 衍 塞责 的 沙皇 时 代 的 科学 院 的 批准 . 它 说 ， 
“ 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 女士 在 俄国 不 能 得 到 像 她 在 斯 德 哥 尔 摩 工作 所 获得 的 那样 的 
荣誉 和 那样 高 的 报酬 和 地 位 ." 一 直到 1889 年 末 , 根 据 以 切 比 雪夫 (eGbures， 
Ja 中 hyruii JIbBoBHq,1821 一 1894) 为 首 的 俄国 数学 家 们 的 建议 , 才 推选 这 位 卓越 
的 妇女 为 彼得 格 勒 科学 院 通讯 院士 .为 了 这 一 问题 ,科学 院 不 得 不 预先 通过 一 
个 关于 推选 一 名 女 通讯 院士 的 原则 性 的 决议 .但 是 ,只 赋予 了 她 这 一 光荣 的 称 
号 ,而 没有 给 予 她 以 物质 的 支持 ,因此 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 回国 工作 的 希望 终于 
没有 实现 

当时 在 俄国 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 找 不 到 能 适合 她 工作 的 地 方 .差不多 她 全 部 
的 科学 的 活动 都 是 在 国外 进行 的 .她 所 有 的 科学 著作 都 登载 在 外 国 的 杂志 上 .. 

1874 年 到 1881 年 这 是 她 生活 在 俄国 的 时 期 .为 了 了 解 俄 国 数学 家 们 的 思 
想 ,在 这 一 时 期 中 她 很 少 从 事 数学 的 研究 工作 .但 是 ,后 来 她 开始 对 切 比 雪夫 的 
著作 很 感 兴趣 ,她 曾经 把 切 比 雪 夫 的 论文 译 成 法 文 , 在 数学 杂志 上 发 表 . 

柯 娃 列 夫 斯 卡 姬 在 意大利 度 过 寒假 而 回 到 斯 德 哥 尔 摩 . 她 于 1891 年 初 就 
患 了 感冒 ,经 过 短期 的 医治 ,后 因 肺炎 于 同年 2 月 10 日 病逝 于 斯 德 哥 尔 摩 并 埋 
磊 在 那个 地 方 . 

在 举行 葬礼 的 时 候 ,广大 的 社会 阶层 都 参加 了 这 个 集会 ,其 中 参加 葬礼 的 
有 科学 院 的 院士 ,大 学 教授 和 大 学 生 . 一 位 杰出 的 法 律 专家 格 瓦 列 夫 斯 基 致 祭 
词 : 
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From Pythagoras To Wiles 


“索菲亚 * 柯 妊 列 夫 斯 卡 妊 ! 由 于 您 渊博 的 科学 知识 ,您 创作 的 天 
才 , 您 高 贵 的 品质 ,不 管 过 去 和 将 来 ,将 永远 是 您 祖国 的 光荣 .俄国 所 有 
的 科学 家 和 文学 家 不 是 白白 地 为 您 哀悼 .从 辽阔 的 帝国 的 各 个 角落 里 ， 
从 赫 尔 新 格 福 尔 和 齐 夫 里 西 地 方 ,从 哈 尔 科 夫 和 萨 拉 托 夫 地 方 都 向 您 
的 陵 莫 送 来 了 花 围 来 蛋 念 您 .命中 注定 了 您 没有 机 会 为 您 的 祖国 工作 . 
然而 ,瑞典 接纳 了 您 ,您 为 这 个 国家 增加 了 光荣 ,为 科学 上 的 朋友 增加 
了 光荣 ! 尤其 是 为 年 轻 的 斯 德 哥 尔 摩 大 学 增加 了 光荣 ! 但 是 , 当 您 由 
于 不 得 已 而 远离 祖国 出 外 工作 的 时 候 ,您 始终 保持 了 自己 的 民族 特性 ， 
您 仍然 是 一 个 诚实 可 靠 而 忠实 于 俄国 南方 的 同盟 者 .未 来 是 属于 爱好 
和 平 的 、 正 义 的 和 自由 的 俄国 .我 代 普 她 向 您 致 最 后 一 次 的 告别 1” 


斯 德 哥 尔 摩 大 学 的 前 任 校长 米 特 达 尔 ' 菜 夫 勒 说 :我 代表 斯 德 哥 尔 摩 大 
学 ,代表 全 国 数学 科学 研究 工作 者 ,代表 所 有 从 远方 和 近 处 来 的 朋友 们 和 学 生 
们 向 您 作 最 后 一 次 的 告别 ,并 向 您 致 以 谢意 .感谢 您 深厚 的 友情 和 广博 的 智慧 ， 
你 以 这 些 来 作为 青年 时 代 的 精神 上 的 粮食 ,我 们 后 代 的 子孙 ,如 同 今天 的 人 一 
样 将 永远 会 尊敬 您 的 名 字 .感谢 您 那些 珍贵 的 友谊 的 礼物 ,您 把 这 些 礼物 赠送 
给 了 所 有 亲近 于 您 的 人 .” 

1896 年 俄国 高 级 女子 训练 班 委 员 会 征集 了 一 些 钱 ,在 斯 德 哥 尔 摩 给 柯 娃 
列 夫 斯 卡 娅 的 陵 侨 上 立 上 了 一 块 纪念 碑 , 这 块 纪念 碑 是 根据 一 位 建筑 家 H.B. 
苏 尔 达 诺 夫 的 设计 而 制 成 的 ， 

柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 得 到 了 瑞典 科学 院 其 中 一 项 奖金 以 后 ,接连 发 表 过 几 篇 科 
学 的 文章 .她 的 著作 范围 是 一 些 还 没有 发 表 过 的 研究 ,如 数学 ,力学 ,物理 学 和 
天 文学 (关于 土星 环 ) 等 方面 的 研究 .关于 力学 方面 的 研究 ,她 已 完成 了 卓越 的 
数学 家 欧 拉 和 拉 格 朗 日 所 研究 的 工作 .在 数学 方面 ,她 完成 了 柯 西 定理 ,她 补充 
和 修正 了 拉 普 拉 斯 关于 土星 环 的 理论 问题 . 欧 拉 \ 拉 格 朗 日 , 拉 普 拉 斯 , 柯 西 ,他 
们 都 是 18 世纪 末 至 19 世纪 初 的 杰出 的 数学 家 .为 了 补充 和 修正 这 样 一 些 科学 
泰斗 的 工作 ,必须 要 一 位 有 过 人 智慧 的 人 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 就 是 这 么 一 位 有 过 
人 智慧 的 人 .她 所 得 到 一 些 科学 上 的 新 成 就 ,大 学 里 的 很 多 课程 中 都 得 到 了 陈 
述 . 

为 了 阐明 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 在 科学 史 中 占 有 什么 样 的 地 位 ,不 仅 要 与 男子 比 
较 一 下 ,而 且 需 要 与 一 些 搞 科学 的 女性 学 者 相 比较 一 下 ,这 样 就 会 清楚 了 . 柯 娃 
列 夫 斯 卡 娅 曾经 亲自 谈 到 过 她 的 生活 和 人 生 观 :我 觉得 ,我 要 献身 于 真理 一 一 
科学 ,并 且 为 女性 开辟 一 条 新 的 道路 ,这 就 是 致力 于 正义 的 事业 . 

因此 ,除了 她 的 一 些 科 学 上 和 文学 上 的 功绩 之 外 ,在 为 妇女 获得 平等 地 位 
的 斗争 历史 中 也 有 过 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 功绩 .她 经 常 在 自己 的 书 讯 中 谈 到 :她 
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的 成 败 与 否 ,这 不 仅 与 她 个 人 有 关 , 而 且 与 全 体 妇女 们 的 利益 是 息息相关 的 . 因 
此 ,她 对 自己 的 要 求 是 非常 严格 的 . 

在 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 之 前 , 除 吉尔 曼 以 外 我 们 在 数学 史上 仅仅 知道 几 个 女 数 
学 家 的 名 字 . 如 5 世纪 ,一 位 希腊 女人 希 帕 蒂 娅 ,她 以 自己 的 博学 而 驰名 ,她 研 
究 过 哲学 和 数学 ,她 对 数学 家 阿波 罗 尼 斯 和 基 阿 万 特 的 数学 写 过 一 些 评论 .她 
写 过 几 部 小 说 ,又 是 一 位 语言 学 家 .一 位 修 必 之 妻 周 莎 列 (1706 一 1749), 是 一 位 
女 翻 译员 ,她 曾经 把 牛顿 的 著作 《原理 》 从 拉丁 文 译 成 法 文 ,她 向 法 国 著名 的 作 
家 和 哲学 家 伏 尔 泰 学 过 历史 学 并 教 过 伏 尔 泰 数学 . 巴 龙 斯 基 大 学 的 一 位 教授 ， 
意大利 人 玛丽 雅安 耶 吉 (1718 一 1799) ,在 高 等 数学 里 的 * 安 耶 吉 定 律 " 中 有 她 
的 名 字 , 她 为 了 意大利 青年 的 学 习 而 写 了 一 本 分 析 课程 . 另 一 位 法 国 妇女 高 尔 
钦 西 娅 * 列 波 特 (1723 一 1788) ,是 一 位 著名 的 计算 家 ,她 的 名 字 被 人 们 称 为 绣球 
化 ,这 是 从 印度 引用 来 的 . 

在 前 苏联 也 有 很 多 女性 是 数学 教授 ,其 中 我 们 罗列 出 这 样 一 些 杰出 的 教 
授 ,如 维 拉 ' 约 瑟 夫 娜 . 亚 黄 ( 卒 于 1918 年 ), 娜 杰 施 达 - 尼 里 拉 也 夫 娜 * 耿 尔 特 
(1876 一 1943), 叶 卡特 利 娜 * 阿 列 克 塞 也 夫 娜 * 娜 雷 西 基 娜 (1895 一 1940) , 柯 娃 列 
夫 斯 卡 娅 的 朋友 叶 里 查 维特 * 费 多 洛 夫 娜 * 李 特 维 诺 娃 (1845 一 1918) ,以 及 现今 
很 多 还 活着 的 数学 家 .同时 不 能 不 同意 前 苏联 科学 院 院 士 ,物理 数 学 科学 博士 
别 拉 格 依 * 雅 可 夫 列 夫 诺 依 博 陆 巴尔 诺 夫 * 可 奇 的 意见 , 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 以 自 
己 的 天 才 和 所 得 到 的 成 就 胜 过 了 许多 男性 . 


3. 美 神 没 有 光顾 她 的 括 复 一 一 近世 代数 之 母 诺 将 


如 果 说 吉尔 曼 和 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 的 工作 还 属于 古典 数学 的 范畴 ,那么 可 以 
说 第 一 位 对 近代 数学 有 所 贡献 的 女 数 学 家 当 推 德国 数学 家 诺 特 (Amalie Emmy 
Noether, 1882 一 1935) . 

在 美国 布 林 ` 莫 尔 (Bom Mawr) 女 校友 公告 中 有 一 段 说 明 : "如果 上 文 不 是 
著名 德国 数学 家 外 尔 (Hermann Weyl,1885 一 1955) 博 士 亲 笔 所 写 , 那 也 是 在 他 的 
鼓励 下 写成 的 . 爱 因 斯 坦 (Albert Einstein) 先 生根 本 没有 见 过 诺 特 (Noether) 女 
士 . 所谓“ 上 文 ”, 就 是 爱 因 斯 坦 于 1935 年 5 月 3 日 在 (纽约 时 报 》 上 发 表 的 文 
章 ,内 容 如 下 : 


“人 类 的 大 多 数 正 为 他 们 的 日 常生 计 而 奋斗 ;那些 或 是 由 于 幸运 、 
或 是 由 于 特殊 的 天 赋 而 能 免 于 这 类 奋斗 的 人 ,他 们 之 中 的 大 多 数 主要 
被 吸引 去 进一步 改善 他 们 的 物质 生活 .在 人 们 积累 物质 财富 的 种 种 努 
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力 背 后 ,总 是 隐藏 着 一 种 幻觉 ,以 为 那 就 是 最 具体 最 值得 追求 的 目标 : 
说 好 这 里 还 有 少数 人 ,他 们 在 年 轻 的 时 候 就 认 清 了 人 类 所 能 体验 到 的 
最 美的 和 最 令 人 满足 的 事 并 非 来 自 外 部 世界 ,而 是 和 自己 的 感情 思维 
和 行为 息息相关 的 .这 些 个 人 的 生活 并 不 为 他 人 所 注目 .然而 ,他 们 奋 
斗 得 来 的 果实 却 是 一 代 人 所 能 给 予 子孙 后 代 的 最 有 价值 的 财富 . 

“就 在 前 几 天 ,一 位 杰出 的 数学 家 埃 米 ' 诺 特 教授 去 世 了 ,享年 53 
岁 .她 以 前 在 哥 廷 根 大 学 , 近 两 年 在 布 林 英 尔 学 院 工作 .根据 现在 的 权 
威 数学 家 们 判断 , 诺 特 女士 是 自 妇 女 开 始 受 到 高 等 教育 以 来 最 富 于 创 
造 性 的 数学 天 才 .在 最 有 天 赋 的 数学 家 们 为 之 忙 厌 了 若干 世纪 的 代数 
领域 里 ,她 发 现 了 一 套 方 法 ,当前 一 代 年 轻 孝 学 家 的 成 长 已 证 明了 这 套 
方法 的 巨大 意义 .按照 这 种 方法 ,纯粹 数学 就 是 一 首 远 辑 概念 的 诗篇 . 
人 们 寻找 最 一 般 的 运算 概念 , 它 将 给 尽 可 能 大 的 涉及 形式 关系 的 领域 
以 一 个 简单 的 、 丈 辑 的 和 统一 的 形式 .在 努力 达到 这 种 丈 辑 美的 过 程 
中 ,你 会 发 现 精神 的 法 则 对 于 更 深入 地 了 解 自然 规律 是 必需 的 

“ 埃 米 * 诺 特 出 生 在 一 个 以 喜好 钻研 学 问 著称 的 犹太 家 庭 , 尽 管 有 
哥 息 根 伟 大 的 数学 家 希 尔 伯 特 为 她 出 力 , 她 却 始终 没 能 在 自己 的 国家 
里 获得 科学 上 的 地 位 .但 在 哥 廷 根 ,仍然 有 一 群 学 生 和 研究 者 跟随 她 开 
展 工作 ,她 确实 已 经 成 为 著名 的 教师 和 研究 者 .德国 的 新 统治 者 对 经 年 
累 月 所 从 事 的 不 谋私 利和 意义 重大 的 工作 所 给 予 的 报答 ,就 是 将 她 解 
雇 , 这 使 地 丙 失 了 维持 简朴 生计 的 手段 和 从 事 数 学 研究 的 机 会 .美国 科 
学 界 有 远见 的 朋友 们 有 幸 能 为 她 在 布 林 英 尔 学 院 和 普林斯顿 安排 了 工 
作 , 这 不 仅 使 地 生前 在 美国 找到 了 珍惜 她 的 友谊 的 同事 ,而 且 有 了 一 批 
令 人 欣 财 的 学 生 , 他 们 的 热情 使 地 在 生命 的 最 后 几 年 过 得 最 为 愉快 ,也 
许 还 使 她 获得 了 一 生 中 最 丰硕 的 成 果 .” 


1809 年 ,德国 巴 登 省 发 布 的 宽恕 令 中 , 提 到 一 个 名 叫 塞 缪 尔 (Elias Samuel) 
的 人 .他 是 一 个 犹太 家 庭 的 户主 ,当局 要 求 他 和 他 的 五 个 孩子 更 改姓 名 .于 是 ， 
他 选 了 庶 特 (Nther) 作 姓 , 并 把 一 个 儿子 赫 艾 (Hertz) 改 名 为 赫 尔 曼 (Hermann). 
赫 尔 曼 18 岁 那 年 离开 家 乡 ,前 往 曼 海 姆 (Mannheim) 学 习 神学 .然而 在 1837 年 ， 
他 跟 他 的 哥哥 约瑟夫 (Joseph) 一 起 开办 了 一 所 铁器 批发 商号 .这 个 买卖 一 直 经 
营 了 近 一 个 世纪 ,最 后 被 反 犹太 势力 所 通 迫 而 倒闭 . 

赫 尔 曼 (Hermann) 和 阿 玛 莉 亚 * 庶 特 (Amalia Nather) 一 共生 了 五 个 子女 . 
1844 年 出 生 的 老 三 叫 马克 斯 .他 14 岁 那 年 患 小 儿 麻 痹 症 , 给 他 留 下 了 终身 的 轻 
度 残 疾 .但 他 后 来 却 成 了 一 位 伟大 的 数学 家 .1875 年 ,他 到 爱尔兰 根 大 学 任教 
授 ,一 直 工 作 到 1921 年 去 世 .1880 年 ,马克 斯 和 艾 达 * 阿 玛 莉 亚 * 考 夫 曼 (Jda A- 
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菲 克 恩 * 克 
莱茵 (Felix 
Klein, 1849— 
1925), 德 国 数学 
家 . 生 于 德国 杜 
塞 尔 多 夫 
( Diisseldorf )， 卒 
于 哥 延 根 . 


大 卫 : 希 尔 伯 
特 (David 
Hilbe#, 1862 一 
1943) ,德国 数学 
家 . 生 于 普鲁士 
柯 尼 斯 堡 
(kinigbherg, 今 俄 
罗斯 的 加 里 宁 格 
勒 ) 的 书 洛 
(Wehlau), 卒 于 
哥 苇 根 . 


malia Kaufmann) 结 婚 .虽然 他 们 在 结婚 证 上 用 的 姓 是 Nather, 但 马克 斯 和 他 所 有 
的 孩子 都 改 用 Noether 作 姓 . 

埃 米 * 诺 特 ,1882 年 3 月 23 日 生 于 德国 南部 城市 爱尔兰 根 (Edangen) .她 是 
马克 斯 和 艾 达 " 诺 特 (Ida Noether) 的 第 一 个 孩子 .不 久 ,她 就 有 了 弟弟 . 阿 伯 特 
(Albert) 生 于 1883 年 , 弗 瑞 效 (Fritz) 生 于 1884 年 ,还 有 一 个 弟弟 降生 于 1889 年 . 
这 一 家 子 租 了 Ntimberger 大 街 30 - 32 号 公寓 大 楼 第 一 层 里 的 一 个 大 套间 .公寓 
里 另 一 个 长 年 居住 的 房客 是 威 德 曼 (Eilhard Wiedemann) 教 授 , 人 们 记得 他 是 一 
位 物理 学 家 ,还 是 个 伊斯兰 人 . 诺 特 家 在 那里 大 约 一 直 住 了 45 年 

小 时 候 , 埃 米 的 眼睛 就 高 度 近视 ,长 相 也 极 平常 ,没有 任何 出 众 之 处 .老师 
和 同学 记得 她 喜欢 学 习 语言 ,对 所 教授 的 犹太 宗教 一 点 也 不 感 兴趣 . 像 其 他 女 
孩子 一 样 ,她 修学 钢琴 课 和 舞蹈 课 , 但 也 并 不 喜好 它们 . 

离开 她 念 的 高 中 一 一 爱尔兰 根 市 立 高 级 女子 学 校 3 年 之 后 , 埃 米 参 加 了 为 
到 中 学 去 当 法 语 和 英语 教师 的 考试 .这 场 考试 于 1900 年 4 月 在 安 斯 巴 希 (Ans- 
bach) 举 行 .不 过 ,她 刚刚 通过 考试 而 获得 当 语言 教师 的 资格 , 却 又 对 上 大 学 发 
生 了 兴趣 . 

1900 年 冬季 , 诺 特 进入 爱尔兰 根 大 学 .在 近 千 名 学 生 中 ,只 有 两 名 女性 ,她 
就 是 其 中 之 一 .但 按照 规定 , 女 学 生 不 能 像 男 学 生 那 样 在 校注 册 , 她 们 只 有 在 一 
门 课 的 主讲 教授 的 同意 下 ,才能 参加 该 课 的 考试 以 取得 学 分 ,而 她 们 往往 得 不 
到 这 份 同意 .不 过 ,不 论 有 没有 通过 按 常 规 必修 的 课程 , 女 学 生 最 后 可 以 参加 为 
取得 大 学 文凭 而 设 的 考试 . 

在 爱尔兰 根 大 学 ,早期 教 埃 米 的 教授 中 有 一 位 历史 学 家 ,和 一 位 罗曼 斯 
语 D 教 授 .1900 年 至 1902 年 间 , 埃 米 必须 去 攻读 数学 而 不 是 语言 ,因为 她 应 利 
用 那 段 时 间 为 最 后 的 毕业 考试 做 准备 .1903 年 7 月 ,她 通过 了 大 考 . 

1903 年 冬 , 埃 米 到 哥 延 根 大 学 听讲 .她 在 那里 听 了 像 幸 尔 曼 , 闵 可 夫 斯 基 、 
菲 克 思 * 克 莱茵 和 大 卫 ' 希 尔 伯 特 那样 一 些 杰出 数学 家 们 讲 的 课 .可 是 ,她 在 那 
里 只 呆 了 一 学 期 就 回 到 爱尔兰 根 ,因为 这 时 候 可 以 准许 女性 像 男性 一 样 在 校 上 
学 ,女性 也 能 以 过 去 只 适用 于 男性 的 方式 参加 考试 了 . 

1904 年 10 月 , 诺 特 正式 注册 进入 爱尔兰 根 大 学 学 习 . 作 为 哲学 系 二 部 的 一 
名 成 员 ,她 仅仅 攻读 数学 .1907 年 12 月 13 日 ,她 通过 了 博士 口试 ;1908 年 7 月 ， 
她 的 文凭 号 列 进 爱尔兰 根 大 学 的 档案 ,号 码 是 202. 

关于 指导 诺 特 完成 学 位 论文 的 教授 哥 尔 丹 ,大 数学 家 外 尔 在 他 的 纪念 演说 
中 是 这 样 讲 的 : 


语 竺 2 罗曼 斯 语 (Romanee) :拉丁 系 语言 ,包括 由 拉丁 语 演变 而 成 的 法 语意 大 利 语 .西班牙 语 、 葡 萄 牙 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 
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“在 爱尔兰 根 , 跟 马 克 斯 ' 诺 特 并 肩 工作 的 数学 家 是 哥 尔 丹 ,他 像 诺 
特 本 人 一 样 也 是 克 菜 伯 斯 (Clebseh) 学 派 的 门徒 .不 久 前 (1874 年 ), 哥 
尔 丹 来 到 爱尔兰 根 ,他 在 这 所 大 学 一 直 工 作 到 1912 年 亡故 .1907 年 , 埃 
米 由 他 指导 完成 了 博士 论文 “三 元 双 二 次 型 不 变量 的 完全 系 ”, 这 篇 论 
文 完全 体现 了 埃 米 的 精神 ,并 追随 了 他 所 研究 的 问题 .《 数 学 年 鉴 》 
(《Mathematische Annalen》) 中 有 一 篇 追悼 哥 尔 丹 的 详细 计 告 以 及 分 析 他 
的 工作 的 文章 , 那 是 马克 斯 ' 诺 特 在 埃 米 的 协助 下 起 草 的 .在 埃 米 早年 
的 生活 中 ,除了 她 的 父亲 ,， 哥 尔 丹 肯定 是 她 最 熟悉 的 人 当中 关系 最 密切 
的 一 位 ,起 初 是 因为 哥 尔 丹 是 他 们 家 的 朋友 ,后 来 当然 还 因为 哥 尔 丹 是 
一 位 数学 家 ,虽然 她 自己 的 数学 志趣 很 快 转向 了 完全 不 同 的 方向 ,但 好 
对 哥 尔 丹 一 直 怀 着 深 深 的 客 意 .我 记得 ,她 在 哥 廷 根 的 书房 里 挂 着 他 的 
肖像 .她 的 父亲 和 哥 尔 丹 这 两 个 人 对 好 的 成 长 起 了 决定 性 的 作用 ;这 个 
父 女 科学 家 族 一 一 女儿 无 疑 是 父亲 的 代数 方面 的 继承 人 ,但 跟 父 亲 又 
有 不 同 ,她 有 自己 的 基本 概念 和 问题 ,她 干 得 十 分 出 色 , 令 人 满意 .这 位 
父亲 一 一 我 们 从 他 的 文章 ,其 至 从 他 为 (数学 年 鉴 ) 写 的 许多 篇 计 告 性 
传记 中 获得 这 样 的 印象 一 一 聪明 、 蹇 智 .为 人 热心 豁达 ,他 的 兴趣 广泛 
并 受过 最 好 的 教育 .” 


哥 尔 丹 是 另 一 种 类 型 的 人 :脾气 古怪 、 容 易 冲 动 .兴趣 偏 一 .他 极 喜 好 散步 
和 谈话 一 一 散步 时 ,他 喜欢 不 时 到 一 片 露天 啤酒 店 或 者 咖啡 馆 里 去 坐 坐 .要 是 
有 朋友 在 旁 相伴 ,他 会 挥舞 胎 膊 , 打 着 手势 在 那里 高 谈 阔 论 , 毫 不 理会 周围 的 环 
境 ;要 是 独自 一 人 ,他 便 会 自 言 自 语 地 在 那里 深思 数学 问题 ;在 闲暇 无 聊 时 ,他 
的 脑子 里 就 会 作 起 宛 长 的 计算 .在 他 身上 ,还 保留 着 某 些 1848 年 不 朽 “ 青 年 ”的 
味道 一 一 睡衣 、 啤 酒 和 烟草 ,加 上 强烈 的 幽默 感 和 智慧 的 激发 . 当 他 不 得 不 在 课 
堂 或 会 议 上 听 别 人 讲话 时 ,总 是 处 在 半 睡 眠 状态 .作为 数学 家 ,他 不 是 诺 特 那 一 
类 型 的 ,本 质 上 说 他 应 属于 另外 一 类 . 老 诺 特 用 短 短 一 句 话 概括 了 他 的 特征 : 
“他 是 一 个 算法 家 "他 的 力量 在 于 发 明了 形式 化 方法 及 其 计算 技巧 ,他 写 的 
些 文章 居然 接连 20 页 全 是 公式 ,中 间 没 有 一 处 文字 ;据说 他 的 文章 中 的 文字 都 
是 朋友 们 给 添上 去 的 ,他 自己 只 写 公 式 . 诺 特 这 样 评论 他 : “他 完全 靠 公式 来 形 
成 他 的 想法 ,他 的 结论 和 他 的 表达 方式 ……. 讲 课时 ,他 小 心地 避 开 任何 概念 性 
的 基本 定义 ,甚至 包括 极限 的 定义 .” 

埃 米 * 诺 特 居 然 从 像 哥 尔 丹 那样 的 形式 主义 者 数学 家 那 持 出 师 , 从 而 走 上 
她 的 数学 轨道 ,这 一 点 已 足以 让 人 奇怪 了 ;但 最 最 令 人 无 法 思议 的 是 她 的 第 一 
篇 文章 一 一 博士 论文 和 她 的 成 熟 作品 之 间 的 悬殊 差异 ,前 者 是 形式 化 演算 的 一 
个 极端 的 例子 ,后 者 却 是 数学 中 概念 公理 化 思维 的 壮观 之 极 的 例证 .她 那 篇 博 
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威 格 纳 
(Wigner, 
1902 一 ?), 匈 牙 
利 - 美国 数学 
家 .理论 物理 学 
家 , 生 于 匈牙利 
布达佩斯 ， 


巡 尔 蒋 坦 
(Goldstein, 
1903 一 ?) 应 用 数 
学 家 . 生 于 英国 
的 赫 尔 (Hull) . 


士 论 文 以 一 张 表格 做 结尾 , 它 写 出 了 一 个 给 定 的 三 元 二 次 型 的 不 变 式 完全 系 ， 
其 中 包括 331 个 用 符号 表示 的 不 变 式 ,这 真是 件 让 人 望 而 生 旦 的 工作 ;但 是 在 
今天 ,我 想 我 们 恺 怕 会 把 它 归 人 那样 一 类 成 果 , 哥 尔 丹 本 人 在 别人 问 起 不 变量 
理论 的 用 处 时 曾 说 出 了 对 这 类 成 果 的 评价 :“ 呀 ! 它 确实 非常 有 用 ,你 可 以 写 出 
许多 关于 它 的 论文 .” 

1916 年 埃 米 , 诺 特 离开 爱尔兰 根 前 往 哥 廷 根 大 学 . 那 时 , 希 尔 伯 特 正在 从 
事 广义 相对 论 的 研究 .由 于 埃 米 * 诺 特 通 晓 不 变量 理论 ,因此 受到 了 特别 的 欢 
迎 . 

外 尔 把 她 对 相对 论 中 两 个 重要 的 方面 做 出 的 主要 贡献 视 为 一 种 “纯粹 和 普 
遍 的 数学 表述 .第 一 ,利用 “正规 坐标 "将 微分 不 变 式 的 问题 化 归 为 纯粹 的 代数 
问题 ;第 二 ,就 一 个 变 分 问题 的 各 种 欧 拉 方 程 而 言 , 当 ( 多 重 ) 积 分 在 包含 任意 函 
数 的 变换 群 下 保持 不 变 时 ,这 些 方程 的 左 端 也 保持 恒 同 (这 种 恒 同 性 相当 于 任 
意 变 换 4 维 时 空 坐 标 时 ,能量 和 动量 守恒 定理 所 示 之 不 变性 ).” 

有 人 在 调查 埃 米 ' 诺 特 的 材料 时 , 听 说 “年 轻 的 物理 学 家 们 正在 使 用 她 的 理 
论 ”. 后 来 ,人 们 叫 外 尔 去 请 教 威 格 纳 教授 一 一 1963 年 的 诺 贝 尔 物理 学 奖 获得 
者 .他 写 道 :“ 我 们 物理 学 家 只 是 口头 上 说 说 埃 米 . 诺 特 的 伟大 成 就 ,但 并 没有 真 
的 去 用 她 的 工作 .在 物理 学 方面 ,她 的 最 常 被 人 引证 的 贡献 是 在 克 莱 茵 的 建议 
下 做 出 的 .内 容 是 有 关 物 理学 的 守恒 定律 .她 导出 这 条 定律 所 用 的 方法 ,在 当时 
的 确 很 新 颖 ,是 应 更 多 地 引起 物理 学 家 的 注意 ,但 事实 却 不 然 . 纵 然 我 们 许多 对 
数学 兼 有 兴趣 的 人 , 曾 读 过 不 少 她 的 著作 和 有 关 她 的 材料 ,但 对 大 多 数 物理 学 
家 而 言 ,她 几乎 是 个 陌生 人 .” 

西 那 库 斯 (Syracuse) 大 学 的 彼得 ` 伯 格 曼 (Peter G. Bergmann) 教 授 有 一 段 话 
评论 诺 特 对 物理 学 的 影响 :所 谓 的 诺 特定 理 , 乃 是 相对 论 ,以 及 基本 粒子 物理 学 
的 某 些 方面 的 基石 之 一 . 简 而 言 之 ,其 思想 就 是 :对 于 自然 规律 (或 人 们 设计 出 
的 理论 ) 的 每 一 种 不 变性 或 对 称 性 ,都 存在 相应 的 守恒 律 ,反之 亦 然 .因此 ,如 果 
知道 一 种 物理 量 满足 一 条 守恒 律 (在 量子 物理 学 中 称 这 样 的 物理 量 为 “ 佳 量子 
数 ”) ,理论 家 就 试图 去 建造 一 个 具有 适当 对 称 性 质 的 理论 ;相反 ,如 果 知 道 一 个 
理论 具有 某 些 对 称 性 质 ,那么 , 单 凭 这 一 事实 就 限定 了 动力 方程 的 某 些 积分 的 
存在 性 . 

广义 相对 论 具 有 广义 协 变性 ,根据 这 一 原理 ,自然 法 则 在 任意 曲线 坐标 变 
换 下 ( 它 满足 起 码 的 连续 .可 微 条 件 ) 保 持 不 变 . 特 别 地 依照 诺 特 定理 (不 管 是 否 
这 样 明确 地 称呼 它 ) 对 各 种 结果 进行 的 讨论 , 必 将 把 有 关 可 称 运动 定律 的 全 部 
工作 都 包罗 无 遗 . 戈 尔 蒋 坦 的 教科 书 ( 经 典 力学 》(《Classical Mechanics》) 就 讨论 
了 诺 特定 理 ,但 没 用 诺 特 的 名 字 称 呼 它 ( 也 没 用 别 的 名 字 ) .安德森 (J.L.Ander- 
son) 的 《相对 论 物 理 原理 》(《Principles of Relativity Physics》, Academic Press, 1967) 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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一 书 , 明 确 地 提 到 了 诺 特定 理 . 
然而 , 诺 特 也 遇 到 了 所 有 女 数学 家 所 遇 到 的 不 公平 待遇 . 


想 在 哥 廷 根 为 诺 特 博士 争取 任何 有 工资 的 职位 , 那 跟 在 爱尔兰 根 一 样 是 件 
难事 , 哥 廷 根 哲 学 教授 会 的 语言 学 家 和 历史 学 家 反对 希 尔 伯 特 为 了 埃 米 的 利益 
所 作 的 努力 .有 一 次 , 希 尔 伯 特 在 大 学 评议 会 上 公开 表态 :“ 我 无 法 想象 候选 人 
的 性 别 竟 成 了 反对 她 升任 讲师 的 理由 . 别 忘 了 ,我 们 这 里 是 大 学 而 不 是 洗澡 
堂 ." 最 后 ,到 了 1919 年 ,她 终于 晋升 为 讲师 ;3 年 后 ,她 成 了 一 名 “并 非 雇员 的 特 
殊 教 授 ”(“Nichtbeamteter Ausserordentlicher Professor") ,有 了 这 种 头衔 ,她 还 是 领 


不 到 工资 .不 久 , 因 为 她 教代 数 课 ,学 校 才 付 给 她 一 小 笔 薪金 . 


外 尔 描写 过 诺 特 的 政治 生活 ,他 饶 有 兴趣 地 介绍 了 第 二 次 世界 大 战 前 德国 


的 状况 : 


在 1918 年 革命 后 的 混乱 年 代 , 她 没有 超脱 于 政治 动乱 ,多 少 站 在 
了 社会 民主 党 一 边 ;她 虽然 没有 实地 参加 党 的 活动 ,但 是 热情 地 参与 了 
对 当时 政治 和 社会 问题 的 讨论 .她 的 首 批 学 生 中 有 一 个 巴赫 尔 要 (Crete 
Hermann) ,是 哥 延 根 的 尼尔森 (Nelson) 哲 学 政治 围 子 里 的 人 物 .在 今天 ， 
很 难 想象 当时 的 德国 青年 对 一 个 新 的 开端 怀 有 多 么 高 的 兴致 ,他 们 试 
图 在 理智 人道 和 正义 的 基础 上 去 建立 德国 欧洲 和 一 般 的 社会 . 哎 ! 
科学 界 的 青年 的 情绪 真是 一 日 三 变 ; 而 在 其 后 几 年 震荡 德国 的 争斗 中 ， 
内 战 此 起 彼 伏 ,我 们 发 现 他 们 中 的 大 部 分 人 站 到 了 反动 的 国家 主义 势 
力 一 边 ,共和 制 德国 终于 感受 到 了 胜利 者 打 来 的 沧 头 , 它 的 分 量 绝 不 比 
常 制 德国 可 能 受到 的 轻 ; 特 别 是 那些 年 青 人 ,被 实施 严厉 的 和 平 条 约 所 
招致 的 民族 耻 奏 激 起 了 .这 样 一 来 ,就 走失 了 实现 欧洲 和 平 的 良机 , 却 
播 下 了 灾难 的 种 子 一 一 我 们 都 亲眼 目睹 着 这 场 灾难 的 进程 .在 以 后 的 
岁月 中 埃 米 * 诺 特 没有 参 预 政治 事务 .然而 ,她 一 直 是 个 笠 信 的 和 平 主 
义 者 ,她 认为 持 这 种 立场 是 十 分 重要 和 严肃 的 事 . 


前 苏联 数学 家 亚历山大 洛 夫 于 1935 年 在 莫斯科 数学 会 的 演说 , 论 及 了 埃 


米 * 诺 特 从 1919 年 至 1923 年 的 数学 研究 活动 ,以 及 她 对 数学 界 的 影响 ; 


1919 年 至 1920 年 间 , 埃 米 ' 诺 特 开 始 走 上 她 的 完全 独特 的 数学 研 
究 道路 . 地 本 人 把 地 和 史 密 德 (V. Schmeidler) 合 写 的 著名 论文 ( 见 
《Mathematische Zeilschrift》Vol.8,1920) 看 做 这 一 最 重要 的 研究 时 期 的 起 
点 , 它 拉 开 了 她 的 一 般 理 想 论 的 序幕 , 正 戏 则 以 1921 年 的 经 典 性 论文 
《Idealtheorie in Ringbereiche》(《 环 中 的 理想 论 )) 开 场 .亚历山大 洛 夫 认 
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为 , 埃 米 * 诺 特 在 这 里 做 出 的 全 部 工作 正 是 一 般 理想 论 的 基础 ,与 此 有 
关 的 所 有 研究 对 整个 数学 已 经 产生 并 将 继续 产生 最 巨大 的 影响 ……. 
如 果 说 当今 数学 的 发 展 无 疑 是 在 代数 的 庇护 下 进行 的 ,那么 ,所 有 这 一 
切 只 有 在 埃 米 * 诺 特 的 工作 之 后 才 成 为 可 能 .她 教 我 们 用 最 简单 的 ( 因 
此 也 是 最 一 般 的 ) 专 门 术语 去 思考 : 同 态 表示 , 算 子 群 或 环 ,理想 ,而 不 
是 去 做 复杂 的 代数 计算 ;由 此 ,她 开辟 了 发 现代 数 规则 的 路 径 ;过 去 , 复 
杂 的 特殊 条 件 使 得 这 些 规则 隐匿 不 省 . 


只 要 看 一 看 庞 德里 雅 金 在 连续 群 理论 方面 的 工作 , 柯 尔 莫 哥 洛 夫 在 局 部 紧 
空间 的 组 合 拓扑 方面 刚刚 完成 的 研究 以 及 范 " 德 "瓦尔 登 在 连续 表示 论 方面 的 
工作 ,就 足以 感受 到 诺 特 的 思想 影响 ,更 不 必 说 范 . 德 .瓦尔 登 在 代数 几何 方面 
研究 了 .这 种 影响 也 生动 清晰 地 反映 在 外 尔 写 的 《 群 论 和 量子 力学 》(《Gmp- 
pentheorie and Quantenmechanik》) 一 书 中 . 

尽管 她 在 一 生 中 的 各 个 研究 时 期 获得 过 各 式 各 样 具体 的 和 构造 性 的 数学 
成 果 , 但 毋须 怀疑 ,她 的 主要 精力 ,主要 才能 是 用 在 研究 一 般 的 、 带 有 相当 程序 
公理 化 色彩 的 数学 概念 上 的 .更 加 详细 地 分 析 她 在 这 方面 的 研究 颇 合 时 宜 , 特 
别 是 因为 ,涉及 一 般 和 特殊 ,抽象 和 具体 ,公理 和 构造 的 诸多 问题 ,似乎 成 了 当 
前 数学 实践 中 面临 的 最 实际 的 问题 之 一 .下 述 事实 又 使 整个 问题 的 重要 性 更 为 
突显 :一 方面 ,毋须 怀疑 ,数学 杂志 登载 了 数量 庞大 ,又 包罗 万 象 的 各 种 推广 性 
的 公理 的 和 大 同 小 异 的 文章 ,它们 常 缺少 具体 的 数学 内 容 ; 另 一 方面 ,到 处 可 
以 听 到 这 种 声明 一 一 唯 有 “经 典 ” 的 东西 才 是 真正 的 数学 .在 后 一 口号 影响 下 ， 
人 们 对 一 些 重要 的 数学 问题 不 于 受理 ,其 理由 仅仅 是 因为 它 跟 传统 的 这 一 种 或 
那 一 种 思想 相对 立 ,或 者 仅仅 由 于 它们 使 用 了 几 十 年 前 并 不 流行 的 概念 …… 
外 尔 也 在 已 引述 过 的 悼词 中 提出 了 这 个 带 有 普遍 性 的 问题 .他 就 这 个 问题 所 六 
明 的 观点 深入 到 了 事物 的 本 质 ,我 们 必须 全 文 加 以 引证 : 


“1931 年 ,我 在 一 次 关于 拓扑 和 抽象 代数 一 一 这 是 认识 数学 的 两 
条 途径 一 的 会 议 上 说 了 这 样 的 话 : 

“然而 ,我 不 应 该 对 下 述 事实 保持 沉默 :今天 ,有 一 种 感 党 正 开始 在 
数学 家 中 间 扩 散 , 即 那些 多 产 的 抽象 方法 正 接近 其 能 量 荡 尽 的 地 步 . 事 
情 是 这 样 的 :所 有 这 些 漂亮 的 一 般 性 概念 不 是 自己 从 天 上 掉 下 来 的 .可 
以 说 ,那些 确定 的 具体 问题 首先 是 在 未 被 制 裂 的 情况 下 作为 一 个 复杂 
事物 而 单 用 蛮 力 加 以 征服 的 .只 是 在 后 来 ,公理 学 家 们 才 走 出 来 ,并 且 
声明 :你 不 必 花 费 那 么 大 的 力气 破门 而 入 ,其 而 还 擦 伤 了 双手 .你 应 该 
制造 如 此 这 般 的 一 把 精妙 的 钥匙 ,用 它 能 非常 顺 当地 打开 这 道门 . 然 
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而 ,他 们 之 所 以 能 造 出 这 把 钥 是 , 恰 是 由 于 在 破门 之 后 ,他 们 能 里 里 外 
外 地 研究 这 个 镜 的 红 故 .在 你 能 进行 一 般 化 、 系 统 化 和 公理 化 工作 之 
前 ,必须 先 有 数学 的 实质 内 容 . 我 认为 , 近 几 十 年 间 我 们 一 直 把 自己 训 
练 来 将 它们 形式 化 的 那些 数学 的 实质 内 容 ,已 经 逐渐 耗 昌 了 .因此 ,我 
预言 ,目前 成 长 起 来 的 一 代 人 将 面临 数学 上 的 艰难 时 期 .”” 


外 尔 继续 说 : 


“ 埃 米 " 诺 特 坚决 反对 这 种 看 法 ;的 确 ,她 能 够 清楚 地 表明 这 样 的 事 
实 , 她 用 公理 方法 已 经 开发 出 新 的 、 具 体 的 和 深刻 的 问题 ,她 还 指明 了 
解决 它们 的 方法 .” 


这 段 引 文 有 许多 值得 注意 之 处 :当然 ,首先 是 如 下 无 可 置疑 的 观点 , 即 提 获 
具体 的 (或 更 愿意 用 “朴素 的 ”这 个 词 ) 数 学 素材 必须 先 于 它 的 任何 一 种 公理 化 
研究 ;进而 ,公理 化 的 讨论 仅仅 当 它 接触 到 真正 的 数学 知识 ( 即 外 尔 所 说 的 “ 数 
学 的 实质 内 容 ”) 时 才 有 意义 , 它 不 应 该 只 有 一 一 粗略 地 说 - 座 风 磨 .所 有 
这 些 看 法 都 不 容 怀疑 的 ,但 这 跟 外 尔 坚决 主张 的 观点 并 非 水 火 不 相 容 .他 的 的 
确 确 坚决 反对 那 种 悲观 主义 , 即 外 尔 本 人 引证 他 在 1931 年 演说 中 的 最 后 几 句 
话 :“ 人 类 的 知识 ,包括 数学 知识 ,其 中 的 实质 性 内 容 是 取 之 不 竭 的 ,至 少 在 即将 
来 临 的 漫长 岁月 里 会 如 此 ." 埃 米 * 诺 特 坚信 这 一 点 .“ 近 几 十 年 间 的 那些 带 实质 
性 的 东西 "正在 自我 耗 尽 ,但 这 不 是 一 般 而 论 的 数学 的 实质 性 内 容 ,后 者 通过 千 
百 条 复杂 的 渠道 跟 现 实 世界 和 人 类 联系 . 埃 米 * 诺 特 强 烈 地 感觉 到 了 每 一 个 重 
要 的 数学 体系 一 一 即使 是 最 最 抽象 的 ,都 具有 跟 现 实 的 这 种 联系 .她 的 这 种 感 
党 即使 不 是 来 自 哲学 的 考虑 ,也 是 来 自 一 个 博学 的 、 活 生生 的 , 绝 非 被 束缚 在 抽 
象 框架 上 的 人 的 全 部 气质 .对 埃 米 " 诺 特 而 言 ,数学 永远 是 研究 世界 的 一 门 知识 
而 不 是 一 种 符号 游戏 ; 当 直 接 与 应 用 有 关 的 那些 数学 领域 的 代表 , 想 要 为 有 实 
际 应 用 的 知识 争 得 特殊 荣誉 时 ,她 就 劲头 十 足 地 表示 反对 . 

在 1924 ~ 1925 年 间 , 埃 米 诺 特 学 派 得 到 了 它 的 最 卓越 的 成 员 之 一 : 阿 姆 
斯 特 丹 (Amsterdam) 大 学 的 毕业 生 范 " 德 * 瓦 尔 登 (B.L.van der Waerden) ,他 成 了 
她 的 学 生 . 那 时 他 22 岁 ,是 欧洲 最 年 轻 的 数学 天 才 之 一 . 范 . 德 .瓦尔 登 很 快 学 
握 了 埃 米 " 诺 特 的 理论 ,并 以 重要 的 新 发 现 扩展 了 这 些 理论 ;没有 一 个 人 能 像 他 
那样 推进 她 的 思想 .1927 年 范 德 ' 瓦 尔 登 在 哥 廷 根 极其 成 功 地 讲授 了 一 般 理 
想 论 的 课程 .经 范 ' 德 瓦尔 登 精辟 透彻 的 解释 , 埃 米 , 诺 特 的 思想 先是 在 哥 廷 
根 ,其 后 在 欧洲 其 他 领头 的 数学 中 心 征服 了 公众 的 数学 观点 . 埃 米 . 诺 特 要 有 一 
个 人 来 普及 她 的 思想 ,这 不 是 偶 有 所 需 的 事 ,因为 她 班 上 的 学 生 人 数 很 少 ,只 有 
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这 些 人 在 她 自己 的 研究 方向 上 工作 并 经 常 听 她 的 课 .在 局 外 人 眼 里 , 埃 米 ' 诺 特 
的 讲课 是 乏味 、 匆 忙 和 不 连贯 的 ;但 是 ,她 的 课 确实 充满 着 极其 深刻 的 数学 思想 
和 非 同一 般 的 生气 和 热情 .她 向 数学 会 作 的 报告 以 及 在 会 议 上 的 演说 也 同属 这 
一 类 型 .对 于 那些 已 经 被 她 的 思想 所 征服 并 对 她 的 工作 兴趣 昂 然 的 数学 家 来 
说 ,她 的 报告 提供 了 丰富 的 内 容 ;但 那些 远离 她 的 工作 的 数学 家 却 只 有 克服 巨 
大 的 困难 才能 弄 懂 她 的 讲演 . 

从 1927 年 起 , 诺 特 的 思想 对 当时 数学 的 影响 不 断 增 长 , 随 之 而 来 的 是 对 这 
位 新 思想 创造 者 的 学 术 上 的 赞誉 .此 时 ,她 的 研究 方向 更 多 地 转向 了 非 交换 领 
域 , 转 向 了 表示 论 和 超 复 系 的 一 般 算 术 理论 .在 她 后 期 的 研究 中 有 两 件 带 基础 
性 的 成 果 :《 超 复 系 和 表示 论 )(《Hyperkomplexe Grossen und Darstellungstheorie》， 
1929) 和 《 非 交 换代 数 》(《Nichtcommutative Algebra》, 1933) .它们 都 发 表 在 Mathe- 
matische Leitschrift( vols.30 和 37) .这 两 篇 文章 以 及 与 此 相关 的 研究 工作 在 代数 
数论 专家 中 引起 了 相当 大 的 反响 ,尤其 是 汉 斯 (Helmut Hasse) .在 这 个 研究 时 
期 ,她 有 一 整 批 开始 成 为 数学 家 的 年 轻 学 生 威 特 (Wit) 、 非 庭 (Fiting) 和 其 他 
人 ,最 杰出 者 当 属 德 林 (M.Deuring) . 

诺 特 的 思想 终于 得 到 了 公认 .如 果 说 在 1923 ~ 1925 年 间 , 她 还 不 得 不 论述 
由 她 发 展 起 来 的 那 套 理论 的 重要 性 ,那么 ,在 1932 年 的 苏黎世 国际 数学 会 议 
上 ,她 已 荣获 了 胜利 者 的 桂冠 .她 在 这 次 集会 上 宣读 的 工作 总 结 象征 了 以 她 为 
代表 的 研究 方向 的 真正 的 成 功 .此 时 此 刻 ,她 不 仅 能 怀 着 内 心 的 满足 ,还 能 在 感 
受到 获得 外 界 完全 承认 的 心情 下 ,回眸 她 走 过 的 数学 研究 道路 .她 的 国际 科学 
声誉 在 苏黎世 会 议 上 达到 了 顶峰 .可 是 , 几 个 月 之 后 ,德国 的 文明 ,尤其 是 成 了 
她 的 家 的 哥 廷 根 大 学 突然 蒙受 了 法 西 斯 的 浩 动 . 没 过 几 个 星期 , 耗 时 几 十 年 之 
和 久 而 建 设 起 来 的 一 切 都 化 为 了 乌有 .文艺 复兴 以 来 人 类 文明 经 历 的 最 大 悲剧 发 
生 了 .20 世纪 的 欧洲 居然 会 遭 此 悲剧 ,这 在 几 年 前 看 来 还 是 不 可 能 的 .大 批 人 
在 这 场 浩 支 中 遭难 ,由 埃 米 * 诺 特 创 建 的 哥 廷 根 代数 学 派 就 在 其 列 , 它 的 女 指导 
被 逐 出 了 大 学 校园 . 埃 米 , 诺 特 丧失 了 教书 的 权力 ,不 得 不 迁 出 德国 .她 接受 了 
布 林 ` 莫 尔 女 子 学 院 的 邀请 ,在 那里 度 过 了 她 的 后 半生 

如 果 说 上 面 引 述 的 是 亚历山大 洛 夫 演说 的 主线 ,演说 的 另 一 部 分 就 是 描写 
埃 米 * 诺 特 对 前 苏联 数学 的 影响 ,以 及 她 对 苏维埃 理想 的 关怀 : 


“ 埃 米 诺 特 跟 莫斯科 大 学 有 密切 的 联系 .这 种 联系 始 于 1923 年 ， 
那 时 她 和 已 故 的 乌 利 松 (Pavel Samuelovitch Urysohn) 一 起 首次 来 到 了 哥 
廷 根 ,我 们 立即 发 现 自己 加 进 了 以 埃 米 * 诺 特 为 首领 的 数学 圈子 . 埃 米 - 
诺 特 学 派 的 基本 特征 即刻 打动 了 我 们 的 心 :学 派 女 指导 从 事 科学 研究 
的 热情 一 一 它 传 给 了 她 所 有 的 学 生 ; 她 对 自己 的 思想 所 结 出 的 数学 项 
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果 及 其 重要 性 的 深刻 信念 (当时 ,并 非 所 有 的 人 都 抱 有 这 种 信念 ,即使 
在 哥 廷 根 ,学 派 首领 和 成 员 之 间 的 特别 坦率 和 真诚 的 关系 ) .在 那 时 ,这 
一 学 派 几乎 完全 由 哥 廷 根 的 年 轻 学 生 组 成 ,由 于 它 成 员 的 状况 ,由 于 它 
得 到 公认 的 国际 影响 ,这 一 学 派 的 前 途 无 量 , 它 将 成 为 国际 间 研究 代数 
思想 的 杰出 中 心 . 

“ 埃 米 * 诺 特 的 数学 兴趣 (当时 ,她 正 将 全 力 集 中 于 一 般 理 起 论 的 研 
究 ) 和 乌 利 松 跟 亚历山大 洛 夫 的 兴趣 (集中 于 所 谓 的 抽象 拓扑 问题 ) 有 
许多 共同 点 ,这 很 快 促成 了 我 们 之 间 不 断 的 (几乎 是 每 日 的 ) 数 学 讨论 . 
然而 埃 米 * 诺 特 不 仅 对 我 们 的 拓扑 研究 感 兴趣 ,而 且 对 苏维埃 俄国 在 所 
有 教学 领域 内 进行 的 工作 都 感 兴趣 ;她 并 不 隐 蜂 对 我 们 的 国家 、 社 会 和 
政治 制度 的 同情 ,而 不 管 表露 这 种 同情 在 大 多 数 西 欧 科 学 界 的 代表 人 
物 眼 里 似乎 是 芒 雇 和 不 适当 的 .事情 还 发 展 到 这 种 地 步 : 埃 米 * 诺 特 确 
确实 实 被 迭出 了 哥 延 根 的 一 所 公寓 (她 在 那里 居住 和 生活 ), 因 为 住 在 
这 里 的 学 生 团 体 不 想 跟 一 个 “倾向 马克 思 主 义 的 犹太 女人 ”生活 在 同一 
屋檐 下 ， 

“ 埃 米 诺 特 真心 为 苏维埃 国家 的 科学 成 就 ,尤其 是 数学 成 就 而 高 
兴 . 她 知道 ,这 些 成 就 最 终 驳 倒 了 大 意 是 “布尔 什 维 克 正在 毁灭 文化 "的 
无 舟 之 谈 , 这 位 数学 科学 中 最 抽象 领域 的 代言 人 ,在 敏锐 地 理解 我 们 时 
代 的 伟大 历史 运动 方面 也 同样 表现 出 惊人 的 特色 .她 一 直 热 切 地 关心 
着 政治 ,全 身心 地 惜 恨 战争 , 展 恶 一 切 形式 的 沙文 主义 ,在 这 些 方面 好 
绝 没 有 半点 跨 路 和 犹太 .她 的 同情 心 永远 在 苏联 一 边 , 地 从 这 里 看 到 了 
人 类 历史 新 纪元 的 起 点 ,看 到 了 对 一 切 进 步 事业 的 坚定 支持 ,而 正 是 由 
于 这 类 事业 ,人 类 的 思想 才 得 以 从 古 至 今 永 世 长 存 . 

“ 埃 米 " 诺 特 和 亚历山大 洛 夫 于 1923 年 建立 起 来 的 在 科学 和 私人 
方面 的 友谊 ,不 曾 随 着 她 的 去 世 而 了 结 . 外 尔 在 悼念 演说 中 回顾 这 一 友 
谊 时 ,提出 了 一 种 想法 , 埃 米 ' 诺 特 的 总 的 思想 体系 对 他 的 拓扑 研究 产 
生 了 影响 .亚历山大 洛 夫 现在 乐于 证 实 外 汞 的 推测 确 是 真理 : 埃 米 * 诺 
特 对 我 自己 以 及 对 莫斯科 的 其 他 拓扑 学 研究 的 影响 非常 巨大 , 它 涉及 
我 们 工作 的 全 部 实质 ,特别 是 我 的 关于 拓扑 空间 的 连续 倒塌 理论 (the 
theory of the continuous breakdown of topological spaces) . 1925 年 12 月 和 
1926 年 1 月 ,我 们 都 在 荷兰 ,我 跟 她 交谈 了 多 次 ,在 她 的 影响 下 , 终 使 
这 个 理论 发 展 到 了 具有 重要 意义 的 程度 . 

“1928 ~ 1929 年 的 那个 冬季 , 挨 米 * 诺 特 是 在 莫斯科 度 过 的 ,她 在 莫 
斯 科大 学 教 抽 象 代数 ,并 在 共产 主义 者 学 院 指 导 一 个 代数 几何 讨论 班 . 
好 很 快 就 和 大 多 数 莫斯科 的 数学 家 有 了 交往 ,特别 是 和 斋 德 里 雅 金 以 
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及 施 米 特 (0.U.Schmidt) 两 位 .我 们 不 难 循 踪 发 现 埃 米 ' 诺 特 对 庞 德 里 
雅 金 的 教学 才能 的 影响 ,由 于 跟 埃 米 * 诺 特 的 往来 ,使 他 在 研究 时 加 强 
了 对 代数 的 强烈 注意 . 埃 米 " 诺 特 很 容易 就 适应 了 莫斯科 的 生活 ,无 论 
在 科学 研究 方面 还 是 非 职 业 生 活 方面 都 如 此 .她 住 在 靠近 克 里 米 亚 桥 
的 KSU 招待 所 ,房间 很 朴素 ,通常 步行 去 大 学 .好 对 苏联 的 生活 ,尤其 
是 苏维埃 青年 和 学 生 的 生活 十 分 感 兴趣 . 

“在 跨越 1928 ~ 1929 年 的 冬季 ,我 像 往常 一 样 去 访问 斯 英伦 斯 克 
(Smolensk) ,给 那里 的 师范 学 院 讲 代数 .由 于 跟 埃 米 * 诺 特 频繁 地 交谈 所 
受到 的 启示 ,我 就 按照 她 建立 起 来 的 系统 讲课 .在 我 的 学 生 中 间 ， 库 洛 
什 (A.G.Kurosh) 很 快 才 露 了 头角 ,我 详细 并 述 的 理论 跟 埃 米 * 诺 特 的 思 
想 完 全 融 汇 在 一 起 ,使 他 产生 了 强烈 的 共鸣 .通过 我 讲课 的 方式 , 埃 米 
诺 特 又 获得 了 一 名 门徒 .大 家 知道 ,从 那 时 起 库 洛 什 就 成 长 为 一 个 有 独 
立 见 解 的 学 者 ;在 近期 的 研究 中 ,他 又 推进 了 她 创建 的 主要 思想 . 

“1926 年 春 , 她 离开 莫斯科 返回 哥 迁 根 ,她 决心 在 不 久 的 将 来 再 次 
访问 莫斯科 .她 有 好 多 次 几乎 成 行 ,在 临终 那 年 ,她 更 极度 渴望 进行 这 
次 访问 . 当 她 从 德国 流亡 后 ,她 曾 严肃 地 考虑 过 最 终 要 前 来 英 斯 科 旅 
行 ,亚历山大 洛 夫 跟 她 就 这 件 事 互通 过 信件 .她 清楚 地 懂得 ,地 找 不 到 
一 个 地 方 能 有 办 法 创立 一 个 新 的 光 远 的 数学 学 派 ,以 代替 好 在 哥 延 根 
建 起 的 学 派 . 那 时 跟 人 民 教 育 委员 会 谈 过 ,商讨 任命 地 到 莫斯科 大 学 任 
教 .然而 ,在 人 民 委 员 会 里 作 决 定 通常 是 很 慢 的 ,他 们 没有 给 我 最 后 的 
答复 .光阴 流 送 ,她 在 哥 廷 根 担任 的 那 处 报酬 很 低 的 工作 被 剥夺 之 后 ， 
她 再 也 不 能 等 待 了 ,不 得 不 接受 了 女子 学 院 的 邀请 ……” 

“这 就 是 埃 米 ' 诺 特 , 一 位 最 伟大 的 数学 家 ,一 位 伟大 的 科学 家 ,一 
位 无 与 伦比 的 教师 ,一 位 使 人 无 法 忘怀 的 人 .的 确 ,外 尔 说 过 “美神 没有 
光顾 她 的 摇篮 ”", 如 果 你 心里 想到 的 是 通常 所 指 的 好 那 粗 策 的 人 外表， 那 
他 说 的 不 错 .但 是 ,外 尔 在 这 里 讲 的 不 仅 是 位 伟大 的 学 者 ,而 且 还 是 位 
伟大 的 女性 .她 是 这 样 的 一 个 人 一 一 她 的 女性 特质 表现 在 温柔 和 具有 
一 种 精妙 的 激情 的 方面 ,她 对 于 人 民 、 对 于 她 的 职业 、 对 于 全 人 类 的 利 
益 有 着 广泛 而 又 决 非 浅薄 的 关心 .她 热爱 人 民 、 热 爱 科 学 、 热 爱 生活 ; 爱 
的 是 那样 热 型 那样 袁 心 、 那 样 无 私 、 那 样 敦 厚 一 一 一 个 非常 敏 觉 的 ,又 
是 女性 的 灵魂 所 能 具有 的 一 切 .” 


要 因 


(Quine,1908 一 ) , 了 
美国 数学 家 . 哈 格雷 斯 肖 夫 (Grace Shover)、 硅 因 都 是 埃 米 . 谱 特 在 布 林 , 莫 尔 的 合作 者 之 


佛 大 学 教授 . 一 ,现任 美国 大 学 教授 .1934 年 9 月 她 被 授予 从 事 博士 后 研究 的 埃 米 * 诺 特 奖 学 
金 , 从 此 跟 埃 米 * 诺 特 相 熟 . 
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奎 因 教授 回忆 说 , 埃 米 " 诺 特 * 身 高 大 约 5 尺 4 寸 ,体形 略 显 粗 胖 , 肤 色 勋 
黑 , 前 得 短 短 的 黑色 头发 中 夹 着 几 丝 灰 发 .她 戴 着 一 付 厚 厚 的 度数 很 高 的 近视 
镜 . 谈 话 中 需 加 思索 时 ,她 会 把 头 转向 一 边 窥视 远方 .她 的 外 表 穿 着 与 众 不 同 ， 
她 像 在 故意 引起 人 们 的 注意 ,其 实 这 跟 她 的 思想 是 风 马 牛 不 相 及 的 .她 待人 真 
诚 , 坦 率 、 和 应 可 亲 , 又 能 体贴 别人 ,乐于 为 他 人 着 想 .她 喜爱 散步 .星期 六 下 午 ， 
她 常 带 着 学 生 外 出 作 短途 远足 .途中 ,她 往往 全 神 贯 注 地 谈论 着 数学 ,全 然 不 顾 
来 往 的 行人 车 辆 ,以 致 她 的 学 生 必须 来 保护 她 的 安全 .” 

布 林 * 莫 尔 学 院 数 学 系 主任 惠 勤 (Amna Pell Wheeler) 现 已 故去 . 埃 米 * 诺 特 
1910 年 获得 芝加哥 大 学 的 博士 学 位 前 , 曾 去 哥 廷 根 学 了 几 年 , 那 时 惠 勒 教授 就 
成 了 埃 米 : 诺 特 非 常 亲密 的 朋友 . 麦 基 夫人 描写 过 她 们 之 间 的 友情 :“ 她 到 美国 
之 后 ,生活 中 最 具 特色 的 就 是 跟 数 学 系 主任 的 亲密 友谊 .在 当时 的 德国 ,认为 女 
性 在 日 常生 活 中 的 作用 是 操持 家 务 , 既 不 期 望 也 不 鼓励 她 们 从 事 科学 研究 . 因 
此 ,能 有 一 位 受到 全 体 国民 承认 的 ,早年 曾 在 哥 廷 根 学 习 过 的 ,又 充分 了 解 女 学 
者 在 德国 所 受 遭 遇 的 女性 当 自己 的 朋友 ,这 对 埃 米 * 诺 特 女 士 来 说 是 多 么 不 平 
凡 的 经 历 ……, 当 许多 诺 特 女士 过 去 的 学 生 和 同事 顺道 到 布 林 葛 尔 学 院 看 望 
她 时 ,她 总 以 “好 朋友 "热情 相 待 .” 

一 位 数学 家 说 过 ,有 史 以 来 的 女 数 学 家 比 历史 上 的 女王 还 少 ,真是 如 此 , 物 
以 稀 为 贵 ,我 们 愿意 再 介绍 几 位 女 数学 家 让 大 家 熟悉 ,首先 介绍 意大利 女 数学 
家 阿 格 妮 丝 (Maria Gaetana Agnesie,1718 一 1794).1718 年 5 月 16 日 出 生 于 米兰 
市 ,父亲 是 意大利 北部 的 波 伦 亚 大 教授 .在 父亲 的 指导 下 ,她 学 习 了 数学 .古代 
语 和 东方 语 .1750 年 她 在 意大利 北部 的 波 伦 亚 大 学 教 数学 .1794 年 8 月 4 日 逝 
世 .1748 年 阿 格 妮 丝 发 表 了 《解析 的 直观 原理 ?一 书 , 在 意大利 国内 外 赢得 了 声 
誉 .她 在 书 中 证 明了 任何 一 个 三 次 方程 都 有 三 个 根 .后 人 为 了 纪念 她 ,把 由 方程 
式 y(x?+a?) = a? 所 表示 的 平面 曲线 称 为 " 阿 格 妮 丝 卷发 ” 

另 一 位 早期 的 女 数学 家 是 萨 默 维尔 .在 18 至 19 世纪 期 间 , 英 国 的 数学 一 
直 是 处 于 低潮 的 .19 世纪 初 ,促使 英国 数学 复兴 的 主要 人 物 之 一 是 一 位 妇女 玛 
丽 * 萨 默 维尔 ,她 生 于 1780 年 .玛丽 * 萨 默 维尔 并 不 像 后 来 英国 数学 家 (包括 凯 
利 , 西 尔 维 斯 特 、 布 尔 ) 那 样 真正 有 创造 性 ,实际 上 ,她 最 著名 的 贡献 是 在 天 文学 
和 地 理学 方面 .但 是 ,她 在 促进 智力 活动 方面 (包括 数学 ) 起 到 一 种 催化 剂 的 作 
用 . 

在 那 时 ,妇女 进入 正规 学 校 的 机 会 是 受 限 制 的 ,从 事 于 科学 职业 的 机 会 就 
更 少 了 .她 父亲 试图 使 她 专注 于 家 务 , 她 的 第 一 个 丈夫 也 是 如 此 .但 是 ,她 喜欢 
研究 自然 ,而 且 被 一 种 流行 杂志 所 刊登 的 一 些 代数 问题 所 吸引 .她 在 麦 史密斯 
学 院 通 过 绘画 课程 来 介绍 欧 几 里 得 几何 学 .这 个 教师 说 : “研究 欧 几 里 得 几何 学 
对 于 理解 透视 法 是 必 不 可 少 的 ." 玛 丽 得 到 一 本 欧 几 里 得 几何 学 书 ,可 是 那 时 她 
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父亲 采取 了 一 种 戏剧 性 的 行为 ,他 把 玛丽 晚上 学 习 几 何 学 的 那个 房间 里 所 有 的 
蜡烛 都 拿 走 了 . 

没有 关于 她 的 第 一 个 丈夫 拿 走 她 的 蜡烛 的 任何 记载 ,但 是 他 肯定 没有 鼓励 
她 .他 死 后 ,玛丽 就 与 萨 默 维尔 博士 结婚 ,他 是 一 个 富有 同情 心 的 第 一 流 学 者 . 
他 们 的 家 庭 在 伦敦 成 为 英国 和 欧洲 大 陆 的 许多 著名 知识 分 子 (包括 拉 普 拉 斯 、 
摩 奇 还 和 巴 贝 奇 ) 集 会 的 地 方 .应 知识 普及 学 会 的 请 求 , 萨 默 维尔 夫人 为 很 少 或 
者 几乎 没有 数学 知识 的 外 行 写 了 一 部 拉 普 拉 斯 的 天体 力学》 的 译 述 注释 本 . 

当时 对 “外 行 ”的 解释 与 今天 的 说 法 可 能 有 些 不 同 ,但 是 按照 那个 时 代 的 标 
准 , 玛 丽 " 萨 默 维尔 的 《天 体 的 结构 》 一 书 是 非常 成 功 的 ,正如 她 在 1834 年 出 版 
的 《物理 科学 的 联系 ) 一 书 以 及 后 来 的 许多 版 本 所 取得 的 成 功 一 样 .剑桥 大 学 的 
J.C. 亚 当 斯 说 到 《物理 科学 的 联系 ) 一 书 的 1842 年 版 本 中 的 一 句 话 时 指出 :天 
王 星 的 摄 动 可 能 揭示 出 未 被 发 现 的 行星 的 存在 ,而 且 启 发 他 去 做 他 推导 出 海王 
星 运行 轨道 所 根据 的 那 种 计算 

一 个 评论 家 评论 《物理 科学 的 联系 ) 说 :“ 它 是 用 简单 明了 的 语言 写成 的 ,在 
风格 上 它 肯定 会 引起 初学 者 的 兴趣 ,当时 大 多 数 著名 的 科学 家 还 把 它 当 做 有 充 
分 权威 的 著作 来 参考 .” 

玛丽 * 萨 默 维尔 的 《自然 地 理 ) 是 英国 在 该 领域 的 第 一 本 综合 性 著作 , 它 使 
玛丽 在 欧洲 和 美国 博得 盛名 .这 种 承认 的 某 些 表现 形式 是 值得 注意 的 .因为 她 
的 观点 与 当时 的 神学 抵触 ,所 以 ,她 在 约克 大 教堂 被 劝诫 .北极 探险 者 E. 帕 利 
珊 士 回 到 英国 时 告诉 玛丽 ,他 已 经 把 一 个 小 岛 命名 为 “ 萨 默 维尔 岛 ". 她 被 选 为 
法 国 ,意大利 和 美国 一 些 学 会 的 会 员 , 可 是 由 于 她 是 一 个 女性 而 在 自己 的 国家 
内 却 被 排斥 在 学 会 之 外 .后 来 ,她 的 同胞 改变 了 态度 ,她 获得 了 荣誉 包括 牛津 的 
一 所 女子 学 院 是 以 她 的 名 字 命名 的 . 

虽说 历史 上 的 女 数 学 家 比 历史 上 的 女王 还 少 ,但 不 太 重要 的 女 数学 家 倒是 
有 一 些 . 著 名 数学 家 哈 尔 莫 斯 在 回忆 他 当年 在 供 利 诺 伊 读 研究 生 时 说 :“ 当 时代 
数 是 奥 利 芙 ` 黑 兹 利 特 (Olive Hazlett) 教 的 , 照 他 们 的 看 法 , 黑 效 利 特 是 一 位 著名 
的 重要 的 女 数学 家 ,因为 她 发 表 论文 ,她 教 高 等 课程 .” 

在 现代 女 数学 家 中 比较 著名 的 是 鲁 宾 逊 (Julia Bowman Robinson，1919 一 
1985) ,美国 女 数 学 家 . 生 于 密苏里 州 的 圣路易斯 , 卒 于 奥克兰 .1940 年 取得 加 州 
大 学 柏 克 莱 分 校 的 学 士 学 位 ,后 在 该 校 连 获 硕士 和 博士 学 位 .1976 年 在 柏 克 莱 
进行 数学 研究 工作 ,并 在 数学 系 提 任 教授 .同年 成 为 美国 科学 院 院士 ,在 整个 科 
学 院 中 是 数学 方面 唯一 的 女性 ,1983 年 成 为 美国 数学 会 的 第 一 任 女 会 长 . 鲁 宾 
逊 是 当代 杰出 的 女 数学 家 ,主要 数学 成 就 是 对 解决 希 尔 伯 特 第 10 问题 做 出 了 
重要 贡献 .第 10 问题 是 丢 番 图 方程 可 解 性 的 判定 . 1959 年 她 与 戴 维 斯 (M. 
Davis, 1795 一 1851) 和 普 特 南 (H. Putnam) 证 明了 一 个 辅助 定理 ,对 第 10 问题 做 
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出 突破 性 的 工作 .她 献身 于 数理 逻辑 的 研究 ,为 支持 哥 德 尔 的 《全 集 》 的 出 版 , 捐 
赠 了 一 笔 款项 .她 还 在 博弈 论 方面 做 出 了 贡献 . 

在 中 国 女 数学 家 中 ,最 著名 的 当 推 胡 和 生 教 授 . 胡 和 生 教 授 是 我 国 著名 数 
学 家 谷 超 豪 的 夫人 ,1992 年 成 为 中 国 科学 院 学 部 委员 ,是 获 此 荣誉 的 第 一 位 女 
数学 家 .她 在 射影 微分 几何 、 黎 曼 空间 完全 运动 群 、 规 范 场 ,调和 映照 等 方面 均 
成 效 卓 著 . 她 与 谷 超 豪 均 毕业 于 浙江 大 学 ,又 同 为 苏 步 青 先生 的 研究 生 .近年 来 
她 还 在 经 典 规范 场 理论 的 研究 中 取得 重大 成 果 , 获 1982 年 国家 自然 科学 三 等 
奖 . 

在 华人 女 数 学 家 中 ,我 们 还 应 该 提 到 一 位 台湾 的 女 数学 家 ,她 就 是 曾 在 

1986 年 国际 数学 家 大 会 上 被 邀请 做 大 会 报告 的 张 圣 容 女 士 ,她 也 是 获 此 殊 容 
的 中 华 妇女 第 一 人 .作为 国际 知名 的 函数 论 专家 ,她 现在 受聘 为 美国 加 州 大 学 
洛杉矶 分 校 数学 系 教授 . 

当今 国际 上 , 女 数学 家 受到 了 越 来 越 多 的 重视 . 

199%6 年 5 月 29 日 至 30 日 在 俄罗斯 的 Volgograd 举行 了 国际 妇女 数学 家 大 
会 的 数学 ,模拟 ,生态 学 会 议 . 
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法 尔 延 斯 一 一 年 轻 的 菲 尔 兹 奖 得 主 


第 


i 
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德意志 足以 向 世人 骄傲 的 不 是 她 曾经 拥有 腓 特 烈 大 帝 或 伸 斯 

麦 ,而 是 德意志 曾经 产生 了 伟大 的 文化 英雄 : 哥 德 \ 贝 多 芬 、 康 德 和 
海 涅 …… 

一 一 一 篇 著名 的 演讲 词 


1 .曲线 上 的 有 理 点 一 一 黄 德 尔 狂想 


英和 am Joel Mordell，1888 一 1972) ,英国 数学 家 ,他 生 
于 美国 费城 (Philadelphia) ,后 定居 英国 . 先 任 曼彻斯特 大 学 教授 ， 
后 来 到 剑桥 任 数学 教授 . 曾 在 80 多 所 大 学 ,研究 院 及 许多 国际 会 
议 上 讲学 和 主持 讲座 .许多 大 学 授予 他 荣誉 教授 和 荣誉 博士 的 称 
号 .他 是 奥斯陆 科学 院 院士 . 莫 德尔 对 不 定 方程 的 有 理解 进行 了 深 
人 地 研究 ,给 出 了 关于 代数 族 的 有 理 点 的 重要 结果 ( 莫 德 尔 - 韦 尔 
定理 ). 提 出 了 所 谓 的 莫 德 尔 猜想 :“ 在 有 理 数 域 Q 上 定义 的 代数 
曲线 C 的 有 理 点 , 当 C 的 亏 格 大 于 1 时 ,只 有 有 限 个 ." 莫 德尔 还 
研究 数论 函数 中 的 分 析 方法 ,其 著作 有 ( 丢 番 图 方程 》《Diophantine 
Equations》,1969) 等 . 

莫 德 尔 猜 想 与 费 马 大 定理 有 关 . 因 为 可 将 x" + y* = z 变 形 为 


(二 )"+ ( 卫 )”= 1. 这 时 变 为 在 有 理 数 域 考虑 问题 ,而 左边 可 以 看 
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成 是 一 个 代数 曲线 , 且 亏 格 为 2, 所 以 莫 德尔 猜想 一 旦 获 证 ,将 意味 着 费 马 方程 
即使 有 解 也 仅 有 有 限 多 个 解 . 

对 于 一 般 的 代数 曲线 , 其 上 的 有 理 点 可 能 有 无 穷 多 个 , 比如 在 单位 圆周 
妇 + y= 1 上 .在 某 一 年 的 中 国 大 学 生 冬令 车 上 ,还 以 此 为 试题 . 

试题 (1) 证 明 有 理 点 ( 即 x,y 坐标 都 是 有 理 数 的 点 ) 在 R? 的 圆周 x? + 
?= 1 上 处 处 稠密 ; 

(2) 上 述 结论 能 否 推广 到 单位 球面 S"-!(n > 3) 上 ?能 否 推广 到 代数 曲线 
P(x,y) = 0 上 ?其 中 已 是 有 理 系数 的 多 项 式 . 

证 法 1 (1) 先 证 有 理 点 在 单位 半圆 周 上 处 处 稠密 . 那么 ,由 于 对 称 性 ,有 
理 点 在 单位 圆周 上 处 处 稠密 . 

事实 上 ,半圆 周 上 点 可 表示 为 

x=eogby=sinbg,0<b0<r 


把 t= tany 


于 是 (由 万 能 置换 公式 ) 


而 且 (cos b,sin 9) 为 有 理 点 当 且 仅 当 ;为 有 理 数 .这 是 因为 
(1 + £2)c08 0 = 1-2,(1+ 1)sing = 2 
前 式 保证 了 当 sin 9,cos 9 € Q 时 ,有 


后 式 保证 了 t= $sino(l+ rEQ 


今 对 半圆 周 上 任 一 点 (cos 90,sin 00),0 < bo < r, 有 实数 to = tan 和 与 其 
对 应 .熟知 存在 有 理 数 序列 | oj ,t, 一 to. 记 


cos 0, = } sin = i 
于 是 (cos 0, ,sin 9,) 为 有 理 点 . 当 n 一 % 时 ,极限 为 

1- 8 2i0 , 

1 并 oos bo Fi = sin go 
这 证 明了 limsin 0, = sin 60, limeos 0, = cos bo 
因此 单位 圆周 上 有 理 点 处 处 稠密 . 


(2) 为 了 讨论 问题 (2) ,我 们 来 分 析 问 题 (1) 的 证 明 . 实际 上 ,在 Rr" 中 任 给 
曲面 . 设 此 曲面 有 如 下 参数 表示 , 即 
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五 = 万 (ua-lD)1 < is 
其 中 ,wi,…, wi € 有 R. 如 果 所 (wi，…, un_1) 为 wyum-i 的 具有 有 理 系数 的 
有 理 函 数 , 即 为 两 个 有 理 系数 多 项 式 之 商 , 且 分 母 在 R"! 中 无 零点 ,于 是 在 曲 
面 上 任意 给 一 点 (zx 他,…,x 人 @)), 便 存在 n - 1 个 实数 ug 他 ,ago ,使 得 
xz 亿 = 大 (wuxiD),1< sm 
由 于 实数 可 用 有 理 数 逼 近 , 故 存在 n - 1 个 有 理 数 序列 
{uO = 42 -1 
使 得 Ju = ,1s<isn-l 
而 x = fu dN) < isn 
仍 为 有 理 数 ,有 (x{,…,x( 入 ) 在 此 曲面 上 ,所 以 是 此 曲面 之 有 理 点 ,它们 极限 
就 是 给 定之 任 一 点 (xf ,…,xfo), 这 证 明了 此 曲面 上 有 理 点 处 处 稠密 ， 
已 知 对 球面 8"-! 有 如 下 参数 表示 , 即 
x1 = cos Ol 


x2 = sin 0 * cos 0, 


Xn-1 = sin O1 * sin 02* *** * sin 0,-1* cos On_1 
xn = sinb'sinb * sin 0,2°* sin 0,_1 
注意 到 sin 0,cos 0 可 用 有 理 函 数 参 数 化 , 且 分 母 无 零点 .所 以 证 明了 $"-' 上 有 
理 点 处 处 稠密 . 
对 代数 曲线 , 则 情况 不 同 .我 们 可 以 举 出 很 多 反例 说 明 它 .例如 , 取 
P(x,y) = 23+ -1 
由 于 + y= 2 的 整数 解 只 有 (n,0,n),(0,n,n),n E Z, 所 以 此 代数 曲线 
P(x,y) = 0 的 有 理 点 只 有 (1,0) 和 (0,1), 显 然 无 处 稠密 . 
下 面 ,给 出 第 二 种 证 明 方法 . 
分 析 ”要 证 明 有 理 点 在 圆周 S$! = |(x,y) € R? 1x?+y? = 1| 上 处 处 稠 
密 ,只 须 证 明 对 任意 给 定 的 点 (*,y) € 5! 和 任意 给 定 的 数 e > 0, 可 以 找到 有 理 
点 (xo,yo) € 31 门 (Q x Q), 这 里 Q 为 有 理 数 集 ,使 得 1x - xo1< e,1y- 


yol< e. 


另 一 方面 ,由 于 xo € Q,yoE Q, 所 以 xo = ,yo = ,usp,g E 2Z， 
Ww 关 0,(p,u) = (g,v) = 1( 这 里 (p,u) 表示 p 与 u 的 最 大 公约 数 ). 记 uv 的 
最 小 公 倍数 为 w = [ww], 并 令 w= 攻 ,m = 二 , 则 由 圾 + 并 =1 得 (pu1)?+ 


(qv1》》 = w?. 由 勾 股 数 的 表达 公式 , 不妨 设 pu = 2mn,gvi = m2 - mi = 
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mm + 双 , 其 中 ,mn E Z,m,n 不 全 为 0. 因 此 


加 = 卫 = 名 ! 
0 0 m+n 
-和 -到 -到 
和 过 
m n 


二 
下 本 至 
1-7 a 
El 
因此 ,只 要 找到 +r € Q, 使 得 
2r 1-7 
1 未 训 | 
二 人 
则 由 于 (3) (=! 


所 以 令 (xo,yo)E 5 站 (QxQ) 由 外 定义 ,(1) 即 被 证 明 . 

至 于 (2), 即 推广 到 5"'(n > 3) 的 问题 ,只 须 注意 对 任意 的 (zl，… xn 
各) E Sm-1, 有 Xf+…+ X21+ x = 1. 显 然 可 设 %x, 产 + 1( 否 则 x 
or-1 = 0, 此 时 (zi，…xn-lyxn) 本 身 就 是 一 个 有 理 点 ). 因此 


Xf++ X=1 


其 中 | 


这 样 ,(XX,…,X,-1) E S ,利用 归纳 法 可 知 , 可 以 用 5"-? 上 的 有 理 点 来 通 近 
(Xs Yn) 

而 对 于 和 和 V1- 刀 , 由 于 友 +(V1- 妈 )=1, 由 (1), 亦 可 用 SI 上 的 有 
理 点 来 逼近 (x,V 1 - x) E 5S1. 这 样 ,最 终 x; = XV 1 一 x 亦 能 用 有 理 数 来 
通 近 ,i = 1,2,…,n -1. 

对 于 代数 曲线 P(x,y) = 0,P 为 有 理 系 数 多 项 式 ,显然 可 举 出 例子 ,使 得 
P(x,y) = 0 上 没有 有 理 点 ,当然 更 谈 不 上 有 理 点 在 其 上 稠密 了 .反例 ， 

P(x,y) = x*-2 

则 {(x,7) ER IP(x,y) = 0 = |(+127)1y ER 

证 法 2 (1) 给 定 (x,y) € S51. 由 于 (0, + 1),(+ 1,0) 为 S$!1 上 的 有 理 点 , 因 
此 不 妨 设 x,y zz 0, + 1. 由 于 5! 的 对 称 性 ,不 妨 设 x > 0,y > 0. 

现 证 对 于 任意 的 e > 0, 存 在 有 理 数 + € (0,1) ,使 得 
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2r 
1+r 
这 样 , 即 证 明了 有 理 点 在 S! 上 稠密 . 
不 妨 设 。 > 0 充分 小 ,使 得 
0O<minx—-e,y-e) <max(x+e,y+e)<!l 

并 且 存 在 6 € (0,e), 使 得 当 (X,Y) € 5S1,y > 0,1%-x1< 8 时 ,有 17-y1< 
e( 由 于 y = V1- 及 函数 V1 x? 在 (0,1) 中 的 连续 性 ,这 是 可 以 做 到 的 ). 
令 


1-7_ | 
dd y| < 


f(z) = Te [0,1] 
则 易 知 f(0) = 0,f(1) = i 中 严格 单调 递增 ,因此 存在 zsE (0,1)， 
z- < z4, 使 得 /(z,) = x+ 人 . 任 取 有 理 数 rE (z_,z,), 则 f(z_) < f(r) < 
f(z,), 即 


1 
I 


. 1- 2 
又 > ol 9 2 
; 2r 1- 
所 以 2,5)e siN (Qxo) 


2 
由 人 的 选取 法 可 知 | 三 - y| < e.(1) 得 证 ， 


(2) 给 定 (x1,…,x,_1,x。) E 5"1,n > 2. 要 证 对 于 任意 的 e > 0, 存 在 有 理 
点 (xfo) ， 2 ,x(0)), x(0)) € Se- ,使 得 
1 x xl< ei= 12 

对 于 n = 2, 上 述 结论 已 在 (1) 中 证 明了 . 

现 设 对 于 任意 给 定 的 (yi,y,,…,y,-1) € Sm >3, 对 于 任意 的 e > 0, 存 
在 有 理 点 ， (7 他， 7 ， 5 yo )》 E 5S"-?, 使 得 
1y0 -yl<e,i=1,2,.,n-1 
现 设 给 定 (x1,…,xn-1,xn) € S"1, 则 有 


好 + + 二 =1 


若 怠 = 1, 则 zx = x2 =… = zs1 = 0. 此 时 取 x = xi = 1,2,…,n, 则 
(xz 和 xz 人) 为 5"-1 上 的 有 理 点 , 且 显 然 
Ix -x1=0<e,i=1,2,,n 


若 x% = 0, 则 符 ++ 邓 + 二 1 = 1, 即 (x1,x9,…,%。-1) € 5"?, 由 归纳 假设 ， 
对 于 任意 的 e > 0, 存 在 有 理 点 
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使 得 1x 人 和 xl<e,i=1,2,,n-1 
令 x = 0, 则 (x 位，…,x 风 ,x 四 ) 为 5"1 上 的 有 理 点 , 且 显然 有 
1 x0 -xl< ei= 1,2,,n 
现 不 妨 设 x? 夫 0,1,i = 1,2,…,n. 因 此 , 若 令 
Ni 
Xi = a” = 1 


rp | 
即 (Kis Kas Xi) ES? 
由 5S”! 的 对 称 性 ,不 妨 设 0 < xi < 1,i = 1,2,…,n. 因 而 0 < 和 < 1,i = 1， 


2,…,n -1. 由 归纳 假设 ,存在 有 理 点 ( Ri, R,,…, R,_1) € S"-?, 使 得 
1Ri- Xl<si=1,2,n-l 


由 于 怠 + (V1- 驹 )? = 1, 所 以 (x,,V1- 台 ) € S!. 由 (1), 存 在 有 理 数 
mrE (0,1), 使 得 名 + 天 = 1, 并 且 


则 有 如 + 如 + + 如 1 


1m -il1<VI- 双 ,1r-VI- 克 1< 呈 VI- 志 


现 令 疡 = rRi,i = 1,2,…,n -1 则 (my…,m-iym) 为 有 理 点 , 且 
中 + 和 1 
即 (rs ral) ES 
现在 只 须 证 1 六 ~ 1< eli = 1,2,…,n) 即 可 .事实 上 ,1 7 -mm1< 号 ， 


V1- 和 < e. 对 于 i = 1,2,…,n -1, 有 


Hi < 
LR: 澳 二 - 兰 
[a 一 全 二 | ed 
Er EE r+ <E+E=e 
2 | 二 


这 样 ,对 于 n > 2,5"-! 上 的 有 理 点 在 其 上 稠密 . 

对 于 代数 曲线 P(x,y) = 0 的 反例 :这 一 结论 不 能 推广 到 代数 曲线 上 . 

令 P(x,y) = x? -2, 则 点 集 {(+Y2,y) | y € Ri 没有 有 理 点 ,因此 ,上 面 
所 证 明 的 关于 S"-'(n > 2) 的 结论 不 能 推广 到 代数 曲线 上 .这 正 是 莫 德 尔 猜想 
的 一 个 特例 . 
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2. 肾 年轻 的 差 尔 益 奖 得 主 一 一 法 尔 适 斯 


为 了 介绍 法 尔 廷 斯 (G. Faltings,1954 一 ) 需 要 先 了 解 他 获得 的 菲 尔 兹 奖 . 

众所周知 ,在 科学 大 奖 中 , 诺 贝尔 奖 是 最 引 人 瞩 目的 大 奖 , 科 学 家 的 成 就 似 
乎 可 由 获得 了 诺 贝尔 奖 而 盖 棺 定论 .但 遗憾 的 是 ,在 诺 贝尔 奖 中 唯 独 缺 少数 学 
奖 . 对 此 人 们 有 两 种 猜测 ,一 是 说 诺 贝 尔 与 同时 代 的 瑞典 数学 家 莱 夫 勒 交恶 (并 
有 人 说 ,这 是 诺 贝 尔 独身 的 主要 原因 ,因为 诺 贝尔 的 女友 嫁 给 了 风流 位 倍 的 莱 
夫 勒 . 莱 夫 勒 也 确实 容易 获得 女人 青睐 .俄国 美丽 的 女 数学 家 柯 娃 列 夫 斯 卡 娅 
与 其 相交 其 厚 ) .如 果 设 立 数学 奖 ,那么 以 莱 夫 勒 当年 的 成 就 ,第 一 位 获奖 者 极 
有 可 能 就 是 莱 夫 勒 ,而 诺 贝 尔 不 愿意 将 自己 的 钱 送 给 自己 的 仇人 .当然 ,此 种 说 
法 未 免 将 庶 贝 尔 说 得 过 于 狭隘 ,但 又 有 哪 一 个 男人 能 在 这 个 问题 上 大 度 呢 ! 另 
一 种 说 法 是 诺 贝 尔 本 人 有 重 实用 轻 理论 的 倾向 ,而 数学 恰恰 是 纯 理论 的 东西 . 
总 之 ,不 论 什 么 原因 ,这 对 数学 家 来 说 都 是 一 种 缺憾 , 极 需 弥补 ,于 是 被 称 为 数 
学 界 的 诺 贝 尔 奖 一 一 菲 尔 兹 奖 诞生 了 . 

菲 尔 效 奖 (Fields Prize) 是 由 已 故 加 拿 大 数学 家 菲 尔 兹 提议 设立 的 国际 性 数 
学 奖项 ,是 国际 数学 界 最 有 影响 的 奖项 之 一 . 菲 尔 效 本 人 捐献 的 部 分 资金 和 
1924 年 国际 数学 家 大 会 的 结余 经 费 建 立 了 非 尔 兹 奖 的 基金 .1932 年 国际 数学 
家 大 会 上 通过 并 决定 从 1936 年 起 开始 评定 ,在 每 届 大 会 上 颁发 (奖金 1 500 美 
元 和 金 质 奖 章 一 枚 ,奖金 额 虽 少 ,但 意义 重大 ) .由 规则 规定 菲 尔 兹 奖 只 颁 赠 给 
在 纯粹 数学 领域 中 做 出 贡献 的 年 轻 的 数学 家 ,至 今 尚 未 有 超过 40 岁 以 上 的 数 
学 家 获奖 ,获奖 者 一 般 是 在 当 届 数 学 家 大 会 之 前 的 几 年 内 做 出 突出 成 就 并 以 确 
定形 式 发 表 出 来 的 数学 家 ,他 们 的 获奖 工作 一 般 能 够 反映 当时 数学 的 重大 成 
就 .1952 年 国际 数学 联合 会 成 立 之 后 ,每 届 执 行 委员 会 都 指定 一 个 评奖 委员 
会 ,在 国际 数学 家 大 会 之 前 通过 广泛 征求 意见 ,从 候选 人 中 评定 获奖 者 名 单一 
般 每 届 评 出 两 名 获奖 者 ,1966 年 以 后 获奖 人 数 有 所 增加 . 菲 尔 兹 奖 设立 初期 ， 
并 没有 在 世界 上 引起 广泛 重视 ,但 随 着 国际 数学 家 大 会 的 不 断 扩 大 ,特别 是 获 
奖 者 的 杰出 数学 成 就 ,使 非 尔 效 奖 的 荣誉 日 益 提高 , 现 已 成 为 当今 数学 家 可 望 
得 到 的 最 高 奖项 之 一 . 菲 尔 兹 奖 获得 者 及 其 主要 工作 成 就 见 下 表 : 
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年 度 获奖 者 0 主要 工作 领域 
1936 | 阿尔 福 斯 (芬兰 复 分 析 
J 道格拉斯 (美国 ) 极 小 曲面 
Pe 工 - 施 瓦 尔 英 (法 国 ) 广义 函数 论 , 泛 函 分 析 , 偏 微分 方程 ,概率 论 
A. 赛 尔 伯 格 (挪威 - 美国 ) 解析 数论 ,抽象 调和 分 析 , 李 群 的 离散 子 群 
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续 表 

年 度 获奖 者 主要 工作 领域 
i954 | 小平 邦 疡 (日 本 ) 分 析 学 ,代数 几何 , 复 解析 几何 

J.P. 塞 尔 (法 国 ) 代数 拓扑 ,代数 几何 ,数论 ,多 复 变 函数 
1958 | 下. 罗 特 (德国 -英国 ) | 解析 数论 

R. 托 姆 (法 国 ) 代数 拓扑 与 微分 拓扑 , 奇 点 理论 
1962 | 赫 尔 曼 德尔 (瑞典 ) 偏 微分 方程 一 般 理论 

J 了 Ww. 米 尔 诺 ( 美 国 ) 代数 拓扑 与 微分 拓扑 

M.F. 阿 鞍 亚 (英国 ) 代数 拓扑 ,代数 几何 
j966 | J 科恩 (美国 ) 公理 集合 论 , 抽 象 调和 分 析 

A. 格 罗 登 迪克 (法 国 ) 代数 几何 , 泛 函 分 析 , 同 调 代数 

S. 斯 梅 尔 (美国 ) 微分 拓扑 ,微分 动力 系统 

人 .贝克 (英国 ) 解析 数论 
1970 | 广 中 平 佑 (日 本 ) 代数 几何 , 奇 点 理论 

C.IL. 诺 维 科 夫 ( 苏 联 ) 代数 拓扑 与 微分 拓扑 ,代数 理论 ,动力 系统 

J.G. 汤 普 森 (美国 ) 有 限 群 论 
本 EE. 邦 别 里 (意大利 ) 解析 数论 , 偏 微 分 方程 ,代数 几何 , 复 分 析 ,有 限 群 论 
4 | D.B. 曼 福 德 (美国 ) 代数 几何 

. 德 利 哥 尼 ( 比 利 时 ) 代数 几何 ,代数 数论 ,调和 分 析 , 多 复 变 函 数 
1o78 | 5. 费 弗 最 (美国 ) 调和 分 析 ,多 复 变 函 数 

T.A. 马 尔 库 利 斯 (苏联 ) | 李 群 的 离散 子 群 

D.C. 奎 伦 (美国 ) 代数 拓扑 ,代数 K 理论 ,同调 代数 

A. 孔 湿 ( 法 国 ) 算 了 代数 
1982 | W.P. 王 斯 顿 (美国 ) 几何 拓扑 , 叶 状 结构 

丘成桐 (中 国 - 美国 ) 微分 几何 , 偏 微分 方程 ,相对 论 

M. 弗 里 德 名 (美国 ) 拓扑 学 
1986 | S. 唐 纳 森 (英国 ) 拓扑 学 

G. 法 尔 廷 斯 (德国 - 美国 ) | 莫 德 尔 猜想 

B.T. 德 林 菲尔德 (苏联 ) | 数论 ,代数 几何 动力 系统 等 
1990 | 下 .下 斯 (新 西 兰 ) 统计 力学 ,拓扑 学 .量子 群 . 李 代数 

森 重文 (日 本 ) 代数 几何 

E. 威 顿 (美国 ) 数学 物理 

二 布 侍 盖 恩 (比利时 -法国 ) | 现代 分 析 各 领域 (Banach 空间 几何 复 分 析 和 实 分 析 ) 
i994 | 了. 夺 虽 斯 (法 国 ) 非 线性 偏 微 分 方程 (和 性 解 ) 

J.C. 约 科 效 (法 国 ) 动力 系统 学 

FE. 泽 尔 马 诺 弗 (俄罗斯 ) 


| 群 理论 
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续 表 


年 度 获奖 者 主要 工作 领域 
R.E. 博 切 尔 兹 (英国 ) 魔 群 月 光 猜想 、 李 代数 、 量 子 场 论 
和 W.T. 高 尔 斯 (英国 ) Banach 空间 

1998 | M. 康 采 维 奇 (俄罗斯 - 法国) | 数学 和 物理 大 统一 理论 
C.T. 麦 克 马 兰 (美国 ) 复 动力 系统 理论 
安德鲁 “ 怀 尔 斯 (英国 ) 费 马 猜想 

A 劳 伦 " 拉 福 格 (法 国 ) 数论 .分析 


符 拉 基 米尔 - 弗 沃 特 斯 基 ( 俄 罗斯 ) | 新 的 代数 秘 上 同调 理论 


联系 概率 论 ,代数 表示 论 和 代数 几何 学 


sh 几何 学 ,对 瑞 奇 流 中 的 分 析 和 几何 结构 
2006 询 暂 轩 偏 微分 方程 ` 组 合 数学 \ 谐 波 分 析 和 堆 又 数论 
温 德 林 . 活 纳 随机 共 形 映射 ,布朗 运动 二 维 空间 的 几何 学 以 
及 共 形 场 理论 


现在 让 我 们 把 目光 投 到 1986 年 ,第 20 届 菲 尔 兹 奖 颁奖 大 会 . 

地 址 :美国 伯克利 .参加 人 数 :3 500 多 人 . 

此 届 大 会 主席 : 格 利 森 (A. Gleason)( 美 国 数学 家 ).L.V. 阿 尔 福 斯 担任 名 誉 
主席 . 
受 邀 请 在 大 会 上 作 报告 的 数学 家 共有 16 位 ,他 们 是 :5. 斯 格 尔 , 德 布 兰 格 
斯 (L. de Branges), 唐 纳 森 (S. Donaldson, 1957 一 ) ,法 尔 廷 斯 , 费 罗 利 奇 (J. M， 
Frihlich,1916 一 ) ,格林 (F.W.Gehling), 格 罗 莫 夫 (M.Gromoy,1943 一 ) , 伦 斯 特 拉 
(H.W. Lenstra) , 舍 恩 (R.M.Schoen) ,使 恩 黑 格 (A.Schinhaga) ,希拉 (S. Shelah)， 
斯 科 罗 霍 德 (A.V.Skorohod) ,斯 坦 (E.M.Stein,1931 一 ) , 萨 斯 林 (A.A.Suslin), 沃 
甘 (D.A.Jr.Vogan), 威 腾 (E.Witten,1951 一 ). 

这 次 效 菲 尔 兹 奖 得 主 是 : 弗 里 德 曼 , 唐 纳 森 ,法 尔 延 斯 .由 J.X. 米 尔 诺 ,M. 
F. 阿 蒂 雅 ,B. 梅 热 分 别 对 3 位 获奖 者 的 主要 成 就 作 了 评介 .我 们 的 主角 法 尔 廷 
斯 于 1954 年 7 月 28 日 生 于 西 德 的 格 尔 森 基 尔 欣 - 布 舍 (Gelsenkirchen-Buer) ,并 
在 那里 度 过 了 学 生 时 代 , 而 后 就 学 于 明 斯 特 (Minsfer) 的 纳 斯 托 德 (H.J. Nastold) 
教授 的 门下 学 习 数 学 .1978 年 获得 博士 学 位 . 

以 后 在 哈佛 (Harvard) 作 过 研究 员 (1978 ~ 1979), 当 过 助教 (1979 ~ 1982) , 现 
在 是 乌 珀 塔 尔 (Wuppertal) 的 教授 .他 在 数学 上 的 兴趣 开始 于 交换 代数 尔后 转 至 
代数 几何 . 

由 本 次 大 会 名 誉 主席 .首届 菲 尔 兹 奖 得 主 阿 尔 福 斯 亲自 将 非 尔 兹 奖章 和 奈 
望 林 纳 奖 授予 上 述 4 人 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


From Pyiha To Wiles 


这 次 大 会 充分 体现 了 数学 的 统一 倾向 . 

现在 ,数学 的 进展 速度 并 没有 放 慢 . 近 些 年 来 ,全 世界 研究 人 员 的 数目 显著 
增加 .每 年 都 有 年 轻 数学 家 极为 富有 创见 ,解决 前 辈 无 能 为 力 的 问题 .人 们 总 要 
问 : 这 种 进展 会 不 会 由 于 今后 发 展 受 到 抑制 而 停顿 下 来 ? 这 是 因为 人 们 实质 上 
不 可 能 掌握 这 么 多 的 富有 成 果 的 理论 而 导致 极端 的 专业 化 ,以 及 理论 彼此 之 间 
逐步 孤立 ,最 后 由 于 缺少 来 自 外界 的 生动 活泼 的 新 思想 而 衰退 .幸运 的 是 ,数学 
中 还 存在 强 有 力 的 统一 化 的 趋势 使 得 这 种 危险 大 大 地 缩减 并 集中 在 少数 地 方 . 
这 是 来 自 对 基本 概念 更 加 深入 的 分 析 或 者 对 于 过 时 的 技术 长 期 和 反复 的 发 展 
而 导致 新 方法 的 发 现 .因此 ,数学 家 没有 理由 怀疑 他 们 的 科学 一 定 会 繁荣 昌盛 ， 
以 及 文明 的 真正 形态 源远流长 . 

如 此 年 轻 的 法 尔 延 斯 能 获得 被 誉 为 "数学 界 的 诺 贝尔 奖 "的 菲 尔 效 奖 ,是 令 
人 惊奇 的 .对 此 曾 游学 美国 的 日 本 著名 数学 家 广 中 平 佑 先生 曾 有 一 番 高 论 . 
1987 年 6 月 广 中 平 佑 应 中 国 台湾 科学 会 邀请 赴 中 国 台湾 地 区 讲学 ,27 日 , 广 中 
平 佑 与 中 国 台湾 大 学 数学 系 施 拱 星 教授 . 赖 东 升 教授 与 康明 昌 教 授 等 进行 了 会 
谈 . 

问 : 广 中 先生 熟知 东西 方 的 数学 界 , 依 您 看 ,两 者 有 何不 同 呢 ? 

广 中 :我 也 不 知道 为 什么 西方 国家 ,例如 美国 和 欧洲 的 许多 国家 ,有 许多 优 
秀 的 数学 家 在 少年 时 就 一 鸣 惊 人 ;但 是 在 日 本 及 亚洲 其 他 国家 ,数学 家 需要 长 
时 间 来 孕育 .培养 . 

问 : 这 是 令 人 奇怪 的 现象 ,您 能 不 能 多 说 一 点 呢 ? 

广 中 : 嗯 ! 我 由 数学 得 到 的 印象 ,美国 极其 鼓舞 年 轻 人 ,给 他 们 许多 的 奖 
励 ,例如 升 职 ,很 年 轻 的 人 ,可 以 升 为 正教 授 .我 获得 哥伦比亚 大 学 的 正教 授时 ， 
日 本 的 大 学 只 肯 给 我 助理 教授 的 职位 呢 ! 我 当然 不 干 ( 众 笑 ). 你 看 美国 的 学 
生 , 他 们 年 纪 轻 轻 的 ,就 想 做 出 一 些 出 众 的 事 .在 日 本 及 一 些 亚洲 国家 吧 ! 你 必 
须 先 有 点 办 法 ,取得 地 位 后 ,然后 才能 研究 大 问题 .这 不 仅 是 制度 的 问题 ,或 许 
也 是 传统 吧 ! 

问 : 文 化 背景 吗 ? 

广 中 : 嗯 ! 可 能 每 个 人 都 希 求 光 彩 夺目 吧 ! 从 我 的 美国 学 生 中 观察 ,这 种 
希 求 有 时 对 学 生 好 .有 时 学 生 在 还 没有 打 好 基础 前 ,就 想 一 步 登 天 ! 但 有 时 却 
很 成 功 , 那 真是 太 好 了 ,他 们 年 轻 , 精 力 充沛 ,即使 局 面 太 窄 , 但 确 是 很 有 深度 ， 
如 果 他 们 愿意 扩大 范围 ,不 难得 到 广博 的 知识 . 

美国 资助 了 许多 年 轻 人 ,特别 是 在 20 世纪 60 年 代 和 70 年 代 ,美国 花费 了 
许多 经 费 支持 年 轻 学 者 ,研究生 ,讲师 ,助理 教授 ,政府 给 钱 , 让 他 们 闲 着 做 研究 
( 笑 ), 现 在 ,美国 不 同 了 ,我 想 别 的 国家 也 应 该 做 此 事 , 替 外 国学 生 服务 ,这 只 是 
时 间 问 题 . 
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3. 导 积 薄 发 一 一 法 尔 廷 斯 的 证 明 


对 数学 中 “猜想 ”这 个 词 的 使 用 , 韦 尔 常常 有 所 批评 :数学 家 常常 自 言 自 语 
道 :要 是 某 某 东西 成 立 的 话 ，“ 这 就 太 棒 了 ”( 或 者 “这 就 太 顺利 了 "). 有 时 ,不 用 
费 多 少 事 就 能 够 证 实 他 的 推测 ,有 时 则 很 快 就 否定 了 它 .但 是 ,如 果 经 过 一 段 时 
间 的 努力 还 是 不 能 证 实 他 的 推测 ,那么 他 就 要 说 到 “猜想 "这 个 词 了 ,即便 这 个 
东西 对 他 来 说 毫 无 重要 性 可 言 . 绝 大 多 数 情形 都 是 没有 经 过 深思 邹 虑 的 .因此 ， 
对 莫 德 尔 猪 想 ,他 指出 :我 们 稍 许 来 看 一 下 “ 莫 德 尔 猜 想 ”. 它 所 涉及 的 是 一 个 
几乎 每 一 个 算术 家 都 会 提出 的 问题 ,因而 人 们 得 不 到 对 这 个 问题 应 该 去 押 对 还 
是 押 错 的 任何 严肃 的 启示 .” 

或 许 大 多 数 数学 家 都 会 同意 韦 尔 的 观点 .然而 ,情况 不 同 了 ,1993 年 年 轻 
的 德国 数学 家 法 尔 廷 斯 证 明了 英 德 尔 猜想 ,从 而 翻 开 了 数论 的 新 篇 章 .事实 上 ， 
他 的 文章 还 同时 解决 了 另外 两 个 重要 的 猜想 , 即 塔 特 (Tate) 和 沙 法 列 维 奇 (Sha- 
farevich) 的 猜想 ,这些 具 有 同等 重大 意义 的 成 就 ,这 一 点 不 久 将 被 证 实 . 我 们 来 
简要 地 描述 一 下 这 三 个 猜想 说 了 些 什 么 ,以 及 法 尔 廷 斯 的 证 明 有 哪些 要 素 . 

按 其 最 初 形式 ,这 个 猜想 说 , 任 一 个 不 可 约 \ 有 理 系 数 的 二 元 多 项 式 , 当 它 
的 “ 亏 数 ” 大 于 或 等 于 2 时 ,最 多 只 有 有 限 个 解 . 记 这 个 多 项 式 为 /(x,y), 有 理 
数 域 为 Q, 这 个 猜想 便 表示 :最 多 存在 有 限 对 数 偶 xi,yiE Q 使 得 f(x;,y;) = 0. 
如 果 / 的 次 数 为 d, 它 的 亏 数 是 个 小 于 或 等 于 (d - 1)(d - 2)/2 的 数 (下 面 ,我 们 
要 给 出 更 为 准确 的 表示 ). 比如 ,在 法 尔 廷 斯 之 前 ,人 们 不 知道 ,对 任意 非 零 整数 
a, 方 程式 yY = +a 在 Q 中 只 有 有 限 个 解 . 

后 来 ,人 们 把 这 个 猜想 扩充 到 了 定义 在 任意 数 域 ( 实 为 “全 局 域 ") 上 的 多 
项 式 ,并 且 , 随 着 抽象 代数 几何 的 出 现 又 重新 用 代数 曲线 来 叙述 这 个 猜想 了 . 因 
此 ,法 尔 廷 斯 实际 证 明 的 是 :任意 定义 在 数 域 K 上 , 亏 数 大 于 或 等 于 2 的 代数 曲 
线 最 多 只 有 有 限 个 K - 点 

所 谓 代数 曲线 ,粗略 地 说 ,就 是 在 包含 K 的 任意 域 中 ,/x,y) = 0 的 全 部 解 
的 集合 . 然而 ,这 种 陈述 还 必须 在 不 少 方面 作 点 修订 . 其 一 ,这 个 解 集合 丢掉 了 
“无 穷 远 点 ”. 为 了 不 至 在 我 们 不 能 掌握 的 无 穷 远 地 方 ,会 有 什么 恶魔 留 下 了 不 
祥 之 物 , 我 们 引进 了 射影 空间 (参见 《搭车 旅行 者 游览 银河 系 的 指南 》@D) 域 K 上 
的 n 维 射 影 空间 是 n + 1 维 向 量 空间 中 ,通过 原点 的 直线 的 集合 .在 选 定向 量 空 


作 编译 自 Spencer Bloch 的 一 篇 文章 , 原 题 (The Proof of the Mordall Conjecturre》. 译 自 :The Mathmatical 
intelligencer，6:2(1984) ,41-47. 
ey 原文 :《The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy》. 
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From Pythagoras To Wiles 


间 的 一 组 基 之 后 ,可 以 用 一 直线 上 的 一 个 非 零点 的 坐标 (xo,…, x,) 来 确定 这 
条 直线 ,也 就 是 定 出 射影 空间 中 的 一 个 点 .如 果 严 是 xo,xi,…,zm 的 一 个 齐 次 多 
项 式 ,那么 下 在 一 个 射影 点 为 零 就 表明 下 在 相应 的 直线 上 为 零 . 

比如 , 令 F(X,Y,Z) 为 d 次 齐 次 多 项 式 ,其 中 d 为 f(x,y) 的 次 数 ,并 使 得 
F(x,y,1) = 所 xz,y). 这 样 的 下 是 唯一 的 .这 时 ,天 在 二 维 射影 空间 中 的 零点 集 
包含 了 /(x,y) = 0 的 解 ,但 是 还 有 其 他 的 ,对 应 于 Z = 0 平面 上 直线 的 点 ,使 得 
= 0. 例 如 f(x,y) = 了 -x1, 则 F(X,Y,Z) = PZ -入 -2 有 一 个 无 
穷 远 零 点 X= Z =0,Y = 1. 

可 以 给 出 了 的 亏 数 的 更 精确 的 公式 , 即 亏 数 等 于 

(d-D(d-2)2- Ds, 


其 中 ,和 号 是 对 于 满足 
4(p) = 站 0o) = IE(p) = 0 
的 射影 点 p 取 的 ,并 且 v, > 1. 这样 一 些 点 称 为 零点 轨迹 的 奇 点 ,比如 , 费 马 多 
项 式 wr* + y" - 1 没有 奇 点 ,其 亏 数 为 (n - 1)(n - 2)/2. 
相反 的 ,yz = x?(x + 1) 在 原点 是 一 个 二 重点 ,其 相应 射影 曲线 下 = 222 - 
XX+ 2Z) = 0 的 偏 导数 


aF 2 9F _ yyy oF _ yz 
FF = -3 22 22, = -2 


在 [0,0,1] 全 为 零 .因为 这 条 曲线 的 亏 数 是 0 而 不 是 1, 像 y? = x?(x + 1) 一 样 ， 
奇异 曲线 的 亏 数 比 其 次 数 所 表示 的 亏 数 要 小 一 些 . 因为 莫 德 尔 猜想 是 用 了 亏 数 
表示 出 的 ,从 而 有 必要 时 时 留意 所 给 曲线 的 奇异 性 . 

为 什么 猜想 中 除去 了 /的 次 数 小 于 或 等 于 3 的 情形 呢 ? 当 d = 1,f = ax + 
by + c 显然 有 无 穷 多 个 解 . 当 d = 2,f 可 能 没有 解 ( 比 如 当 KK = Q 时 的 x? + 
六 + 1), 但 是 如 果 它 有 一 个 解 就 必定 有 无 穷 多 个 解 . 我 们 从 几何 上 来 论证 这 
点 . 设 己 是 /的 解 集合 中 的 一 点 ,让 荆 表 示 一 条 不 经 过 点 已 的 直线 .对 世上 坐标 
在 域 K 中 的 点 O ,直线 PQ 通常 总 与 解 集合 交 于 另 一 个 点 R. 当 0 在 L 上 取 遍 无 
穷 多 个 K - 点 时 ,点 R 的 集合 就 是 /的 kK - 解 的 无 穷 集合 .例如 ,把 这 种 方法 用 
于 安 + 委 一 1 给 出 了 熟知 的 参数 化 , 即 


+1 

当下 为 三 次 非 奇异 曲线 时 ,其 解 集合 是 一 个 群 , 即 一 条 所 谓 的 椭圆 曲线 . 
这 个 群 的 规则 是 : 经 过 点 P,0 的 直线 交 零 点 集 于 第 三 个 点 R, 这 个 R 就 是 
一 了 - Q. 选 定 一 个 适当 的 原点 Po, 假 定 这 个 起 始点 R 对 群 来 说 不 是 有 限 阶 ， 
则 上 述 的 迭代 产生 了 一 个 解 的 无 穷 集 . 法 尔 廷 斯 的 工作 的 一 个 结果 是 ,对 于 次 
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站 数 大 于 或 等 于 4 的 非 奇异 下 ,这 种 产生 点 的 几何 方法 是 不 存在 的 .虽然 如 此 , 却 
存在 称 为 阿 贝尔 (Abel) 能 的 高 维 代数 能 ,其 上 有 类 似 的 群 结构 ,研究 这 些 阿 由 
尔 秘 构成 了 法 尔 廷 斯 证 明 的 核心 . 

证 明 中 一 个 关键 步骤 是 由 帕 希 恩 (A.N.Parshin) 得 到 的 ,他 证 明了 莫 德 尔 
猜想 可 以 由 沙 法 列 维 奇 (Shafarevich) 关于 曲线 的 良 约 化 的 猜想 推导 出 来 . 比 
如 ,假设 齐 次 多 项 式 为 非 异 ( 即 无 奇 点 ) 且 K = Q. 消去 下 的 系数 的 分 母后 ,可 
设 的 系数 为 无 公 因 子 的 整数 ;那么 ,我 们 可 以 对 某 个 素数 p ,考虑 其 mod p 的 
方程 .如 果 其 偏 导数 mod p 没有 公 因子 , 则 方程 F(X,Y,Z) = 0(mod p) 给 出 域 
Z/pZ 上 的 非 异 曲线 , 这 就 称 原来 的 曲线 在 p 具有 良 约 化 . 例如 , 费 马 曲线 
襄 +B + 如 在 素数 3 没有 良 约 化 .更 说 明 问题 的 例子 是 曲线 站 2 = 下 -172 
它 在 Q 上 为 非 异 ,然而 mod 2,3 或 17 它 却 是 奇异 的 . 

沙 法 列 维 奇 作 了 如 下 猜测 :对 给 定 的 亏 数 g, 及 给 定 的 数 域 K 中 的 有 限 素 
数 集合 5, 最 多 只 存在 K 上 的 亏 数 为 g 的 曲线 的 有 限 个 同 构 类 ,它们 在 5 之 外 
具有 良 约 化 .例如 ,对 于 椭圆 曲线 集 y= X(X - 1)(X - A)(AE Z), 由 使 ， 
4 -1 仅 被 $ 中 的 素数 除 尽 的 的 集合 的 有 限 性 ,可 推出 这 个 猜想 . 

假定 C 是 一 条 亏 数 g > 2 的 曲线 ,P 是 C 上 一 个 K - 点 . 帕 希 恩 曾 证 明 , 作 
K 的 有 限 扩张 K' 后 ,可 以 找到 另 一 条 曲线 C' 及 映射 C' 一 C ,使 得 C' 具 亏 数 g'， 
且 在 $' 外 具有 良 约 化 ,同时 这 个 映射 只 在 点 P 有 分 歧 ( 所 谓 曲线 间 映 射 在 一 点 
忆 有 分 歧 是 指 已 的 逆 像 点 的 个 数 严格 地 小 于 映射 的 度数 ). 更 进一步 ,我 们 还 知 
道 K ,g' ,8' 仅仅 依赖 于 g 与 5, 而 与 P 的 选取 无 关 . 那 么 , 沙 法 列 维 奇 猜想 表明 
只 有 有 限 个 这 样 的 C' . 现 设 C 上 有 无 穷 多 个 K- 点 P,,r = 1,2,3,…. 这 样 , 相 
应 的 C" 中 的 无 穷 多 条 就 必须 同 构 于 一 条 公共 的 曲线 C" ,而 它 就 会 有 无 穷 多 个 
不 同 的 映射 映 到 C. 然 而 由 经 典 的 黎 曼 曲面 论 ,一 个 亏 数 大 于 或 等 于 2 的 曲面 
到 另 一 个 曲面 的 映射 集合 必 为 有 限 , 故 C 的 K - 点 集合 为 有 限 . 

用 “过 渡 到 雅 可 比 秘方 法 去 处 理 曲线 的 难以 捉摸 的 问题 常常 有 所 神 益 ; 
从 数论 的 观点 看 这 就 是 由 椭圆 曲线 到 阿 贝尔 和 能 的 推广 ,就 目前 情况 而 言 , 由 沙 
法 列 维 奇 提出 而 被 法 尔 廷 斯 证 明 的 ,实则 是 对 于 阿 贝尔 徐 的 更 强 形式 的 沙 法 列 
维 奇 猜想 . 

为 了 说 明 清楚 ,需要 追 述 更 多 一 些 关 于 黎 曼 曲面 的 知识 ( 即 维 数 为 1 的 紧 
致 复 流 形 ). 当选 定 系数 域 K 到 复数 域 的 一 个 嵌入 并 考虑 它 的 所 有 复 点 时 ,我们 
一 直 在 讨论 的 曲线 便 产 生出 了 黎 曼 曲面 曲面 的 亏 数 g 等 于 曲面 上 “ 洞 ”的 个 
数 . 复 平面 的 一 个 开 集 u 上 的 一 个 全 纯 微分 1 - 形式 , 即 表达 式 f(z)dz, 其 中 = 
是 复 参 量 ,f 是 全 纯 函 数 . 如 果 P 是 w 中 的 一 条 路 径 , 我 们 则 可 计算 积分 


] /0a)z. 歼 慨 曲面 被 这 样 一 些 开 集 ui 所 覆盖 ,在 曲面 上 可 以 定义 一 个 全 纯 微 
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分 形式 , 它 是 u: 上 全 纯 微 分 形式 的 集合 ,而 在 ui 门 w; 上 相等 .曲面 上 全 纯 1- 形 
式 构成 了 空间 Y, 它 的 维 数 等 于 曲面 的 亏 数 . 

通过 积分 ,曲面 上 的 路 径 p 定 义 了 V 的 对 偶 空 间 V* 中 的 一个 元 | ， 当 p 遍 
历 所 有 闭路 径 时 ,这 些 泛 函 的 集合 构成 的 V” 中 一 个 具 极 大 秩 的 格 工商 空间 
J = 线 人 是 个 复 环 , 称 为 这 个 曲面 的 雅 可 比 簇 .在 J 上 有 一 个 自然 的 除 子 0， 
之 所 以 用 这 个 符号 ,是 内 为 它 在 ”的 逆 像 是 由 黎 曼 - 西塔 函数 的 零点 定义 
的 .其 结果 在 于 9 确定 了 一 个 极 化 , 即 存在 一 个 了 到 射影 空间 P 的 拣 人 及 一 个 
超 平面 射影 ,使 得 H 站 J 等 于 9 的 某 个 倍数 . 托 尔 林 (Torelli) 定理 说 明 这 一 对 
J 了 ,9 实际 上 确定 了 曲线 . 

雅 可 比 包 的 构造 也 可 以 代数 地 进行 ,从 而 产生 了 定义 在 域 K 上 的 一 个 阿 贝 
尔 簇 ,其 中 K 即 原 曲线 的 定义 域 . 阿 贝尔 篮 是 一 个 具有 群 结构 的 .射影 空间 的 闭 
连通 子 簇 , 它 定义 在 K 即 表明 它 是 系数 在 K 的 一 组 多 项 式 的 零点 集 .定义 在 复 
数 域 上 的 这 个 艇 必 为 复 环 ,然而 并 非 所 有 复 环 均 可 作为 多 项 式 零 点 集 而 邦人 到 
射影 空间 中 . 

最 简单 的 阿 贝 尔 秋 是 那些 一 维 的 , 即 前 面 提 到 的 椭圆 曲线 .对 于 阿 贝尔 簇 
的 沙 法 列 维 奇 猜想 是 说 ,定义 在 K 上 的 , 维 数 为 g 的 主 极 化 阿 贝尔 往 , 且 在 一 给 
定 的 位 S 的 有 限 集合 外 具有 良 约 化 , 必 为 有 限 个 .这 就 是 法 尔 廷 斯 实际 证 明 的 
结果 .由 托 尔 林 定 理 ,这 蕴涵 了 对 曲线 的 沙 法 列 维 奇 猜 想 ,再 由 帕 希 恩 的 论证 ， 
它 又 蕴涵 了 英 德 尔 猜 想 . 

对 于 证 明 某 些 数 值 问 题 无 解 ,有 一 个 属于 费 马 的 经 典 方法 .法 尔 廷 斯 的 工 
作 部 分 地 来 说 ,是 这 个 方法 的 推广 . 费 马 在 证 明 方程 x**+ y* = z+ 没有 非 零 整数 
解 时 ,对 每 个 (p,g,r) 给 出 一 个 高 ,例如 | r |, 其 中 (p,qg,r) 满足 这 个 方程 ,无 
限 递 降 的 方法 使 他 能 够 证 明 , 当 (p,g,r) 在 曲线 上 并 具有 正 的 高 时 , 则 有 一 组 


新 的 (p,9,7) 也 在 曲线 上 ,而 它 具有 较 小 的 高 ,0 < 171< 1r |, 从 而 得 到 在 x+ 
六 = 上 不 存在 (0,0,0) 以 外 的 整 点 . 

法 尔 廷 斯 怎样 推广 呢 ? 如 前 , 设 了 是 射影 曲线 上 全 纯 1 - 形式 的 向 量 空 间 . 
如 果 wzm，…vas 是 坐标 函数 在 V* 上 的 一 组 基 , 则 微分 doy A du 人 … A das 
在 平移 下 不 变 ,所 以 可 降 到 J 上 的 一 个 g - 形式 w. 实 际 上 ,对 任意 g 维 阿 贝尔 
簇 ,可 以 代数 地 定义 ,并 且 除去 K 的 一 个 因子 外 被 典型 地 确定 .法 尔 廷 斯 对 每 
个 K 上 阿 贝尔 能 给 了 一 个 数值 不 变量 h(4), 称 为 高 .对 于 K 的 每 个 素 理 想 ( 非 
阿 基 米 德 域 ) 和 每 个 实 或 复 的 完备 化 ( 阿 基 米 德 域 ) 都 给 定 了 局 部 定义 ,而 后 再 
作 和 ,就 给 出 了 h(4). 当 p 是 K 的 一 个 素 理想 ,由 尼 罗 恩 (Neron) 的 模型 理论 给 
出 了 一 种 约 化 簇 4(mod p) 的 适当 办 法 , 当 被 mod p 约 化 时 ,如 果 微分 为 零 (或 
相应 于 一 个 极点 ) ,这 个 局 部 项 为 - lg N,( 相 应 地 ,+ lg N,) 的 某 个 倍数 ,其 中 
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心 是 p 的 有 限 域 的 元 素 个 数 ( 当 K = Q, N= 时 ), 至 于 每 个 K 到 及 或 C 的 嵌 
入 ,法 尔 延 斯 取 了 人 的 对 数 体积 世人 总 的 基 个 信 数 . 把 这 些 局 部 不 变量 加 


起 来 ,就 得 到 了 高 .由 数论 中 的 乘积 公式 ,h(4) 与 w 的 选取 无 关 . 

在 丢 番 图 几何 中 通常 总 是 把 高 的 概念 用 于 射影 空间 的 点 上 .假设 x 是 有 理 
数 域 上 射影 空间 书 中 一 个 点 ,因而 它 对 应 于 0"*! 中 一 条 直线 .让 x0,x1,… ,x 
为 直线 上 的 点 坐标 ,使 它们 为 无 公 因子 的 整数 ,定义 h(x) = maxlin 1 x; 上 .车 
以 K 代 替 Q, 仍 有 一 个 类 似 的 构造 . 当 数 域 K 及 常量 c 固定 后 ,最 多 只 有 有 限 个 
点 ,其 高 小 于 或 等 于 c. 

利用 塞 格 模 空间 .办 , 即 g 维 主 级 化 阿 贝尔 能 的 参量 化 空间 ,法 尔 廷 斯 把 这 
两 个 高 的 概念 结合 起 来 了 . 他 注意 到 . 太 可 作为 局 部 闭 子 能 嵌入 到 射影 空间 中 ， 
使 得 当 * 对 应 于 阿 贝尔 能 4 时 ,A(z) 与 A(4) 仅 差 一 个 固定 的 非 零 倍数 再 加 上 
一 个 误差 项 ,这 个 误差 项 在 . 故 的 无 穷 远 处 最 多 为 对 数 增长 速度 (这 里 ,无 穷 远 
处 是 有 意义 的 ,因为 . 少 不 完备 , 阿 贝尔 能 可 以 是 退化 的 ). 因 而 ,最 多 只 存在 有 
限 个 g 维 主 极 化 半 稳定 阿 贝尔 簇 ,其 高 小 于 或 等 于 c. 我 们 称 这 个 事实 为 有 界 
高 度 原理 .这 是 证 明 中 的 主要 思想 . 

下 一 步 是 研究 在 同 源 下 高 的 行为 . 由 定义 , 阿 贝 尔 徐 的 一 个 同 源 是 代数 群 
之 间 的 一 个 具有 有 限 核 的 满 同 态 .椭圆 曲线 间 的 映射 /: 4 一 B 是 其 经 典 的 情 
形 ,把 这 个 映射 提升 到 它们 的 覆盖 空间 之 间 的 映射 /:C 一 C, 它 满足 
f(z + 4) =/(z), 其 中 4 在 4 的 周期 格 4 中 .因而 了 的 导 函 数 为 周期 且 全 纯 , 由 
刘 维 尔 (Liouville) 定理 它 必 为 常数 a. 故 4 被 映 人 B 的 周期 格 4' 中 ,并 为 其 具有 
有 限 指数 的 子 群 ,从 而 这 个 映射 具有 有 限 核 . 

在 许多 情形 下 , 同 源 是 阿 贝尔 簇 的 等 价 性 的 “正确 "概念 .例如 ,在 给 出 由 4 
到 8 的 同 源 P 之 后 ,并 设 其 像 为 4 , 则 由 彭 加 勒 的 完全 可 约定 理 ,把 4, 有 分别 
换 成 同 源 的 徐 4' x 4,4' x B8 时 ,使 得 f 变 为 4 x A 一 A' 一 A' x B8, 即 一 个 投 
射 映射 与 内 射 映射 的 复合 .因而 ,许多 涉及 阿 贝尔 簇 的 问题 用 簇 与 它 的 同 源 像 
的 等 价 性 去 处 理 颇 有 益处 .法 尔 廷 斯 的 文章 正 是 依 此 而 行 .那么 ,我 们 必须 要 看 
一 看 高 在 同 源 下 是 怎样 变化 的 . 

一 个 同 源 在 mod p 约 化 时 可 能 出 现 的 分 歧 是 个 有 趣 的 现象 . 作为 例子 , 考 
虚 由 涡 + 到 -1 = 0 定义 的 一 维 阿 贝尔 能 .如 果 取 (1,0) 为 群 结构 的 原点 ,于 是 
乘 以 -2 可 几何 地 描述 为 过 PP 的 曲线 的 切线 与 曲线 交 出 的 第 三 个 点 ,曲线 在 点 
(x,7) 的 切线 由 x?X+ y2Y -1 = 0 定义 ,所 以 乘 以 -2 可 由 坐标 交换 : (x,y) > 


( 硅 因 二 3) 扒 4， 这 个 映射 的 mod 2 约 化 ( 即 在 公式 中 置 2 为 0) 在 点 


(1,0) 上 有 垂直 切线 . 同 源 的 映射 度 的 对 数 的 一 半 再 减 去 某 个 修正 项 给 出 了 在 
同 源 下 高 的 改变 值 ,这 个 修正 项 度量 出 这 一 类 分 歧 . 
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应 用 这 个 公式 将 要 引 向 塔 特 猜想 .为 了 说 明 清楚 ,我 们 必须 谈 一 点 阿 贝 尔 
筷 的 算术 .定义 在 域 K 上 的 阿 贝尔 能 4 上 , 作 乘 以 整数 n 的 运算 ;考虑 它 的 核 
允 . 想 到 4 的 复 点 集 好 似 一 个 CE/L, 其 中 为 格 ,我 们 可 以 看 出 作为 抽象 群 的 
以 像 便 是 (Z/,Z)*. 但 是 ,4 还 有 更 多 的 结构 .有 限 点 集 ,4 的 坐标 是 代数 于 k 的 
但 不 一 定 属于 K, 从 而 K 的 代数 包 的 伽 罗 瓦 群 C 作用 于 ,h4 时 给 出 了 G 到 
CLzx(Z/ .2Z) 的 一 个 表示 .为 方便 计 , 固 定 一 素数 1, 并 同时 考虑 所 有 的 ,h4 ,其 中 
n 取 1 的 所 有 短 次 , 乘 以 1 来 连接 它们 , ,4 -> ,4 ,从 而 取 其 反 向 极限 得 到 了 塔 特 
模 , 记 为 7.(4), 作 出 抽象 群 它 同 构 于 Ze ,其 中 Zi 表示 整数 的 1 - adic 完备 化 . 
但 G 也 作用 于 Ti(4), 给 出 了 G6 一 GL2s(Z) 的 一 个 表示 .为 进一步 了 解 7,(4) 
的 情况 ,仍然 把 4 的 复 点 集 看 做 Cs/L. 于 是 ,4 同 构 于 L/ ,71(4) 同 构 于 L@ 
ZZ. 因为 工 自然 地 对 应 于 Cs/L 的 1 维 同 调 群 ,我 们 可 以 把 71(4) 看 做 为 4 的 以 
Zi 为 系数 群 的 1 维 同调 群 . 

如 果 有 是 另 一 个 阿 贝尔 篮 , 则 可 以 去 比较 K 上 阿 贝尔 馈 间 的 映射 群 
Hom(4 ,有 ) 和 相应 的 G - 映射 群 Homc( 7T,(4),7T,(B)), 其 中 后 者 表示 与 G 的 
作用 可 交换 的 同 态 构成 的 群 . 塔 特 的 一 个 重要 猜想 (他 证 明了 K 为 有 限 域 的 情 
形 ) 是 7,(4) 上 的 伽 罗 瓦 表示 为 半 单 纯 的 , 且 当 K 在 其 素 域 上 为 有 限 生 成 时 ， 
Hom(4,B) @ Zi 一 Homc(T(4) ,Ti(B))( 作 为 群 的 同 构 ). 这 个 重要 结果 与 下 
面 情形 下 的 描述 特征 的 一 般 框架 相 顺 应 , 即 由 真正 的 几何 映射 诱导 出 的 两 个 对 
象 间 同调 群 的 一 个 同 态 的 情形 . 

设 WWC Ti(4) 是 一 个 子 模 , 它 在 伽 罗 瓦 群 C 下 为 稳定 .可 以 把 四 表示 为 有 
限 子 群 WW, C 4 的 逆向 极限 ,并 定义 4 为 商 4/ WW,. 塔 特 的 论证 中 的 一 个 关键 步 
又 是 :在 某 个 关于 极 化 的 技巧 性 条 件 下 ,4, 中 有 无 限 多 个 为 同 构 .那么 ,比如 当 
h, 与 hm 为 同 构 , 他 取 键 映射 4 一 4,, a 4, -> 4, 并 由 此 构造 了 4 到 自身 的 一 
个 几何 映射 .这 样 作 的 结果 ,使 得 把 法 尔 廷 斯 的 同 源 下 高 的 变化 公式 以 及 塔 特 
的 关于 p -~ 可 除 群 的 一 个 定理 ,应 用 于 上 述 4,( 不 过 此 时 是 定义 在 数 域 上 的 )， 
便 给 出 了 h(4,) 的 一 个 一 致 界 . 有 界 高 原理 使 他 能 推出 4, 中 有 无 限 个 为 同 构 ， 
现在 ,应 归功 于 扎 惠 因 (Zarhin) 的 塔 特 方法 与 论断 导致 了 塔 特 猜 想 的 证 明 . 

现在 ,法 尔 廷 斯 必须 要 去 证 明 这 样 的 沙 法 列 维 奇 猜 想 , 即 最 多 只 存在 有 限 
个 g 维 主 级 化 阿 贝尔 猜想 ,它们 定义 在 数 域 K 上 且 在 给 定 素数 集 5 之 外 具有 良 
约 化 .首先 去 考虑 证 明 最 多 只 存在 有 限 个 在 5 外 具 良 约 化 的 g 维 阿 贝尔 能 的 同 
源 类 的 问题 ( 即 当 存在 一 个 簇 到 另 一 个 的 同 源 时 ,把 这 两 个 阿 贝 尔 簇 看 做 一 
样 ). 因 为 有 塔 特 猜想 ,这 就 相当 于 去 证 明 在 7,(4) cyQ 间 最 多 只 有 有 限 个 同 构 
类 ;但 因 其 表示 为 半 单 ,也 就 只 须 证 明 它 在 伽 罗 瓦 群 上 仅 生成 有 限 个 不 同 的 迹 
函数 就 可 以 了 . 
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为 此 ,法 尔 迁 斯 证 明 存在 G 的 一 个 由 弗 罗 比 尼 乌 斯 元 组 成 的 有 限 子 集 , 使 
得 它 的 像 在 mr(4) 的 自 同 态 环 中 生成 的 子 环 与 C 在 其 中 生成 的 子 环 一 样 . 并 进 
一 步 证 明 ,这 个 有 限 集权 依赖 于 素数 1 集合 S 及 4 的 维 数 . 除 此 以 外 ,与 4 无 
关 . 这 就 归结 为 去 证 明 对 每 个 给 定 的 弗 罗 比 尼 乌 斯 元 ,其 在 7,(4) 的 作用 的 迹 
只 能 取 有 限 个 值 . 现在 则 可 用 有 名 的 韦 尔 猜想 了 , 它 说 这 个 迹 应 是 有 有 界 绝对 
值 的 整数 ( 即 在 忆 中 ). 

沙 法 列 维 奇 猜想 的 证 明 再 一 次 要 求助 于 有 界 高 原理 .给 定 了 K 上 具 S 外 良 
约 化 的 g 维 主 极 化 阿 贝尔 簇 的 集合 后 ,只 要 去 证 明 高 为 有 界 就 够 了 . 由 前 节 的 
结果 ,我 们 可 以 假定 这 些 艇 都 是 同 源 的 . 最 后 ,应 用 高 的 变 差 公式 以 及 雷 劳 特 
(Raynaud) 的 一 个 定理 , 它 是 关于 在 群 概 型 的 点 上 的 伽 罗 瓦 作用 ,还 有 韦 尔 猜 
想 对 阿 贝 尔 艇 的 其 他 应 用 ,就 完成 了 论证 . 


(1) 基本 结果 . 

1983 年 7 月 19 日 ,纽约 时 代 杂 志 刊 登 了 一 篇 文章 ,报道 了 法 尔 廷 斯 解决 了 
“本 世纪 一 个 杰出 的 数学 问题 “这 是 塞 吉 ， 兰 (Serge Lang) 的 观点 ), 芝 加 柯 大 
学 的 布 洛克 (Spencer Bloch) 说 ,德国 人 的 这 项 成 就 “回答 了 过 去 似乎 绝对 不 能 
回答 的 一 些 问题 ”法 尔 廷 斯 文章 的 最 醒目 部 分 是 证 明 不 定 方程 理论 中 的 一 个 
基本 问题 , 即 葛 德 尔 猜想 . 

直到 这 前 不 久 ,多 数 专家 都 相信 , 莫 德 尔 猜 想 不 会 很 快 得 到 解决 .法 尔 廷 斯 
的 文章 是 代数 几何 中 一 个 困难 的 练习 ,他 使 用 了 参 模 (moduli) 理论 , 半 阿 贝尔 
入 理论 , 阿 贝 尔 簇 的 高 度 理论 以 及 其 他 这 种 深奥 的 理论 .在 这 种 背景 下 我 们 现 
在 作 一 些 评述 ,希望 这 些 评述 能 阐明 关于 莫 德 尔 猜 想 的 法 尔 廷 斯 工作 的 意义 和 
它 与 解决 阿 贝尔 入 理论 中 许多 重要 猜想 的 关系 ,以 及 历史 上 的 来 龙 去 脉 . 

首先 我 们 列举 出 五 个 基本 结果 ,这些 结果 已 全 被 证 明 . 在 整 节 中 我 们 将 用 
它们 的 名 称 来 表示 这 些 结果 ,在 下 一 小 节 我 们 对 于 解 不 定 方程 问题 作 一 般 性 的 
介绍 ,基本 结果 都 涉及 如 下 的 丢 番 图 问题 :在 一 条 曲线 上 有 多 少 整 坐标 点 或 有 
理 坐标 点 .正如 下 面 所 讨论 的 , 解 方程 的 通常 绘图 方法 将 解 不 定 方程 这 样 一 个 
代数 问题 变 成 求 方程 解 的 轨迹 点 这 样 一 个 几何 问题 .本 节 的 其 余部 分 则 探讨 曲 
线 上 的 整 点 和 有 理 点 问题 . 第 (3) 小 节 描述 莫 德尔 , 韦 尔 和 塞 格 关于 这 一 课题 


的 开创 性 工作 .在 第 (4) 小 节 , 我 们 描述 研究 莫 德尔 猜想 的 早期 尝试 , 一直 讲 到 


四 原 题 :《The Mordell Conjecture》, 译 自 : Noticcs of the Amer. Math. Soc. ,33(1986) ,443449. 
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苏联 学 派 的 工作 . 第 (5) 小 节 对 法 尔 廷 斯 的 工作 做 一 个 概要 介绍 . 在 第 (6) 小 
节 ,我 们 讨论 使 用 法 尔 廷 斯 的 工作 有 效 地 解 具体 的 不 定 方程 这 样 一 个 问题 . 
* 塞 格 定理 

如 果 C 是 定义 于 环 R 上 的 一 条 仿 射 曲线 ,而 环 尺 在 乙 上 是 有 限 生 成 的 ,并 
且 C 的 亏 格 大 于 等 于 1, 则 C 在 R 中 只 有 有 限 个 解 . 

更 确切 地 说 , 设 c 是 一 个 固定 的 自然 数 , 则 不 可 约 方程 f(x,y) = 0 有 无 穷 
多 解 (x,y) 使 得 cx 和 cy 均 是 某 数 域 中 整数 的 充 要 条 件 是 该 方程 的 解 可 写成 两 
个 有 理 函 数 x = P(t),y = (41), 其 中 

P(t) = ai + orit Tl + + an" 

Q(2) = bt + bt + e+ bt" 
不 全 为 常数 . 而 这 条 件 成 立 当 且 仅 当 对 应 射影 曲线 的 亏 格 为 0, 并 且 函 数 
1 x 1+1y 1 至 多 有 两 个 极点 . (事实 上 , 塞 格 将 此 结果 推广 到 由 n 个 未 知 数 n - 
1 个 方程 给 出 的 曲线 ) 

因此 ,只 有 类 型 很 特殊 的 仿 射 曲线 才能 有 无 限 多 个 整 点 ,于 是 零点 轨迹 是 
一 条 曲线 的 那些 不 定 方程 ,只 有 很 特殊 的 一 类 才能 有 无 限 多 个 整数 解 . 

“ 莫 德 尔 - 韦 尔 定理 

设 K 是 域 并 且 在 它 的 素 域 上 是 有 限 生成 的 . 4 是 定义 在 K 上 的 阿 贝尔 徐 
( 即 4 是 定义 于 K 上 的 完备 (Complete) 馈 , 可 以 嵌 到 K - 射影 空间 中 ,并且 具有 
定义 于 K 上 的 群 结构 ). 设 4 是 K - 有 理 点 群 . 则 4s 是 有 限 生成 阿 贝尔 群 . 

作为 一 个 特殊 情形 ,定义 在 K 上 的 椭圆 曲线 具有 K - 有 理 点 ,这 些 点 形成 
一 个 有 限 生 成 阿 贝 尔 群 .在 有 理 数 域 上 ,这 个 群 的 扭 (torsion) 部 分 只 能 是 十 五 
个 有 限 阿 贝尔 群 当 中 的 一 个 ,但 是 有 理 点 可 以 具有 自由 无 限 阿 贝尔 群 部 分 ,从 
而 ,椭圆 曲线 可 以 具有 无 限 多 个 有 理 点 ,但 是 只 能 有 有 限 多 个 整 点 (对 于 仿 射 坐 
标 ). 

一 个 亏 格 为 0 的 射影 曲线 如 果 有 有 理 点 , 则 采用 初等 方法 可 以 证 明 它 的 有 
理 点 全 体 一 一 对 应 于 P!'(Q) .所 以 , 亏 格 0 曲线 或 者 没有 有 理 点 ,或 者 有 无 限 多 
个 有 理 点 .于 是 ,一 个 圆锥 曲线 或 者 没有 有 理 点 ,或 者 有 无 限 多 个 有 理 点 ,而 这 
些 有 理 点 可 以 从 一 点 采取 扫描 线 方法 得 到 .对 于 一 个 椭圆 曲线 , 它 可 以 没有 有 
理 点 ,但 是 如 果 具 有 有 理 点 ,那么 根据 有 理 点 的 群 结构 ,我们 从 有 限 个 点 出 发 采 
用 群 作用 , 即 所 谓 弦 切 法 ,在 理论 上 可 以 构造 出 所 有 有 理 点 .法 尔 廷 斯 的 工作 表 
明 , 对 于 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 曲线 ,不 存在 构造 有 理 点 的 这 种 方法 . 

* 数 域 上 的 莫 德 尔 猜想 

设 K 是 Q@ 的 有 限 扩 域 ,X/K 是 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 光滑 曲线 , 则 不 上 的 K - 
有 理 点 集合 X(K) 是 有 限 的 . 

只 有 类 型 很 特殊 的 曲线 才 可 以 具有 无 限 多 个 有 理 点 ,对 于 零点 轨迹 是 一 条 
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曲线 的 不 定 方程 组 ,只 有 其 中 类 型 很 特殊 的 才 可 以 具有 无 限 多 个 有 理解 
* 函数 域 上 的 莫 德 尔 猜想 

设 K 是 特征 0 域 K 上 的 正规 (regular) 扩张 ,C 是 定义 于 KK 上 的 亏 格 大 于 或 
等 于 2 的 光滑 曲线 , 则 或 者 有 理 点 集 C(K) 是 有 限 的 ,或 者 C 可 定义 在 K 上 并 且 
C(K) 中 除 有 限 个 点 之 外 其 余 均 在 C(K) 的 像 之 中 . 

这 个 定理 是 数 域 上 莫 德 尔 猜想 在 函数 域 上 的 模拟 ,是 兰 重 述 莫 德尔 猜想 的 
工作 的 副产品 . 它 由 曼 宁 和 格 劳 尔 特 (Grauert) 首先 证 明 . 苏联 数学 家 们 关于 这 
一 定理 所 做 的 工作 引出 法 尔 廷 斯 证 明 中 最 根本 性 的 思想 ,这 是 由 于 莫 德 尔 猜想 
可 以 由 下 一 个 猜想 推出 
“关于 曲线 的 沙 法 列 维 奇 猜想 

设 K 是 Q 的 有 限 扩张 ,S 是 K 的 一 个 有 限 的 位 集合 , 则 亏 格 g > 2 并且 在 
5 外 具有 好 的 约 化 (reduction) 的 光滑 曲线 X/K 只 有 有 限 多 个 同 构 类 

对 于 定义 在 乙 上 的 非 奇 异 代数 秘 ,通过 对 方程 组 的 系数 作 模 疡 约 化 可 得 到 
有 限 域 上 的 代数 篮 . 好 的 约 化 是 指 用 这 种 方法 给 出 有 限 域 上 的 非 奇 异 代数 簇 . 
一 个 代数 能 在 素数 p 处 有 好 的 约 化 ,是 指 该 代数 簇 存在 某 个 嵌入 ,而 此 嵌入 在 
P 处 有 好 的 约 化 .与 此 相 联 系 的 是 如 下 的 思想 :为 了 试验 某 不 定 方程 是 否 有 整 
数 解 ,我 们 可 以 试验 该 方程 模 每 个 素数 p 是 否 有 解 ,因为 模 每 个 素数 p 均 有 解 
是 有 整数 解 的 必要 条 件 

法 尔 廷 斯 的 工作 还 与 阿 贝尔 铸 的 沙 法 列 维 奇 猜想 有 关 . 这 个 猜想 的 内 容 
是 :对 于 具有 给 定 维 数 8 , 极 化 次 数 4 > 0 并 且 在 位 的 有 限 集 $S 之 外 有 好 的 约 化 
的 极 化 (Polarized) 阿 贝尔 簇 , 共 K - 同 构 类 集合 是 有 限 的 . 阿 贝尔 能 的 极 化 与 
它 戏 在 射影 空间 中 的 方式 有 关 . 利用 托 尔 林 定 埋 的 一 个 精细 化 命题 可 以 证 明 
如 果 关 于 阿 贝尔 禾 的 沙 法 列 维 奇 猜想 成 立 , 则 关于 曲线 的 沙 法 列 维 奇 猜想 成 
立 .法 尔 廷 斯 在 解决 英 德尔 猜想 过 程 中 证 明了 上 述 两 个 猜想 均 是 成 立 的 . 

(2) 解 不 定 方程 的 一 般 性 问题 . 

设 f(x1,x2,…,zxn) 是 n 个 变量 的 整 系数 多 项 式 .有 时 我 们 考虑 它 的 系数 是 
某 数 域 中 整数 的 情形 . 如果 我 们 求 方程 /(x) = 0 的 整数 解 或 者 有 理 数 解 (或 者 
在 某 数 域 中 的 解 ), 这 个 方程 便 叫做 不 定 方程 ,从 而 可 以 谈 该 不 定 方程 的 整数 解 
或 有 理 数 解 , 值 在 域 K 中 的 解 叫做 K - 有 理解 或 K - 有 理 点 . 

不 定 方程 叫做 是 齐 次 的 ,是 指 它 的 诸 项 具有 相同 次 数 .这 时 ,如 果 向 量 x 是 
解 , 则 对 于 每 个 常数 c, cx 也 是 解 ,所 以 对 于 齐 次 方程 ,我 们 将 彼此 相差 -一个 非 
零 常数 因子 的 两 个 解 等 同 起 来 ,只 求 彼此 不 等 同 的 解 . 由 一 个 非 齐 次 d 次 方程 
总 可 以 得 到 一 个 相关 联 的 齐 次 方程 ,办 法 是 :将 n 个 变量 集合 增加 一 个 新 变量 ， 
然后 将 原 方程 的 每 项 乘 以 新 变量 适当 方 宕 使 每 项 次 数 均 为 4. 于 是 ,原来 非 齐 
次 方程 的 解 对 应 于 齐 次 方程 新 变量 等 于 1 时 的 解 . 在 实际 中 ,我 们 对 于 非 齐 次 
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方程 情形 求 整数 解 而 对 齐 次 方程 情形 求 有 理 数 解 . n + 1 个 变量 的 齐 次 方程 与 
个 变量 的 非 齐 次 方程 的 关系 会 使 读者 联想 起 射影 几何 与 仿 射 几何 的 关系 . 

从 古 希 腊 时 代 起 ,数学 家 就 在 寻找 特殊 不 定 方程 的 解 ,并 且 总 是 企图 找 出 
一 般 解 . 希 尔 伯 特 问 :是 否 存在 解 不 定 方程 的 一 般 算法 ?这 就 是 所 谓 希 尔 伯 特 第 
10 问题 ,在 1900 年 国际 数学 家 大 会 上 , 希 尔 伯 特 曾 提出 了 堪 称 “现代 数学 发 展 
的 路 标 ” 的 23 个 数学 问题 .这 个 问题 由 马 蒂 贾 西 维 (Matijasevi) 于 1970 年 最 终 
加 以 解决 .他 证 明了 不 存在 这 样 的 算法 能 判定 方程 是 否 有 有 理 整数 解 .但 是 ,至 
今 仍然 不 知道 是 否 有 算法 能 判定 不 定 方程 是 否 有 有 理 数 解 . 

研究 不 定 方程 的 另 一 途径 是 采用 几何 的 方法 ,每 个 不 定 方程 的 复数 解 的 轨 
迹 定 义 出 一 个 复 代 数 馈 ;如 果 方程 是 非 齐 次 的 , 它 的 全 部 解 形成 一 个 仿 射 代数 
秘 ; 如 果 方 程 是 齐 次 的 , 它 的 解 形成 一 个 射影 代数 秘 . 上 面 描述 的 非 齐 次 方程 和 
相应 齐 次 方程 的 关系 恰好 对 应 于 仿 射 代数 徐 和 它 在 适当 的 射影 空间 取 射影 闭 
包 ( 即 添加 一 些 “ 无 穷 远 " 点 ) 所 得 到 的 射影 代数 生 . 

于 是 ,研究 不 定 方程 的 解 变 成 了 求 由 系数 属于 某 数 域 的 方程 组 定义 的 复 代 
数 秘 上 的 整数 点 或 有 理 点 . 例如 , 费 马 所 研究 的 方程 是 射影 平面 中 亏 格 为 


Cn - 1)(n - 2) 的 非 奇 异 曲 线 的 方程 . 一般 地 ,三 个 变量 的 n 次 不 可 约 齐 次 


方程 对 应 于 射影 平面 中 一 条 曲线 ,其 缉 格 为 二 (n -1)(n - 2) 减 去 由 该 曲线 的 
奇异 点 给 出 的 校正 项 .人 们 和 希望 几何 学 会 使 某 些 不 定 方程 问题 更 容易 处 理 .第 
一 步 显 然 是 把 注意 力 局 限于 对 应 于 曲线 的 那些 不 定 方程 (或 者 更 一 般 地 ,对 应 
于 其 解 形成 某 高 维 空间 中 一 条 曲线 的 那些 不 定 方程 组 ). 利用 这 种 方法 ,可 以 把 
不 定 方程 的 求解 问题 重新 叙述 成 寻求 曲线 上 有 理 点 和 整 点 问题 ,我 们 主要 考虑 
问题 的 后 一 种 形式 ， 

另 一 个 相关 问题 是 定义 在 有 限 域 上 的 光滑 射影 代数 秘 ,这 个 问题 的 解 在 法 
尔 廷 斯 工作 中 被 用 到 ,这 样 一 个 代数 包 在 各 个 不 同 有 限 扩 域 中 的 有 理 点 数 可 以 
表示 成 一 个 母 函 数 ,叫做 此 代数 钱 的 zeta 函数 .关于 这 个 zeta 函数 的 性 质 , 韦 尔 
有 一 系列 猜想 ,这 些 猜想 使 我 们 在 理论 上 可 以 计算 这 个 zeta 函数 . 这 些 韦 尔 猜 
想 的 最 后 一 条 由 德 利 哥 尼 (Deligne) 于 1973 年 最 终 加 以 证 明 .关于 阿 贝尔 铸 的 
韦 尔 猜想 的 证 明 则 较为 简单 ,而 在 法 尔 廷 斯 的 证 明 中 本 质 性 地 使 用 了 关于 阿 贝 
尔 敌 的 韦 尔 猜想 . 

(3) 莫 德 尔 , 韦 尔 和 塞 格 的 工作 . 

让 我 们 考虑 非 齐 次 方程 之 + y? = 1 和 它 对 应 的 齐 次 方程 x? + y? = z?. 仿 
射 方程 显然 只 有 有 限 多 个 整数 解 . 其 射影 代数 秘 则 有 无 穷 多 个 不 同 的 整数 解 
(如 上 所 说 ,彼此 相差 非 零 常数 倍 的 整数 解 看 做 是 相同 的 ). 换 言 之 ,所 有 毕 达 哥 
拉 斯 三 数组 给 出 其 全 部 整数 点 . 仿 射 方程 的 解 作为 特殊 情形 包含 在 射影 平面 上 
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的 解 之 中 .但 是 ,后 者 给 出 了 仿 射 方程 无 穷 多 个 有 理 数 解 , 所 以 我 们 需要 考虑 相 
互联 系 但 是 不 等 价 的 两 个 问题 . 关于 仿 射 曲线 上 整 点 个 数 是 否 有 限 的 问题 我 们 
可 以 称 之 为 塞 格 问题 ,因为 塞 格 解决 了 这 个 问题 . 而 关于 射影 曲线 上 有 理 点 数 
是 否 有 限 的 问题 (相差 非 零 常数 因子 的 两 个 解 看 做 是 等 同 的 ) 叫做 莫 德 尔 问 
题 .当然 ,这 些 理论 问题 可 能 不 会 对 求解 的 个 数 的 上 界 有 所 帮助 (即使 证 明了 解 
数 是 有 限 的 ), 肯 定 也 不 会 帮助 我 们 找 出 哪怕 是 一 个 解 来 ,后 者 叫做 是 有 效 求解 
问题 . 

历史 上 ,这些 问 题 是 由 莫 德 尔 的 工作 所 引出 的 . 莫 德 尔 在 1922 年 用 直接 方 
法 研究 椭圆 曲线 ( 即 亏 格 1 的 非 奇 异 曲 线 ) 上 的 有 理 点 .次 年 他 写 了 关于 这 一 研 
究 对 象 的 葛 基 性 文章 . 他 证 明了 一 个 椭圆 曲线 上 的 有 理 点 形成 有 限 生成 交换 
群 ,而 其 仿 射 曲 线 只 有 有 限 多 个 整 点 ,他 猜想 亏 格 更 大 的 超 椭圆 的 平面 仿 射 曲 
面 上 均 只 有 有 限 多 个 整 点 ,并 且 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 光滑 射影 曲线 均 只 有 有 限 
多 个 有 理 点 . 

这 些 猿 想 激发 出 一 系列 的 研究 工作 ,这些 工作 一 直 延 续 至 今日 , 超 椭圆 曲 
线 的 猜想 由 塞 格 于 1926 年 证 明 ,而 关于 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 射影 曲线 的 猜想 变 
成 了 莫 德 尔 猜想 ,现今 在 法 尔 廷 斯 工作 中 最 终 得 以 证 明 . 关于 椭圆 曲线 上 有 理 
点 形成 限 生 成 群 的 证 明 促使 韦 尔 写成 第 一 篇 重要 论文 , 即 莫 德尔 - 韦 尔 定理 的 
证 明 ,而 从 此 论文 于 1928 年 发 表 之 后 ,这 个 定理 引导 出 代数 几何 和 数论 的 许多 
成 果 . 韦 尔 的 工作 产生 了 阿 贝尔 能 理论 ,将 群 论 与 代数 几何 结合 在 一 起 ,对 于 
19 世纪 的 椭圆 积分 理论 作 了 极 大 的 推广 . 

莫 德 尔 工作 的 核心 是 他 看 出 了 高 度 理论 的 益处 ,就 像 后 来 登 厄 - 塞 格 - 罗 
斯 (Thue - Siegel - Roth) 定理 所 展示 的 那样 ,这 是 - -个 使 全 世界 的 数学 家 都 感 
到 吃惊 的 定理 ,这 是 一 个 被 剑桥 大 学 达 文 泡 特 逼 出 来 的 定理 .1954 年 阿 姆 斯 特 
丹 国际 数学 家 大 会 上 ,德育 英国 数学 家 罗斯 作 了 一 个 20 分 钟 的 报告 .会 后 达 文 
泡 特 举办 了 一 个 讨论 班 专 讲 巧 厄 - 塞 格 定理 . 并 把 主要 的 任务 交 给 了 罗斯 . 正 
是 这 样 ,罗斯 将 它 推广 成 了 瑟 厄 - 塞 格 - 罗斯 定理 . 这 个 问题 源 于 用 有 理 数 


并 (其 中 7 是 整数 ,x 是 自然 数 ) 去 逼近 一 个 无 理 数 0. 人 们 把 能 有 无 数 多 个 立 


请 足 | 9 - | < 和 的 那些 y 的 上 界 记 作 p.(9). 于 是 产生 了 一 个 重大 问题 , 即 
4(9) 是 什么 ?对 这 个 问题 的 回答 整整 持续 了 一 个 世纪 .1844 年 , 刘 维 尔 证 明了 
4(0) < n.1908 年 塞 格 证 明了 jy(0) < 2Vn.1955 年 罗斯 证 明了 (0) = 2. 塞 
格 在 他 的 大 作 中 看 出 如 何 将 高 度 的 存在 性 理论 和 莫 德 尔 - 韦 尔 定理 以 及 阿 由 
尔 簇 理论 的 原始 形式 结合 在 一 起 ,解决 了 现在 我 们 称 之 为 塞 格 的 问题 ,他 的 结 
果 就 是 前 面 所 述 的 塞 格 定理 .这 篇 文章 还 包括 了 许多 其 他 有 价值 的 东西 ,其 中 
包括 对 于 超越 理论 很 重要 的 著名 塞 格 引 理 . 阿 贝尔 簇 的 高 度 理论 是 法 尔 廷 斯 工 
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作 的 核心 .这 样 一 个 高 度 理论 可 以 看 成 是 费 马 引 进 的 著名 的 无 穷 下 降 法 的 现代 
形式 . 

(4) 解决 莫 德尔 猜想 早期 尝试 . 

随 着 阿 贝尔 秘 理 论 的 发 展 ,下 面 的 事实 逐渐 变 得 清楚 了 : 莫 德 尔 猜想 应 当 
理解 成 关于 包含 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 曲线 的 某 种 阿 贝尔 艇 的 一 个 命题 . 在 这 种 
称 为 雅 可 比 簇 的 阿 贝尔 簇 上 ,人 们 希望 利用 莫 德 尔 - 韦 尔 理论 给 出 嵌入 曲线 的 
有 理 点 的 信息 .这 种 方法 可 以 追溯 到 沙 鲍 蒂 (Chabauty) 在 20 世纪 30 年 代 和 40 
年 代 的 工作 ,后 来 由 兰 相当 具体 地 做 了 这 一 工作 . 莫 德尔 猜想 的 一 种 重 述 形式 
的 兰 猜想 , 即 阿 贝尔 簇 上 的 一 条 曲线 与 此 阿 贝尔 簇 的 每 个 有 限 生 成 子 群 只 有 有 
限 多 个 公共 点 .他 还 证 明了 , 莫 德 尔 猜 想 也 可 以 看 成 是 关于 曲线 代数 族 的 一 个 

另 一 些 数学 家 研究 莫 德 尔 猜 想 则 是 通过 分 片 地 分 析 特殊 的 曲线 族 ,或 者 是 
仔细 运用 高 度 理论 . 

第 一 个 重要 的 突破 是 在 20 世纪 60 年 代 , 即 证 明了 莫 德 尔 猜 想 在 函数 域 上 
的 等 价 命题 .代数 数论 中 的 一 个 标准 的 工作 程序 是 问 : 对 于 数 域 上 的 某 个 定理 
或 猜想 , 它 在 函数 域 上 的 类 似 命题 是 否 正确 ?或 者 反 过 来 ,这 种 类 比 是 由 如 下 的 
一 般 理 论 所 促使 的 :如 何 证 明 关于 素 域 的 有 限 生 成 扩 域 的 某 些 问题 . 尼 罗 恩 证 
明了 由 两 个 莫 德尔 猜想 能 够 建立 起 Q 的 任何 有 限 生 成 扩 域 上 的 相应 猜想 . 曼 宁 
和 格 劳 尔 特 都 致力 于 证 明 前 面 所 述 的 莫 德 尔 猜 想 在 函数 域 的 类 似 命题 ,但 是 除 
在 兰 的 书 中 已 经 显示 的 之 外 ,对 于 如 何 转 到 数 域 上 来 看 不 出 进一步 的 线索 . 

曼 宁 的 工作 是 苏联 人 对 于 莫 德 尔 猜想 值得 尼 罗 恩 注意 的 研究 工作 的 组 成 
部 分 . 苏联 学 派 的 中 心 人 物 是 曙 宁 \ 沙 法 列 维 奇 , 尼 罗 因 和 帕 希 恩 的 工作 回 过 头 
来 集中 于 前 述 的 沙 法 列 维 奇 猜想 和 它 与 莫 德 尔 猜 想 在 函数 域 上 类 比 的 联系 .15 
年 后 ,法 尔 廷 斯 的 工作 受到 这 些 工作 的 本 质 上 的 启发 . 帕 希 恩 证 明了 车 沙 法 列 
维 奇 猿 想 成 立 , 则 可 以 证 得 莫 德尔 猜想 . 

在 帕 希 恩 的 思想 能 够 用 于 数 域 上 的 莫 德 尔 猜想 之 前 ,根据 需要 发 展 了 更 多 
的 数学 工具 .这些 工具 包括 阿 贝 尔 能 和 曲线 的 参 模 理论 ,采用 表示 论 建 立 的 阿 
贝尔 簇 的 一 个 复杂 理论 . 

(5) 法 尔 廷 斯 工作 的 概要 介绍 . 

设 K 是 有 理 数 域 Q 的 有 限 扩张 ,K* 是 K 的 代数 闭 包 ,4 是 定义 于 K 上 的 阿 
贝尔 艇 .< = Gal(K*/K) 为 K 的 绝对 伽 罗 瓦 群 ,! 是 素数 . 则 x 作用 在 塔 特 模 
T(4) = im4[Pm](K) 

之 上 .更 确切 地 说 ,Ti(4) = |(a1,a2,…,a。,…) 1 ou 是 4 上 阶 为 1 的 宕 的 K* - 
点 , 且 对 每 个 ” > 1, lansl = mm, 而 al = 0| ,其 中 无 限 长 的 向 量 相 加 是 按 逐 分 
量 相 加 ,于 是 mi(4) 是 1 - adic 整数 环 Z, 上 的 模 . 
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这 个 塔 特 群 是 有 限 生成 无 扭 Z, - 模 , 维 数 是 2dimA. 塔 特 模 可 以 扩张 成 
1 - adic 数 域 Qi 上 的 向 量 空间 E( 4) = mi(4) @ ZiQ,, 它 叫做 扩大 的 塔 特 群 ， 
而 x 作用 于 其 上 .法 尔 廷 斯 的 基本 结果 如 下 . 

1) x 在 Ei(4) 上 的 表示 是 半 单 的 . 

2) 映射 Endx(4) @:Z, 一 End(7T1(A4)) 是 同 构 . 

3) 设 5 是 K - 位 的 有 限 集 ,d > 0, 则 对 于 K 上 在 S 外 有 好 的 约 化 的 d 重 
极 化 阿 贝尔 秘 ,其 同 构 类 数 有 限 . 

结果 2) 是 说 :Ti(4 ) 的 某 类 性 状 良好 的 自 同 态 对 应 于 4 的 自 同 态 ,这 解决 
了 塔 特 的 一 个 猜想 ,使 用 塔 特 模 研究 阿 贝尔 簇 之 间 映 射 的 一 些 类 似 结果 可 见 兰 
关于 阿 贝 尔 簇 的 书 .3) 即 是 关于 阿 贝尔 徐 沙 法 列 维 奇 猜想 ,然后 由 曲线 的 雅 可 
比例 理论 就 得 到 关于 曲线 的 沙 法 列 维 奇 猜 想 . 

在 得 到 沙 法 列 维 奇 猜想 之 后 ,法 尔 廷 斯 现在 便 可 应 用 莫 德尔 的 早年 推导 来 
证 明 猜想 .现在 简要 地 描述 这 个 推导 . 设 X 是 K 上 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 光滑 曲 
线 ,5 是 K - 位 的 有 限 集 ,对 于 每 个 K - 有 理 点 x, 可 以 构 作 XX 的 一 个 亏 格 为 g' 
的 覆盖 , 它 定义 在 K 的 某 个 有 限 扩 域 上 ,恰好 只 在 x 处 分 歧 , 从 而 Y(x) 在 某 集 
合 了 之 外 具有 好 的 约 化 .这 里 g' ,7 和 扩 域 只 依赖 于 X 和 5S 而 不 依赖 于 点 x. 根 
据 沙 法 列 维 奇 猜想 ,这 样 的 Y(x) 只 有 有 限 多 个 同 构 类 ,如 果 有 理 点 x 的 集合 是 
无 限 的 , 则 从 某 个 Y(x) 到 X 便 有 无 限 多 个 不 同 的 映射 ,而 这 与 亏 格 大 于 或 等 
于 2 的 黎 曼 面 上 的 一 个 古典 结果 相 矛 盾 . 

3) 的 证 明 是 基于 这 种 极 化 阿 贝尔 所 的 同 种 的 类 数 是 有 限 的 ( 同 种 (isogeny) 
是 核 有 限 的 满 同 态 ). 后 一 点 和 1),2) 都 是 用 类 似 的 推理 得 到 ,推理 要 利用 高 度 
理论 ,曲线 和 阿 贝尔 簇 的 参 模 理论 以 及 关于 阿 贝尔 徐 的 韦 尔 猜想 . 

法 尔 廷 斯 从 半 阿 贝尔 能 理论 开始 ,这 是 域 上 阿 贝尔 艇 概念 到 概 型 上 代数 秘 
的 推广 ,他 讨论 了 关于 稳定 曲线 和 主 极 化 阿 贝尔 能 的 参 模 空 间 的 一 些 结果 . 然 
后 ,他 发 展 了 可 利用 于 半 阿 贝尔 艇 的 高 度 理论 . 基本 定理 是 说 ,对 于 给 定 的 常数 
,高 度 小 于 或 等 于 e 并 具有 革 些 性 质 的 半 阿 贝尔 能 的 同 构 类 数 是 有 限 的 .这 个 
有 界 高 度 原理 成 为 法 尔 廷 斯 工作 中 的 最 有 用 的 结果 , 它 是 他 得 到 的 所 有 结果 的 
基础 . 

法 尔 廷 斯 还 讨论 了 高 度 在 同 种 之 下 的 性 状 ,这 里 需要 韦 尔 猜想 .然后 法 尔 
延 斯 证 明了 1) 和 2) ,这 些 随 后 又 用 来 证 明 两 个 阿 贝 尔 往 是 同 种 的 , 当 且 仅 当 它 
们 的 扩大 塔 特 模 作为 x - 模 是 同 构 的 . 这 解决 了 所 谓 同 种 猜想 , 它 本 身 也 是 一 
个 重要 结果 .从 上 述 这 些 结果 再 一 次 应 用 韦 尔 猜想 ,法 尔 廷 斯 便 证 明了 3). 最 
后 ,得 到 关于 曲线 的 沙 法 列 维 奇 猜想 , 于 是 像 前 面 所 解释 的 ,证 明了 莫 德 尔 猜 
想 


(6) 某 些 评注 . 
莫 德 尔 猜想 已 被 证 明 ,一 个 明显 的 问题 是 :对 于 解 集合 不 是 曲线 的 不 定 方 
程 组 情形 如 何 呢 ? 关 于 高 维 代数 焦 上 的 整 点 和 有 理 点 会 怎样 ? 早 些 时 候 人 们 对 
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这 样 的 问题 作 了 尝试 . 查 特 利 特 (Chatelet) 研究 了 三 次 曲面 ,关于 这 一 方向 有 一 
系列 猜想 ,它们 是 关于 曲线 的 一 些 已 知 结果 在 各 种 方向 上 的 推广 .但 是 ,对 于 高 
维 情形 的 实在 的 理解 ,还 仍旧 是 遥远 的 目标 . 

更 重要 的 是 ,各 种 存在 性 结果 的 有 效 性 问题 . 在 这 里 不 仅 意味 着 它们 对 于 
解 不 定 方程 问题 的 理论 上 的 可 应 用 性 ,而 且 也 意味 着 实际 上 的 可 利用 性 ,一 个 
问题 如 果 用 极 大 的 工作 量 才能 解决 , 则 它 的 理论 解法 可 能 没有 任何 价值 .不幸 
的 是 , 塞 格 问题 ` 莫 德尔 问题 ,以 及 采用 莫 德尔 - 韦 尔 定理 去 发 现 阿 贝尔 能 有 理 
点 的 群 结构 ,似乎 均 属于 上 述 情况 (存在 着 关于 有 效 利用 莫 德 尔 - 韦 尔 定理 的 
一 个 未 经 证 明 的 算法 , 它 的 正确 性 等 价 于 韦 尔 于 1929 年 的 一 个 猜想 ,而 这 个 猜 
想 至 今 仍 未 解决 ). 定理 结果 是 很 难得 到 的 . 莫 德尔 - 韦 尔 定理 和 莫 德 尔 猜想 的 
证 明 在 极 大 程度 上 均 是 非 构造 性 的 ,很 难 计算 有 理 点 或 整 点 的 个 数 ,也 很 难得 
到 英 德 尔 - 韦 尔 群 的 生成 元 集合 . 

塞 格 在 一 篇 文章 中 说 到 ,即使 整 点 的 大 小 不 能 估计 ,也 应 当 有 有 效 的 办 法 
来 计算 整 点 的 个 数 .因此 ,关于 整 点 的 个 数 我 们 可 能 会 有 某 种 想法 ,但 却 不 知 要 
在 多 么 大 的 空间 中 寻找 ,才能 保证 毫 无 遗漏 地 得 到 全 部 解 .实际 上 ,是 否 存 在 着 
实际 方法 计算 曲线 上 整 点 个 数 这 一 点 也 是 不 清楚 的 .成 熟 的 数论 学 者 当中 比较 
一 致 的 意见 是 :我 们 距离 寻求 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 曲线 的 全 部 整 (有 理 ) 解 的 确 
实 有 效 方法 还 有 很 长 的 一 段 路 . 

目前 ,法 尔 廷 斯 的 工作 在 极 大 程度 上 还 不 是 有 效 性 的 .例如 ,还 没有 算法 来 
决定 一 条 曲线 上 究竟 是 否 有 有 理 点 (对 于 整 点 情形 , 马 蒂 贾 西 雅 已 经 给 出 否定 
的 答案 ,所 以 对 于 有 理 点 情形 这 种 算法 的 存在 性 很 难 持 乐观 态度 ). 费 马 大 定理 
正 是 一 个 例子 表明 这 个 问题 是 多 么 难 . 假定 在 某 曲线 上 存在 有 理 点 ,还 仍然 不 
知道 有 理 点 数 的 可 计算 的 上 界 . 事 实 上 ,在 法 尔 廷 斯 的 工作 之 前 ,我 们 还 不 知道 
一 条 亏 格 大 于 或 等 于 2 的 曲线 大 , 它 在 所 有 数 域 K 上 的 点 集 Y(K) 都 是 有 限 的 . 
这 一 切 使 我 们 对 于 法 尔 廷 斯 的 工作 直接 用 于 数论 的 实际 益处 产生 了 悲观 情绪 ， 
尽管 它 的 理论 价值 是 显著 的 .只 有 时 间 才 能 告诉 我 们 这 种 悲观 情绪 是 否 对 头 ， 

未 来 或 许 会 表明 ,法 尔 廷 斯 工作 的 重要 性 本 质 上 不 在 于 解决 了 英 德 尔 狂 
想 .对 于 一 个 代数 几何 学 家 ,法 尔 廷 斯 关于 沙 法 列 维 奇 猜想 和 塔 特 猜想 的 结果 
可 能 开辟 了 通 往 重要 进展 之 路 .法 尔 廷 斯 关于 阿 贝尔 入 的 高 度 理论 的 工作 也 可 
能 是 更 重要 的 ,还 可 能 间接 地 给 不 定 方程 问题 带 来 进步 ,这 一 切 也 只 有 时 间 才 
能 告诉 我 们 . 


开交 旺 振 朋 一 一 地 关 寻 时 的 代数 几何 大 缉 


代数 几何 是 解析 几何 的 自然 推广 ,研究 的 对 象 是 由 多 项 式 方程 组 的 零点 定 
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义 的 代数 簇 , 如 代数 曲线 是 一 维 代数 艇 . 近代 代数 几何 主要 在 两 个 方面 有 所 发 
展 :一 是 由 实数 推广 到 复数 (顺便 说 一 句 , 至 今 实 代数 几何 进展 不 大 , 问题 成 
堆 ) ,二 是 考虑 的 主要 问题 是 在 双 有 理 等 价 下 对 代数 簇 进 行 分 类 .第 二 次 世界 大 
战 之 后 ,代数 几何 有 了 巨大 发 展 , 成 为 当前 数学 的 核心 之 一 ,但 是 留 给 21 世纪 
的 问题 恐怕 一 个 世纪 也 解决 不 完 . 

代数 曲线 我 们 了 解 得 最 清楚 , 复 光 滑 代 数 曲线 ,其 实 就 是 紧 黎 曼 曲面 .按照 
双 有 理 不 变量 一 一 亏 格 g, 可 以 分 成 三 大 类 

(1) g = 0, 有 理 曲 线 ; 

(2) g = 1, 椭 圆 曲 线 ; 

(3) g > 2, 一 般 型 代数 曲线 . 
亏 格 为 g > 2 的 代数 曲线 的 双 有 理 等 价 类 构成 复 维 3g - 3 的 空间 , 称 为 参 模 空 
间 . 近 半 个 世纪 ,对 各 种 参 模 空 间 的 结构 已 有 了 相当 多 的 了 解 ,但 尚未 完全 搞 清 
楚 . 另 有 一 个 重要 问题 是 肖 特 基 (F.Schottky) 问题 . 黎 曼 以 前 已 经 知道 ,每 条 代 
数 曲线 都 对 应 一 个 g 维 的 雅 可 比 得, 这 是 一 种 极 化 阿 贝尔 艇 ,但 任 一 极 化 阿 贝 
尔 往 未 必 是 一 代数 曲线 的 雅 可 比 簇 . 肖 特 基 的 问题 是 :如 何 从 极 化 阿 贝尔 能 的 
集合 ( 参 模 空 间 ) 中 把 雅 可 比 簇 挑 出 来 ?这 问题 尚未 完全 解决 苏联 数学 家 诺 维 
科 夫 (S.P.Novikov,1938 一 ) 提出 一 个 猜想, 即 是 雅 可 比 簇 其 上 0 函数 满足 非 线 
性 方程 (KP 方程 ). KP 方程 是 一 系列 方程 中 的 一 个 ,其 中 最 简单 的 即 是 有 孤立 
子 解 的 KdV 方程 .1986 年 日 本 数学 家 盐田 降 比 吕 证 明了 诺 维 科 夫 猜想 ,向 肖 特 
基 问 题 迈进 了 一 大 步 

椭圆 曲线 不 是 椭圆 ,只 是 比 椭 贺 稍 复杂 的 三 次 曲线 ,方程 为 

Y=x +tarxtbh 

其 中 ,a,6 是 常数 ,4a3 + 27b? z 0. 由 于 它 能 被 相 圆 函数 参数 化 , 故 得 名 .19 世 
纪 椭 圆 函 数 可 以 说 无 处 不 在 ,从 数学 物理 到 数论 都 有 应 用 ,一 种 现在 常用 的 因 
式 分 解 方法 是 伦 斯 特 兰 (Hendrik Lenstra) 研究 出 的 椭圆 曲线 法 (ECM) ,此 法 可 
以 把 大 得 多 的 数 分 解 开 ,只 要 该 数 至 少 有 一 个 素 因子 足够 小 ,例如 ,澳大利亚 国 
立 大 学 的 布 伦 特 (Richard P. Brent) 最 近 用 ECM 算法 分 解 了 Fo. 他 首先 找 出 了 
该 数 的 一 个 “ 仅 有 ”40 位 的 素 因 子 .到 如 今 ,这 个 看 似 简 单 的 椭圆 曲线 用 处 也 不 
小 .从 费 马 大 定理 的 解决 到 类 数 问题 ,大 数 素 因子 分 解 及 素数 判定 都 显示 了 
威力 .即使 如 此 简单 的 曲线 也 仍 有 许多 基本 问题 未 解决 . 下 面 考虑 有 理 系 数 椭 
圆 曲 线 的 有 理 点 , 即 满足 上 述 方程 的 坐标 为 有 理 数 的 点 问题 . 前 面 提 到 了 法 尔 
廷 斯 解决 莫 德 尔 猪 想 时 涉及 了 椭圆 曲线 上 有 理 点 群 . 它 既然 是 有 限 生成 阿 贝尔 
群 ,其 中 有 一 个 由 有 限 阶 元 构成 的 挠 子 群 7, 其 他 部 分 可 以 由 r 个 母 元 生成 ,r 
称 为 椭 贺 曲线 的 秩 .因此 了 解 椭圆 曲线 只 要 了 解 7 与 + 就 行 了 .耗费 了 半 个 多 
世纪 ,1977 年 美国 数学 家 梅 热 最 终 对 了 给 出 结论 , 它 只 有 15 种 类 型 ,不 用 说 ,证 
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明 极 难 .而 秩 有 多 大 ,是 否 可 以 任意 大 ,现在 还 很 难说 ,我 们 看 看 进度 : 

1948 年 首先 找到 r = 4 的 椭圆 曲线 ; 

1974 年 首先 找到 r = 6 的 椭圆 曲线 ; 

1984 年 首先 找到 + = 14 的 椭圆 曲线 . 

要 知道 ,在 计算 机 的 帮助 下 ,这 也 不 是 一 件 简单 的 事 ,我 们 只 要 看 一 下 r = 
14 的 曲线 : 

a = - 3 597 173 708 112,b = 85 086 213 848 298 394 000 

看 来 > 越 大 ,oa 与 b 也 小 不 了 . 反 过 来 ,已 知 椭圆 曲线 , 求 r 也 不 易 . 关于 这 点 有 
一 个 重要 猜想 : 伯 奇 - 斯 温 内 顿 - 代 尔 (Bireh - Swinnerton - Dyer) 猜想 , 简 记 
为 BSD 猜想 .猜想 很 复杂 ,一 个 简单 的 形式 把 椭圆 曲线 的 秩 ; 与 其 同 余 式 解数 
联系 在 一 起 , 它 可 写 为 


IT N(Cp) +1 
js PB 
如 果 说 法 尔 廷 斯 是 一 个 天 才 的 武器 使 用 者 ,那么 那些 代数 儿 何 学 家 就 是 武器 的 
制造 者 .所 以 其 中 ~ 表示 当 x 一 % 时 渐进 等 于 ,C 为 常数 ,N(p) 表示 同 余 式 
Y=x +axr+b(modp) 
的 解数 1993 年 哈 塞 (H. Hasse) 证 明了 这 种 情形 的 代数 几何 基本 定理 , 即 黎 曼 - 
洛 赫 定 理 从 而 得 出 下 面 的 估计 , 即 
p-2Vp < N(p) < p+2Vp 

1940 年 韦 尔 把 这 个 结果 推广 到 g > 2 的 代数 曲线 ,1949 年 韦 尔 提出 著名 的 韦 尔 
猜想 ,1974 年 德 利 哥 尼 运用 所 有 先进 武器 (各 种 上 同调 ) 证 明了 它 . 

椭圆 曲线 中 有 一 类 比较 好 的 曲线 称 为 模 曲 线 , 模 曲 线 中 有 一 类 更 好 的 CM 
曲线 ,这 是 具有 复数 乘法 的 椭圆 曲线 的 缩写 .最 近 BSD 猜想 只 证 到 CM 曲线 ,而 
一 般 问 题 则 极 难 .对 此 韦 尔 提出 另 一 个 猜想 :所 有 椭 贺 曲线 均 为 模 曲线 .考虑 到 
只 用 这 个 韦 尔 猜想 的 一 部 分 就 能 证 明 费 马 大 定理 ,可 见 这 个 猜想 威力 有 多 大 ， 
同时 也 可 看 出 它 多 么 难 ,代数 几何 乃至 整个 数学 留 给 下 个 世纪 的 问题 可 想 而 
知 . 

从 代数 几何 的 整个 发 展 来 看 ,年 轻 的 法 尔 廷 斯 有 些 像 一 个 极 富 想象 力 的 编 
花 蓝 能 手 ,将 代数 几何 中 的 许多 最 漂亮 的 花 朱 如 格 罗 登 迪 克 、 塞 尔 、 曼 福 德 . 尼 
罗 恩 塔 特 . 曼 宁 , 沙 法 列 维 奇 , 帕 希 轧 . 诺 维 科 夫 、 札 惠 恩 . 雷 劳 特 (Grothedieck， 
Serre, Mumfovd, Neron, Tate, Manin,Shafavevied , Parsin, Arakelov, Zarhin, Raynaud ) 等 
人 的 工作 ,编织 在 两 个 骨架 上 ,这 两 个 骨架 被 数学 家 称 为 高 度 理论 和 P 可 除 群 
理论 . 

梅 热 将 法 尔 廷 斯 证 明了 英 德 尔 猜想 称 为 “最 近 数 学 的 一 个 伟大 时 刻 ”. 他 
说 :“ 法 尔 廷 斯 的 这 些 贡 献 , 使 我 们 对 这 极为 富有 创造 力 的 头脑 的 工作 留 下 非常 
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深刻 的 印象 .我 们 可 以 同样 期 待 它 将 来 会 产生 出 更 令 人 惊奇 的 事物 来 .” 

与 此 同时 ,我 们 也 对 那些 发 展 了 如 此 庞大 的 “武器 系统 "的 代数 几何 大 师 们 
表示 深 深 的 敬意 ,我 们 下 面 很 不 完全 的 列 出 这 些 大 师 的 “明星 榜 ”. 
* 沙 法 列 维 育 (1923 一 )llladapesnu, Haope PocrucnaBoBHy 

沙 法 列 维 奇 ,苏联 人 .1923 年 6 月 3 日 生 于 托 米尔 .17 岁 时 以 校外 考生 资 
格 通过 莫斯科 大 学 毕业 考试 ,19 岁 获 副 博士 学 位 ,1943 年 后 一 直 在 苏联 科学 院 
数学 研究 所 工作 .1953 年 获 数学 物理 学 博士 学 位 ,同年 成 为 教授 .1958 年 成 为 
苏联 科学 院 通讯 院士 . 

沙 法 列 维 奇 主要 研究 代数 学 .代数 几何 学 .代数 数论 .1954 年 ,他 证 明了 在 
任何 代数 数 域 上 都 存在 具有 预先 给 定 的 伽 罗 瓦 可 解 群 的 无 穷 多 个 扩张 ( 伽 罗 瓦 
理论 的 逆 问 题 ) .1950 年 至 1954 年 间 发 表 了 几 篇 有 关 代 数 数论 的 论文 (发 现 了 
一 般 互 反 律 和 可 解 群 的 伽 罗 瓦 逆 问题 的 解法 ) . 

* 塔 特 〈1925 一 )Tate,John Torence 

塔 特 , 美 国人 .主要 研究 代数 几何 学 及 整数 论 .类 域 论 等 .他 发 现 了 以 他 的 
名 字 命名 的 塔 特定 理 .他 论著 很 多 ,主要 有 《类 域 论 )(1951 ,与 阿 廷 合作 ) 《代数 
上 同调 类 》(1964)《 局 部 域 的 形式 复 积 》(1965) 《有限 域 上 阿 贝尔 变量 的 自 同 
态 》(1966) 等 . 

“* 兰 (1927—)Lang, Serge 

兰 , 美 国人 .1927 年 5 月 19 日 生 于 巴黎 .现任 哥伦比亚 大 学 教授 .他 是 为 数 
不 多 的 布尔 巴 基 学 派 的 非法 国 成 员 之 一 .他 的 学 术 成 就 主要 在 代数 学 整数 论 、 
代数 几何 学 ,微分 几何 学 等 方面 .他 有 多 种 著作 闻名 于 世 , 诸 如 《微分 流 形 引 论 》 
《1967)《 代 数学)(1970)《 丢 番 图 逼近 论 导 引 》(1970)《 代 数 数论 (1976)《 代 
数 函 数 和 阿 贝尔 函数 引 论 》(1976) 等 都 有 很 大 的 影响 
* 格 罗 登 迪克 (1928 一 )Grothendieck, Alexandre 

格 罗 登 迪 克 , 法 国人 .1928 年 3 月 24 日 生 于 德国 柏林 .没有 受过 系统 的 教 
育 ,只 是 第 二 次 世界 大 战 后 在 法 国 高 等 师范 学 校 和 法 兰 西学 院 听 过 课 .20 世纪 
60 年 代 起 任 法 国 高 等 研究 院 的 终身 教授 . 

格 罗 登 迪 克 在 数学 上 做 出 的 主要 贡献 : 

首先 ,他 在 系统 地 研究 了 拓扑 向 量 空间 理论 的 基础 上 ,引进 了 核 空间 (最 接 
近 有 限 维 空间 的 抽象 空间 ) ,利用 核 空间 理论 解释 了 广义 函数 论 的 许多 问题 .他 
还 引进 了 张 量 积 的 概念 ,这 也 是 重要 的 数学 工具 . 

其 次 ,他 建立 了 一 套 抽象 的 代数 几何 学 的 庞大 体系 ,而 且 用 这 套 理论 作 工 
具 解 决 了 许多 著名 的 猜想 问题 .例如 ,1973 年 德 林 用 这 种 理论 证 明了 韦 伊 猜 
想 . 格 罗 登 迪克 实际 上 把 代数 几何 学 变 成 了 交换 代数 的 一 个 分 支 . 

格 罗 登 迪克 和 他 的 学 生 们 将 系统 的 数学 体系 写成 了 十 几 部 专著 ,命名 为 
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《 概 型 论 》. 

格 罗 登 迪克 还 热衷 于 无 政府 主义 运动 及 和 平 运动 ,并 劝说 向 他 求教 的 人 积 
极 参加 社会 活动 .他 富有 正义 感 , 当 他 知道 法 国 高 等 研究 院 得 到 了 北大 西洋 公 
约 组 织 的 资助 后 ,就 辞去 了 教授 职位 ,并 回 乡 务农 .1970 年 后 ,他 完全 离开 了 数 
学 研究 和 教学 . 

格 罗 登 迪克 获 1966 年 的 菲 尔 效 奖 . 

* 曼 福 德 ”(1937 一 )Mumford, David Bryant 

曼 福 德 , 美 籍 英国 人 .1937 年 6 月 11 日 生 于 撤 塞 克 斯 郡 . 16 岁 上 哈佛 大 
学 .1961 年 获 博士 学 位 .1967 年 起 任 哈佛 大 学 教授 . 

曼 福 德 在 数学 上 做 出 了 重大 贡献 . 

首先 ,他 对 参 模 理论 进行 了 深入 地 研究 .他 发 现 了 “ 环 式 嵌 入 法 ", 并 将 它 用 
于 研究 代数 簇 ( 即 参 模 ) 的 整体 结构 .他 构造 性 地 应 用 不 变 式 理论 ,建立 了 几何 
不 变 式 理论 ,这 是 数学 的 一 个 新 的 分 支 .1965 年 他 发 表 了 专著 《几何 不 变 式 
论 》. 

其 次 , 受 福 德 对 代数 曲面 理论 也 进行 了 独创 性 的 研究 .他 于 1961 年 证 明了 
代数 曲面 与 代数 曲线 和 高 维 代数 秘 有 一 个 不 同 之 处 :代数 曲面 如 有 一 点 具有 一 
个 邻 域 , 它 在 一 个 连续 映射 之 下 是 实现 4 维 空间 的 一 个 邻 域 的 像 , 则 这 点 也 具 
有 一 个 邻 域 是 复 2 维 空间 一 个 邻 域 的 一 一 解析 映射 下 的 像 .这 一 结论 对 于 其 他 
维 数 不 成 立 .他 对 代数 曲面 的 分 类 问题 也 做 出 了 重要 贡献 , 

曼 福 德 对 费 马 大 定理 也 进行 了 系统 研究 .他 证 明了 x" + y* = z" 的 最 大 整 
数 解 满足 

>100 
其 中 ,a >0,a,b 均 为 常数 . 
摆 福 德 获 1974 年 的 非 尔 效 奖 . 
* 曙 宁 (1937 一 )Manun, JOpnit HpahopHd 

曼 宁 ,苏联 入 .1937 年 2 月 16 日 生 于 辛 菲 罗 波 尔 .1958 年 毕业 于 莫斯科 大 
学 .1961 年 起 在 苏联 科学 院 斯 捷克 洛 夫 数学 研究 所 工作 .1963 年 获 数学 物理 学 
博士 学 位 .1965 年 起 回 到 莫斯科 大 学 工作 .1967 年 成 为 教授 . 

曼 宁 的 主要 工作 在 代数 几何 、 群 论 与 代数 数论 等 方面 .他 用 自己 给 出 的 新 
的 微分 算 子 证 明了 数论 中 的 定理 , 据 此 足以 使 一 般 二 元 不 定 方程 有 有 限 的 有 理 
数 解 .另外 ,他 在 数学 的 许多 分 支 中 所 取得 的 成 果 都 得 到 了 有 价值 的 应 用 .他 也 
提出 了 许多 尚 待 解决 的 问题 . 

曼 宁 于 1967 年 获 列宁 奖金 . 
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布朗 一 一 用 真心 换 无 穷 
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在 放下 充 间 马 大 定理 的 路 刘 上 ,一 直 都 只 有 量 的 积累 ( 即 
对 越 来 越 大 的 指数 ,证 明了 它 的 成 立 ) ,但 一 直 都 没有 质 的 突破 ( 即 
证 明 有 多 少 个 指数 使 得 费 马 大 定理 成 立 ) ,在 这 方面 布朗 走 到 了 前 
面 .首先 ,素数 分 布 理论 起 了 决定 性 作用 .我 们 将 会 看 到 FLT 与 素 
数 分 布 理 论 是 怎样 联系 起 来 的 ,以 及 看 到 一 些 引入 素数 理论 的 必 
要 . 

然而 首先 , 让 我 们 回顾 费 马 问题 的 一 些 其 他 的 结论 . 现在 ， 
FLT 对 于 所 有 指数 n < 12 500( 瓦 格 斯 塔 夫 (WagstaffD) ) 是 成 立 的 . 
然而 ,关于 FLT 最 深刻 的 结果 ,也许 是 下 述 定理 , 即 法 尔 廷 斯 最 近 
研究 的 特殊 情形 .为 了 简明 地 表达 这 个 结果 ,我 们 将 说 x,y,z 是 
如 + 加 = 加 的 原始 解 ,如 果 zyz 关 0 以 及 (x,y,z) = 1( 因 此 ,任何 
一 个 非 平 凡 解 可 以 简化 为 一 个 原始 解 ). 那 么 ,我 们 有 : 
* 法 尔 廷 斯 定理 

对 于 n > 3 的 每 一 个 指数 ,方程 x**” + y" = z 至 多 有 有 限 个 原 
始 解 . 

众所周知 ,由 于 方程 对 于 n = 4 没有 解 ,人 们 可 以 限定 考虑 素 
数 指数 p 的 情形 .那么 ,我们 有 将 问题 分 为 第 一 种 情形 和 第 二 种 情 
形 的 习惯 .FLT 的 第 一 种 情形 是 指 对 于 指数 p ,在 x,y,z 关于 p 是 
互 素 整数 时 ,如 果 方 程 刀 + y* = z" 没 有 原始 解 .类 似 地 ,第 二 种 情 
形 是 指 对 于 指数 p ,在 x,y,z 满足 P | xyz 时 ,如 果 方 程 x* + y* = 
如 没有 原始 解 . 在 此 我 们 论 及 的 第 一 种 情形 ,通常 是 最 容易 计算 出 
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结果 的 .事实 上 ,对 于 所 有 的 p < 6 x 10?( 莱 默 (Lehmer) ) 是 成 立 的 ,这 一 事实 早 
为 人 们 所 知 .第 一 种 情形 最 早 的 结果 ,以 及 被 分 成 几 种 情形 来 考虑 的 ,有 下 述 定 
理 . 
* 吉尔 曼 定理 

FLT 的 第 一 种 情形 成 立 ,对 于 p,2p + 1 同 是 素数 . 

这 个 定理 圆满 地 处 理 了 例如 = 3,5,11 的 情况 ,然而 却 不 能 处 理 p = 7 或 
p = 13 的 情况 .对 于 第 一 种 情形 给 出 的 许多 准则 中 最 为 人 知晓 的 一 个 也 许 是 威 
芬 里 奇 定理 . 
* 威 芬 里 奇 (Wieferich，Mirimanoff) 定理 

FLT 的 第 一 种 情形 成 立 , 对 于 p 除非 满足 


mp- = 1(mod p’) O 
既 对 于 m = 2 又 对 于 m = 3, 即 同时 满足 

27-! = 1(mod p’) 

3771 = 1(mod p’*) 


事实 上 ,第 一 种 情形 对 于 p 除非 @ 是 满足 的 ,对 于 每 一 个 m = 2,3,… ,36， 
实质 上 是 这 样 的 ,由 森 岛 太郎 (Morishima) 证 明 的 .没有 一 个 素数 既 对 m = 2 又 
对 m = 3 满足 中 同 余 , 并 且 看 起 来 对 任何 这 样 的 素数 都 未 必 可 能 存在 ,事实 
上 , 仅 对 于 2 = 1(mod p?) 的 素数 p,p < 6x109, 是 p = 1093 和 p = 3511. 

借助 于 费 马 小 定理 ,可 知 存在 27-! = 1 + ap,3?-! = 1+ bp.a 与 5 的 模 p 剩 
余数 似乎 是 随机 分 布 的 .这 样 ,人 们 期 望 有 P1 a 和 p 1 8 的 概率 是 1/p2, 以 及 这 
种 素数 的 “期 望 数 ” 既 对 m = 2 又 对 m = 3 满足 QD 的 是 >)p-2 < om. 

尽管 上 述 准则 显现 得 长 了 些 , 但 仍 是 人 们 想得到 的 ,上 述 准则 从 前 面 的 观 
点 看 它们 对 所 有 素数 是 失败 的 . 事实 上 ,由 阿 蒂 曼 (Adleman) 、 福 弗 瑞 (Fouvry) 
和 布朗 (R.Heath. Brown) 证 明了 FLT 的 第 一 种 情况 对 无 穷 多 个 素数 是 成 立 的 . 
第 二 种 情况 对 无 穷 多 个 素数 是 否 成 立 仍 是 一 个 未 解决 的 问题 .这 一 困难 在 于 例 
如 准则 @ 很 难 进行 涉及 更 多 的 素数 p 的 讨论 . 

这 个 问题 , 即 要 求 无 穷 多 个 具有 某 一 性 质 的 素数 ,显然 是 解析 数论 专家 的 
研究 范围 . 例如 ,我 们 考虑 索 菲 ， 吉尔 曼 准则 希望 得 知 对 于 无 穷 多 个 素数 p， 
2p + 1 仍 是 素数 .解析 数论 专家 们 很 久 前 就 熟悉 这 个 问题 ,并 且 对 该 问题 有 了 
相当 多 的 了 解 .然而 ,他 们 还 没有 解决 它 . 布朗 试图 研究 与 吉尔 曼 准则 的 推广 相 
联系 的 一 些 素数 理论 ,以 及 用 它们 证 明 下 述 的 结果 : 费 马 大 定理 的 第 一 种 情形 
对 于 无 穷 多 个 素数 是 成 立 的 . 

事实 上 ,如 果 我 们 定义 = |p | 第 一 种 情形 成 立 的 p| ,那么 这 一 方法 事实 
上 将 显示 
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弗 捷 特 万 
格 勒 
(Furtwiingler, 
1869 一 1940)， 奥 
地 利 数学 家 . 


这 个 记号 意思 是 ,左边 对 于 某 常数 > 0 至 少 是 cx 对 .这样 , 对 于 第 一 种 情形 成 
立 的 素数 ,存在 一 个 “适当 的 素数 "( 记 住 ,素数 定理 指出 ,一 直到 x 的 素数 总 数 
是 渐 近 趋向 *vlg x). 
“ 索 非 . 吉尔 曼 准 则 的 推广 

让 我 们 从 考虑 第 一 种 情形 的 准则 开始 .假设 上 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 正 整 
数 ,以 及 令 2kp +1 = 4 是 素数 (我 们 将 全 节 用 p 与 9 表示 素数 ). 设 大 + = z， 
满足 (x,y,z) = 1 及 p | xyz. 我 们 将 需要 一 个 应 最 归于 弗 厄 特 万 格 勒 研究 的 结 
果 , 即 如 果 x,y,z 满 足 上 述 条 件 , 那 么 对 于 xyz 乘积 的 任何 除数 d, dr?-! = 1(mod 
己 )( 例 如 ,这 样 就 推导 出 式 四 的 m = 2 的 情况 ,因为 x,y,z 不 能 都 是 奇数 ). 让 
我 们 看 一 看 是 否 有 9 能 除 尽 xyz 的 可 能 . 利用 弗 厄 特 万 格 勒 定理 , 可 以 推 得 
8 = 1(mod p?). 然 而 ,利用 二 项 式 定理 ,我 们 有 

1 = 2p + 1)7! = 1+2kp(p -1) #1(mod p’) 

因为 p > 3 和 p14&. 因 此 ,x,y,z 中 任何 一 个 都 不 能 被 9 整除 

其 次 ,我 们 选择 y' 使 得 yy = 1(mod gq), 这 是 可 能 的 ,因为 现在 我 人 有 9 十 
7Y, 那 么 

(xy')? +1l=(xy)? + (yy)" = (zy')"(mod g) 
设计 = (xy')?,V = (zy ), 所 以 X+1= Y(mod g). 注 意 到 g | xy ,我 们 利用 
费 马 小 定理 得 
XE = (xy) = (xy')"! = 1(mod g) 

而 且 类 似 地 我 们 得 到 V#* = 1(mod 9) ,由 此 91324 -1 和 g1(X+1)*~1. 由 
此 可 得 g | Ri, 其 中 Ri 是 多 项 式 X* -1 和 (X+1)* -1 的 结 式 .我 们 需要 知道 ， 
对 于 什么 样 的 上 有 R= 0. 这 种 情况 成 立 当 且 仅 当 两 个 多 项 式 有 一 个 共同 的 复 
根 , 记 为 a. 那 么 1a1=1a+11= 1, 所 以 a = exp(+2ri/3). 由 此 可 得 ,由 于 我 
们 有 a* = 1,3 1 上 .这 样 R 将 是 非 零 的 ,无 论 上 是 与 3 怎样 相 联 系 的 素数 ,我 们 
还 需要 一 个 对 Ri 大 小 的 估计 .我 们 注意 到 Ri 是 由 4k 阶 行列 式 来 定义 的 ,其 值 


全 部 是 夫 或 者 是 多 项 式 x2 -和 (X +1)* -1 的 系数 .因此 ,这 些 值 以 人 24] 为 
界 , 以 及 由 此 可 得 


Ak 
1R 1< Ce) (4b) (PL) = 2 @ 


现在 我 们 定义 

Tt = 1p 12p + 1 是 素数 ,但 p ¢ si 

Ui = jp 12lp + 1 = g 是 素数 , 且 或 者 p 1 4 或 者 g | Rl 
那么 ,从 我 们 所 得 到 的 上 述 结果 看 ,我 们 有 7。 CG Ui. 此 外 ,如 果 3 涉 上 ,那么 Ui 是 
一 个 原则 上 能 够 确定 的 有 限 集 .事实 上 , Ui 经 常 是 空 集 . 达 内 斯 (Dénes) 利用 此 
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方法 来 推广 了 索 菲 . 吉尔 曼 准 则 , 即 满足 对 于 任何 具有 3 十 左 的 大 二 52,2 加 + 1 
是 素数 的 情况 . 如 果 我 们 知道 内 对 于 3 站 大 总 是 空 集 ,我 们 能 证 明 费 马 大 定理 的 
第 一 种 情形 对 所 有 的 素数 是 成 立 的 .这 仅仅 取 kk = 3j - P( 由 此 3 站 大) 以 及 利用 
狄 利克 莱 雷 定理 于 算术 级 数 里 的 素数 ,来 找 j > 亏 的 值 使 得 6pj + 1 - 2p? = 
2pk + 1 是 素数 (注意 (6p ,1 - 2p*) = 1). 那 么 p 将 位 于 s 内 , 当 73 ,= $. 
不 幸 的 是 需要 数值 的 研究 ,对 于 每 一 个 上 要 证 明 77 是 空 集 .然而 ,仅仅 估计 
Ui 的 大 小 是 容易 的 .显然 ,k 至 多 能 有 大 个 素数 因子 p. 此 外 ,由 于 2 加 +1> 2， 
从 式 @ 得 到 R, 至 多 有 24 忆 个 素数 因 于 9 ,如 果 3 十 上 ,因此 
# 人 和 三 # 内 二 24 忆 + 大 3 十 大 四 
为 了 将 此 表述 成 更 有 用 的 形式 ,我 们 引入 计数 函数 
n(xiu,v0) = #1gs< x1g= v(modu)! 
以 及 对 于 3 
n(xiu) = #ig<xlg=l1(modu),3l1g-11} 
因此 ,如 果 3 站 我 们 有 
(ziu) = r(xu,1) - x(x;3u,1) @ 
函数 x(xiu,z) 是 一 个 在 素数 理论 中 研究 的 基本 对 象 之 一 .按照 素数 理论 关于 
算术 级 数 的 定理 ,如 果 wu 和 w 是 固定 的 ,并 且 * -> m ,有 


Li(z) 2 
sx) -= 1 © 


这 里 的 p(wu) 是 欧 拉 函数 以 及 Li(x) = [MC 4)-1dt. 由 于 对 于 p #3,9(p) = 
PP-1 和 gpg(3p) = 2p - 2, 从 式 @ 得 到 

"(x;p) ~ 3 © 
我 们 着 手 证 明 关于 7 大 小 的 式 @ 的 界 是 如 何 导致 一 个 和 式 的 估计 


这 里 我 们 将 取 y = 允 , 具 有 在 0 < 9 < 1 范围 内 选择 合适 的 常数 6. 根据 r* (x; 
p) 的 定义 ,我 们 看 到 > 是 素数 对 (P,4) 的 一 个 素数 ,满足 y < p < x,p gs， 
4<x,p194-1 和 3+9 -1. 如 果 我 们 写 9 - 1 = 2hp 这 是 可 能 的 ,由 于 p 与 q 
都 是 奇数 ,我 们 看 出 上 < x/(2p) < x/(2y) 和 31k. 现 在 如 果 p,gq,k 是 满足 上 
述 条 件 的 ,我 们 将 有 p € Ti. 以 及 由 于 g 是 被 p 与 所 确定 的 ,我 们 在 应 用 式 @ 
的 基础 上 推导 得 
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林 尼 克 
(Linnik, 1915— 
1972), 前 苏联 数 
学 家 ， 对 解析 数 
论 有 重大 贡献 ， 
他 首先 发 现 了 
“大 个 法 ", 并 利 
用 它 研究 了 哥 德 
巴赫 猜想 . 


结果 是 ,借助 于 完全 不 同 的 方法 ,能 证 明 对 应 于 >， 的 和 是 O(z/lg 4). 除 
非 条 件 pe * 省 略 .因此 , 式 @ 不 能 告诉 我 们 集 * 的 情况 ,除非 y = 风 满 足 g > 
子 . 然 而 ,对 于 0 的 值 接近 于 1 时 , 式 @ 的 界 表述 成 严格 约束 于 素数 gs 上. 


| 
= Dr (x;p) 


Jy<per 


为 了 阐述 的 目的 ,让 我 们 假设 式 © 能 够 在 范围 y < p < 2y 内 对 所 有 的 p 是 一 
致 的 一 一 这 个 假设 事实 上 我 们 不 能 论证 .那么 ,如 果 2y < *, 我 们 有 


3,> 2 (xp)~ 2 3 > 2 于 
ry<pe2y ye 2 2 1 2 


然而 ， 在 > 与 2y 之 间 的 素数 p 是 渐 近 趋 于 y/lg y = y/(0lg x) 以 及 Li(x) ~ 
x/lg zx. 由 此 


re 
2,> lgx 4y -2 之 (lg xz) @ 


因为 9 是 常数 ， 
我 们 现在 比较 式 O 和 式 @ 的 估计 .根据 取 y = ,满足 9 > 他 ,我 们 看 出 
2 = 0(x*3) = 0(x(]g zx)-2). 从 而 ,只 要 x 充 分 大 就 有 2，< ma 在 
y < p < 27 范围 内 必 存 在 一 个 素数 p € *. 用 增加 x 值 序列 的 方法 ,可 得 * 是 无 
限 的 .尤其 注意 到 ,这 里 有 9 > 子 是 必要 的 .人 们 甚至 没有 做 满足 0 = 之 的 情 
ee - 维 诺 格拉 条 夫 (Bombieri - Vinogradov,1891 一 1983) 素数 定理 


现在 我 们 必须 考虑 能 够 应 用 式 © 的 u 值 的 范围 ,并 且 从 而 考虑 式 @ 成 立 
的 p 值 的 范围 .这 个 问题 借助 于 检验 下 面 的 估计 可 以 说 明 
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即 误差 项 u 的 依赖 性 被 明确 表示 的 式 @ 形式 .对 于 固定 的 ,这 实际 上 蕴涵 浙 
近 的 公式 回 .不 过 ,只 要 w>>lg *, 其 至 就 不 能 推导 出 x(x;u,v) 是 非 零 的 .可 以 
证 明 , 最 佳 估计 是 可 以 得 到 的 ,但 是 ,至 此 能 满足 的 最 明显 结果 证 明 为 x(x;u， 


5) 是 对 于 u < x 态 为 正 的 (当然 ,还 有 (ww,v) = 1), 当 我 们 对 > 奢 的 范围 感 
兴趣 时 (这 里 我 们 所 具有 的 是 林 尼 克 定 理 的 形式 :如 果 (u,v) = 1, 那 么 存在 一 
个 满足 p < u" 的 素数 p = v(mod u). 这 是 狄 利克 莱 雷 关于 素数 定理 在 算术 级 
数 里 的 数量 形式 .指数 17 归功 于 陈景润 的 研究 ). 人 们 猜测 :对 任何 正 的 常数 < 
而 言 ,估计 式 @ 对 于 w < xi 是 一 致 成 立 的 ,可 是 ,我 们 至 今 远 远 没有 证 明 这 
个 猜测 . 
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进行 推导 的 一 种 方法 是 用 邦 别 里 - 维 诺 格 拉 休 夫 定 理 . 这 叙述 成 
p>» max, 1r(ziuy,z) — HA I< 


x 
各 人 = Blu) ” (lgxz)0 


对 于 @< 到 - ,其 中 e 是 固定 的 正常 数 .随即 ,我 们 立刻 看 到 ,该 定理 实质 上 
说 式 回 在 u < ”范围 内 对 “几乎 所 有 ”的 值 一 致 地 成 立 .为 了 我 们 的 目的 ， 
我 们 取 > = x,v = 1 以 及 仅 用 w = p,3p 的 项 .那么 

> ix(x;p,1) — 


aX 
I< 5 
并 且 类 似 地 用 3p 来 代替 p. 这 样式 @ 


芝 号 
,过 (zip) -了 1 (Em @ 


事实 上 ,我 们 在 一 种 估计 中 有 p < 如 a 一 种 估计 中 有 3p < x?, 因 此 ,小 
的 “整理 ”是 必要 的 . 

现在 ,我 们 取 y = x” 以 及 用 2y = *? 来 定义 @. 对 于 一 个 合适 的 e = 
e(9) > 0, 如 果 x 是 充分 的 大 ,那么 0 < 二 昔 涵 着 @ < 十 - < ,我 们 将 用 式 四 
来 证 明 式 @ 对 在 y < p < 2y 范围 内 的 “几乎 所 有 ”的 p 都 成 立 .特别 地 令 6 > 
0 是 已 知 的 ,以 及 假设 存在 N 这 样 的 素数 ,对 于 


@ 


1r* (xjp) - 站 区 > 6 未 芒 0 
呈 Li zx/ 
此 处 我 们 有 2 2 > 
因为 6 是 常数 .因此 , 式 @ 得 
Nps <*le xs) 
从 而 Ns = 0O(y(lgx)-9) 


由 于 y < p < 27 的 素数 总 和 是 渐 近 趋 于 y/Ig y ,我 们 看 到 式 @D 仅 对 所 要 求 的 
这 些 素数 的 一 小 部 分 成 立 .特别 地 ,如 果 x 是 充分 大 的 ,我 们 必 有 
ep) - 埠 全 1<6 开 二 DB 
NT -起 的 素数 是 成 立 的 .当选 择 9 = 让, 我 们 从 式 @ 中 看 出 :x* (xi 
中) > 于. 并 2 至 少 对 于 二 .5 的 素数 是 成 立 的 ,所 以 信 计 式 @ 是 如 上 的 
结果 . 
现在 /我 个 在 一 个 使得 式 四 成立 的 严 痢 证明 . 这 全 的 是 ,可 人 放 的 革 
是 9 < 方 ,而 我 们 喜欢 取 9 > 子 ,问题 就 会 自然 出 现 :关于 邦 别 里 - 维 诺 格拉 和 
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夫 定理 为 正确 的 可 否 推广 到 @ 值 集 上 呢 ? 人 们 猜测 对 于 任何 的 B < 1 是 可 能 
的 .最 近 , 在 某 种 特殊 的 情况 下 ,由 伊 瓦 涅 科 (Iwaniee) 和 其 他 人 得 到 一 些小 的 
但 是 重要 的 进展 .可 是 ,这 不 直接 与 我 们 感 兴趣 的 > , 和 相 涉及 ,尽管 随后 我 们 
也 会 发 现 ,它们 之 间 存在 着 较 少 的 明显 的 联系 . 
* 切 比 雪夫 论证 和 布朗 ' 梯 茨 玛 奇 (Brun - Titchmarsh) 定理 
存在 一 个 归功 于 切 比 雪夫 的 方法 ,我 们 从 这 个 事实 开始 , 即 
Dlgp=lgu 四 


此 处 对 于 每 一 个 p 的 军 除 以 n 左边 的 和 计算 lg p, 所 以 ,如 果 p' 是 表示 的 最 大 
的 等 ,相对 应 的 分 布 是 r(lg p), 正 是 所 要 求 的 .现在 我 们 注意 到 
Dr (zipm)lgp= DD #lg< zp" lg-1,3tg9-1llgp= 


ar ss 
人 ps 


关于 变化 求 和 次 序 . 在 里 面 的 求 和 条 件 p" < x 与 p 关 3 是 多 余 的 ,由 于 g < x 
与 3 让 9 - 1, 从 而 我 们 利用 @ 推 得 

Dr xsp")lep = Dlg(g-1) 

x 本 Eb 

对 于 右边 求 和 ， 我 们 将 需要 - -个 渐 近 公式 .现在 我 们 就 来 达到 这 点 ,在 这 个 

讨论 中 不 再 是 适当 地 给 出 需要 的 全 部 估计 的 所 有 细节 , 对 于 考虑 中 的 这 个 和 
式 ,构造 一 个 完备 的 论证 有 点 宛 长 ,但 是 一 点 也 不 困难 . 粗略 地 讲 , 此 处 有 一 个 
1+ r(xi3,2) 项 的 和 式 (由 于 9 = 3 或 4 = 2(mod 3). 借 助 于 式 回 ,这 个 数 渐 近 


地 是 二 地 ,注意 到 我 们 是 恰当 地 使 用 了 具有 固定 值 w = 3 的 式 @@) .而且 ,这 
下 而 相 多 区 的 部 分 有 x/lgx sg 大 xz 所 以 lg(9 -1) ~ lg x. 这 样 得 到 了 
Dr rsp" ep = Dle(y-D) ~ ®@ 


pas 
pe3 


我 们 也 将 计算 2x" (x;p")lg p 的 和 式 ,对 于 比较 短 的 范围 p* < 友 , 其 中 
吕 是 小 于 计 的 常数. 我们 的 出 发 点 是 估计 


AT 
,1 esp") -2B < 0 


Ea 


gt 
Ps 
pr3 


它 是 式 四 的 直接 推广 .由 于 lg p < lg x, 对 于 mm < x?, 我 们 发 现 


Sn . Li(x)lgp x 
ip")lgp — 

PE (iplep 2380) (< te 2 

人 
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由 此 Dar (rsp)ep = 本 -EBP ,oO( 


2 LB(p") + , 


ca 
(lg x)» 
现在 我 们 估计 右边 的 和 式 ， 并 不 给 出所 有 的 细节 具有 m > 2 的 许多 项 对 和 式 


0(1) 做 了 贡献 一 一 事实 上 对 应 于 所 有 的 p 与 所 有 的 m > 2 双 无 限 求 和 收敛 . 
而 且 


lg PXG(p) ~ (lg pg ~ lgz 
pr 


这 样 有 之 .5 


因此 Dr x;p")gp ~ BLi(x)(lg 2)~ 3 


i La 
本 


pa 
现在 我 们 从 式 @ 中 喊 去 此 式 , 得 
PL ")lgp ~ Lex 


pm 
Pepes 
py 


我 们 必须 考虑 此 处 具有 m > 2 的 一 些 项 p". 我 们 不 给 出 所 有 的 细节 ,基本 想法 
是 在 任何 X < pm < 2X 范 围 内 这 样 项 的 总 数 是 0( 对 ), 其 对 比 于 区 间 上 的 个 数 
而 言 是 可 忽略 不 计 的 .因此 ,我 们 可 忽略 具有 m > 2 的 一 些 项 p", 没 有 改变 这 
个 渐 近 公式 .由 此 可 见 


> x (xip")lgp ~ 1 四 
因此 有 pi 
2 入 > 四 
对 于 0 = 9 < 于. 


估计 式 人 @ 可 以 用 相同 的 方法 与 O 相 比较 , 当 我 们 使 用 以 前 的 式 @@. 迄今 ， 
在 这 方面 没有 收获 ,因为 允许 的 范围 9 < 十 与 前 节 分 析 的 结果 是 相同 的 . 现 
在 ,进一步 的 进展 是 可 能 的 ,然而 ,由 于 在 式 四 中 存在 明显 的 常数 里 .我 们 
将 给 出 由 一 些 素数 x*?” < p < 到 而 产生 的 对 式 @@ 有 贡献 的 一 个 上 界 ,假若 这 个 


上 界 估计 值 小 于 二 x(1 一 更) ,我 们 仍 将 能 够 推导 出 式 @ 因 .对 于 x* (x;p) 的 仅仅 
一 个 上 界 的 这 一 点 是 需要 的 ,而 不 需要 渐 近 公式 . 
我 们 将 用 到 x* (x;p) 的 一 些 界 ,这 是 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 的 形式 ,这 是 对 
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于 us xz?( 其 中 8 是 任意 正常 数 ),r(ziu， 中 < 到 当 一 致 成 立 的 叙述 . 特别 
地 ,对 于 p < x! 有 x*(x;p) < x/(plg x). 由 记号 之 推出 的 这 个 常数 当然 可 
能 依赖 于 $》 ,而 且 实际 上 这 些 界 中 人 们 证 明 有 

C(x lp ,1 @ 


plgx gx 
这 个 估计 与 渐 近 公式 @ 做 比较 是 有 趣 的 . 这 两 个 估计 式 有 相同 的 数量 级 , 然 
而 ,大 家 都 知道 的 式 @ ,常数 C(r) 随 着 r 一 1 而 趋 于 无 穷 大 . 此 外 ,最 有 名 的 


C( 广 ) 的 值 , 例 如 ,C( 方 ) = 1.6, 而 如 果 式 @@ 对 过 阶 的 一 些 素数 是 可 用 的 , 导 


x(x;p) < 


么 基本 上 能 得 到 c(3) = 0.5. 这 样 ,在 这 个 意义 上 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 是 更 
弱 于 式 @ 的 .然而 式 @ 完全 是 非 一 致 成 立 的 ,而 式 @ 对 于 所 有 的 p < x 是 能 
应 用 的 ， 

让 我 们 看 一 看 式 @ 是 如 何 运用 的 .我 们 有 


> A “(ip)lep < Bi, py CES) Ee 


lgx p 
右边 的 和 能 饮 运 用 基数 定理 ， 利用 部 分 求 和 的 区 术 估 计 则 米 这 里 不 给 出 细节 ， 
让 我 们 仅仅 考虑 在 数 + 附近 的 素数 密度 大 致 在 lg t 处 是 1, 用 到 了 素数 定理 .这 
样 , 用 对 应 的 积分 |7(i)dt/lg * 代 将 和 式 如/(p) 看 起 来 似乎 有 道理 一 这 确 
实 是 部 分 求 和 人 允许 做 的 内 容 . 时 


n feces lt. dt 和 
2 “pep < 2) C(t) Et hc)ar 


这 里 ， 我 们 用 到 4(x) B(x) 记 号 意 指 当 x 一 % 时 ,A(x) < (1+0(1))B(x). 
许多 不 同形 式 的 具有 各 种 常数 C(r) 的 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 被 建立 起 来 . 
这 些 定理 中 最 简单 的 形 是 对 于 任何 的 e > 0 和 x > x(e), 给 出 了 C(r) = 
(1 - 7)-1+e. 从 这 一 点 可 得 
Dr (rsp)lep < xi 
这 与 式 @ 相 比 较 ,人 们 发 现 
Dr (rip)lgp> (5 - lsl=$)x 


epes 


由 于 当 需 要 时 ,可 以 取 值 为 接近 于 这 ,假若 Ig( 了 -175) < 于, 我 们 断定 
之 ; > 让 对 于 式 人 这 个 结果 在 容许 的 范围 内 ,由 0 < 1 -十 e-# = 0.611.… 


给 出 .因此 ,我 们 还 没有 取 到 6 > 子 , 但 是 我 们 已 经 接近 了 它 . 
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“ 第 法 

现在 我 们 必须 简要 地 考察 得 法 及 其 应 用 于 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 .一 般 的 得 
问题 如 下 所 述 .我 们 给 定 一 个 有 限 的 正 整数 集 4, 和 一 个 参数 z > 1. 然 后 我 们 
希望 得 出 S(4,z) = #1n€ 41(n,P) = 1|, 其 中 

P= Il» 

显然 ,在 集 4 中 的 素数 数目 至 多 是 4(4,z) + z, 对 于 任何 z > 1. 

得 法 的 基本 思想 是 挑选 出 条 件 (n,P) = 1, 详 细 地 用 选择 系数 1 使 得 hi = 
1 和 对 所 有 的 n > 1. 这 样 
1,(n,P) = 1 


> ee, 


dl(n,P) 


由 此 
S(h4,2) < Ds < #1n€E Aln= 0(modd)| @ 


alP 


一 种 可 能 是 取 Xs = Ap(d), 即 弗 罗 比 尼 乌 斯 函数 .然后 ,我 们 有 式 @ 中 的 等 式 ， 
对 于 n > 2 时 .然而 ,随后 我 们 将 看 到 ,对 于 Mu, $ 能 够 更 好 地 进行 选择 . 
现在 ,我 们 将 假设 这 种 形式 的 近似 公式 存在 , 即 
#|n€E Aln=0(modd)| = e(d)X+ Rs 

其 中 ,X 是 对 # 4 的 近似 ,函数 e(d) 是 乘法 的 ( 即 e(mn) = e(m)e(n), 每 当 
(m,n) = 1) 以 及 Rs 是 在 近似 意义 下 取 值 “小 ”的 余 项 .这 样 ,例如 ,对 于 素数 
P < * 可 以 取 4 是 p - 1 数 集 .然后 ,根据 式 @@, 应 该 取 X = Li(x) 和 e(d) = 
B(d)-!. 现 在 有 

S(4,z) < XO Ae(d) + DRs 四 


En 乓 
将 证 明 ,这 个 上 界 的 第 一 项 产生 了 主 项 , 而 第 二 项 一 一 “剩余 项 和 ”相对 是 小 
的 .然而 ,这 依赖 于 Mu, S 的 明智 选择 ,随后 我 们 将 看 到 这 一 点 . 

为 减少 解释 ,我 们 将 阐述 不 带 有 x* (x;p) 而 带 有 最 简单 函数 x(x;p,1) 的 
估计 量 .因此 ,我 们 将 取 4 = |n < x1n = 1(mod p)|. 我 们 选 X = 了 ,那么 
#4=X+0O(). 如 果 P1d 那 么 nmnE41nmn=0(modd) = |, 从 而 在 这 种 
情况 下 我 们 取 e(d) = 0, Rs = 0. 当 p 直 d, 条 件 n= 1(mod p),n = 0(mod p) 
定义 了 一 个 单 剩余 类 pd ,借助 于 中 国 剩余 定理 . 在 这 种 情况 下 我 们 有 


#inE AlneO(modd)l = 站 +00) = 邯 +00) 


这 样 ,我 们 对 于 站 d 定 义 了 e(d) = d-!, 否 则 e(d) = 0, 而 且 在 这 两 种 情形 下 ， 
我 们 有 Rs = 0(1). 现 在 让 我 们 深刻 研究 选择 %。= wz(d) 的 结果 .借助 于 PP 的 
余数 , 余 项 和 》) XsRs 将 是 有 界 的 ,其 上 界 是 2<=)( 其 中 x(z) 是 不 超过 z 的 素 
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数 ). 如 果 我 们 想 进 一 步 得 到 估计 (x;p.1) 之 疡 ,我 们 将 需要 有 ZA2 < 处. 然 
而 ,由 于 x(z) ~ 六 ,这 导致 了 z < 之 (lg xX)(lg lg X). 不 幸 的 是 ,结果 是 (在 这 里 
我 们 将 不 证 明 它 ) 主 项 X > Mue(d) 的 阶 是 X(lg z)-!. 这 样 , 随 着 选择 4。 = 
Ap(d) ,估计 式 @ 四 最 好 也 不 过 是 0(X(lg 8)-0). 然 而 ,对 于 S(4,z) 布朗 - 梯 奇 
马 什 定理 需要 一 个 界 0(( Xlg XX)-!) ,从 而 一 个 更 好 的 系数 集 xu. S 是 合乎 需要 
的 . 

这 里 我 们 先 看 一 个 第 法 的 基本 例子 :选择 ls, 以 便 使 得 主 项 尽 可 能 地 小 ， 
而 使 余 项 和 得 以 控制 .对 于 集 4 广泛 的 类 ,包括 上 面 描述 的 ,存在 一 个 归功 于 罗 
瑟 (Rosser) 的 本 质 上 指出 了 一 个 最 优 结果 的 构造 .选择 一 个 参数 DD 以 及 以 一 个 
更 复杂 的 方式 来 定义 So ,除非 使 得 对 每 一 个 LE 5 有 d < .然后 罗 瑟 对 d € 
So 取 Ag = p(d), 否 则 Xs = 0. Sn 的 构造 是 使 得 对 于 每 一 个 n > 1 式 曲 成立. 
现在 ,如 果 Rs = 0(1), 对 于 所 有 的 d,)s 的 这 个 选取 将 产生 一 个 余 项 和 0(D). 
此 外 ,关于 x(x;p,1) 引入 一 个 特殊 函数 e(d) ,结果 是 


Xe(d) ~ Eile D'S Do @ 


对 于 D3 < z < D 一 致 地 成 立 . 

迄今 ,我 们 省 略 细节 的 地 方 都 是 些 次 要 的 事 . 然而 ,上 述 关 于 罗 瑟 得 的 断言 
是 完全 不 同 的 .它们 代表 着 相当 多 的 技术 困难 的 数学 问题 ,幸运 的 是 ,结果 即 对 
余 项 和 的 估计 0(D) ,连同 对 主 项 的 渐 近 公式 四 是 容易 运用 的 .如 果 我 们 选取 
Z = D = X(lg 1)-, 我 们 立刻 有 


(xip,1) < S(A,z)+z< A Eile D)"'+ 0O(D)+z< 


pst X)-', 当 x/p = X>% 


事实 上 ,如 果 我 们 让 x/p 和 p 趋 于 无 穷 ,我 们 有 x(x;p,1) < 2X(lg X)-!. 对 函 
数 r" (x;p) 进行 类 似 的 分 析 , 可 以 得 到 相同 的 界 , 而 没有 因子 z. 因此 ,人 们 发 
现 满足 C(r) = (1 - r)-! + e 的 式 @@ 成立 , 像 前 面 讲述 过 的 至 少 当 se < r < 
1 - e 时 成 立 . 
“平均 的 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 

存在 许多 种 对 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 改进 的 方法 .在 式 @ 中 的 常数 C(r) 是 
第 界 式 @ 中 主 项 的 结果 .由 于 这 个 主 项 是 利用 式 @ 的 方法 计算 出 的 ,我 们 能 够 
简化 C(r) 的 方法 是 通过 增 大 D. 这样 ,只 好 对 式 @ 中 的 余 项 和 使 用 非 平凡 的 
界 , 来 证 明 它 仍 小 于 主 项 ,即使 D 可 能 大 于 先前 的 值 . 这 样 做 的 一 种 主要 方法 
归功 于 胡 利 (Hooley) ,是 对 集 
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到 怀 尔 斯 


122 


From Pythagoras To Wiles 


4=jn<xlin=1lmodp)l 
利用 式 @ ,并且 从 区 间 0 < p < 20 上 求 所 有 的 素数 和 .这 样 , 它 的 界 为 


DD rx;p,l) 


Q<ps20 
而 不 是 单个 项 (x*;p,1). 然 而 ,这 对 于 我 们 处 理 2,( 当 然 , 除 了 要 用 x" (xip) 
代替 x(x;p,1)) 来 说 是 十 分 充足 的 .我 们 关于 集 4 = 4,, 的 描述 中 参数 艺 , 函 数 
P(d) 和 余 项 Rs 依赖 于 素数 p; 我 们 将 记 它 们 分 别 为 X,,P(d;p) 和 Rs，. 男 一 
方面 ,我 们 将 取 :和 DD 依赖 于 Q ,而 不 是 依赖 于 单个 p 值 .特别 地 ,44 将 是 与 p 无 
关 的 .那么 ,有 
2 S42) < DD) Xp DAP dsp) + > DRa., 


Q<rs20 Qeps20 dip V9<ps20 dlp 


现在 我 们 像 以 前 一 样 用 式 @ 来 计算 右边 的 第 一 个 双 和 式 . 由 于 我 们 运用 了 
lg 0 和 lg x 的 阶 , 因此 结果 将 有 x(lg x)-? 数量 阶 . 这 里 我 们 用 到 了 Xp = 
0(x/Q) 的 事实 以 及 素数 p 的 数目 是 0(0/lg 0). 这 样 对 于 尽 可 能 大 的 D 值 来 
说 ,要 求 双 余 项 和 》) >, MuRu， 是 0((xlg z)-2). 

如 果 仅 用 到 估计 Rj,, = 0(1) ,那么 由 于 对 于 d > D, 有 4X4 = 0, 双 余 项 和 
是 0(0/lg 0 . D). 这 允许 使 用 D = */O(lg x)-?, 其 本 质 上 是 先前 相同 的 值 . 
然而 , 较 好 的 余 项 和 处 理 可 以 借助 于 用 非 平凡 的 变量 p 来 给 出 .回想 Xp, P(d; 
p) 和 Rs,, 的 定义 ,我 们 有 

2 R= 2 #1n€E hslns0(mod dd) - P(d;p)X, = 


Qepe20 Q<ps20 
， 
2 #1PIQ<ps<s20,n=1(modp)|— dlp 


sd 


NGz+lid, -1)-ow(d)x 


用 


其 中 
Nyld,a)= > Cn 四 
me p) 
Cn= #Ipl0 <ps<20,m = 0(modp)! @ 
和 
wd) = d-! 2) p-! @ 
Qe20 
由 此 我 们 有 


1 5 DR ls DI NG +l;d, -1) -od)xl 


Qe<pe20 dip dD 


右边 和 与 邦 别 里 - 维 诺 格拉 采 夫 定理 @ 中 的 形式 有 相似 性 .我 们 用 C, 代替 素 
数 特征 函数 , N(y;d,a) 与 x(y;d,a) 是 相似 的 ,而 w(d) 对 应 于 1/@(q). 结 
果 是 ,对 某 一 确定 的 系数 Cu 的 类 ,以 及 特别 地 对 于 由 式 @ 定义 的 Ca, 对 应 于 
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回 的 估计 事实 上 是 成 立 的 ,还 具有 相同 的 范围 G < 十. 这 样 的 估计 证 明了 双人 


项 和 式 @@ 是 0(x(lg x)-") = 0O(z(lgxz) 2) 对 于 也 = 地 -*, 是 有 任何 固定 的 
e > 0. 以 前 我 们 使 用 满足 X = x/p 的 D = X(lg XX) 习 ,这 样 的 新 方法 允许 对 无 


论 何 时 的 p > 驻 +,D 的 值 很 大 事实 上 ， 我 们 利用 本 质 上 是 


(lg x/p)/(1g x3) = 2(1 -7) 对 于 p = x' 的 因子 来 改进 了 结果 .这 样 ,对 于 任 
何 的 e < 0 满足 C(r) = 2 + e 的 式 @ 在 平均 意义 上 是 成 立 的 .这 导致 了 对 式 


外 的 一 个 允许 范围 9 < 各 = 0.625, 用 到 了 与 以 前 同样 的 讨论 方法 .我 们 慢 慢 


地 接近 了 0 = 子 。 
. 更 进一步 的 改进 

对 于 0 > 旦 ,为 了 建立 式 @ 存在 几 种 不 得 不 被 并 人 到 得 法 中 的 成 分 .它们 
都 是 极其 复杂 的 技术 ,因此 在 此 详细 地 描述 它们 是 不 合 时 宜 的 . 主要 的 思想 是 


用 到 邦 别 里 - 维 诺 格 拉 杂 夫 定 理 的 推广 形式 ,涉及 到 例如 由 式 四 给 出 的 函数 
N(y;d,a). 我 们 前 面 注意 到 ,关于 式 @ 与 式 @ 的 估计 是 很 容易 拓 广 到 允许 的 


范围 9 < 十 .这 还 没有 证 明 邦 别 里 - 维 诺 格拉 条 夫 定理 @ 的 可 行 性 .然而 ,对 
于 由 式 @ 和 式 四 给 出 的 特殊 函数 W(yid,a) ,事实 上 可 以 建立 一 个 对 某 个 


D > 丰 关 于 和 式 @ 满 意 的 估计 ,至 少 是 对 合适 的 0 值 .为 考察 这 一 点 , 仅 观察 
在 @ = 1 的 极端 情形 .那么 按照 m 是 奇 或 偶 , Cs = 0 或 1, 由 于 p = 2 是 一 个 仅 
有 的 侦 素数 .这 样 V(x + 1;d,- 1) 对 于 偶数 d 是 0, 而 对 于 奇数 d 是 x/2d + 


0(1). 然 而 w(d) 在 这 两 种 情形 下 是 0 或 去 ,并 得 出 结论 


DNGx+l;d, -1) -wd)x leD ex(lgx)-® 


dsD 
对 于 D < xt. 对 于 0 的 更 多 相关 值 , 即 那些 在 x 和 之 间 的 相应 地 需要 一 
个 更 加 复杂 的 论证 ,而 且 对 于 D 来 说 结果 范围 不 是 很 好 . 
结果 是 指数 和 理论 能 被 用 于 该 问题 的 研究 ,而 且 特 别 的 是 需要 关于 克 洛 斯 
特 曼 (Kloosterman) 和 的 知识 , 克 洛斯 特 曼 和 被 定义 为 


RC EO 7 
£5 
{KC)=1 
其 中 ,是 KK = 1(mod c) 的 解 .这 个 和 被 书 尔 考虑 过 ,由 于 他 在 有 限 域 上 对 曲 
线 的 “ 黎 曼 假设 "(Riemann Hypothesis) 的 证 明 , 他 证 明了 假若 (m,n;c) = 1 有 


S(m,nic) < C3**. 这 样 大 致 有 一 个 C 项 的 和 ,所 有 的 单位 模 ,其 相约 在 和 是 
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From To Wiles 


0( C4+:) 范围 内 .这 个 相约 的 影响 反馈 到 在 得 问题 中 给 出 的 双 余 项 和 上 的 估 
计 . 因 此 伊 瓦 涅 科 能 够 建立 许多 的 平均 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 的 改进 形式 . 对 式 
@ 导 致 了 可 行 范围 4 < 0.638. 事 实 上 ,对 于 指数 和 韦 尔 的 估计 有 许多 应 用 于 解 
析 数 论 中 的 反问 题 里 ,该 状况 更 多 应 归功 于 胡 利 的 工作 . 到 目前 为 止 ,通过 比 
较 , 仅 有 少数 关于 多 重 指数 和 的 德 利 哥 尼 界 的 应 用 . 
在 邦 别 里 - 维 诺 格拉 打 夫 定理 的 推广 内 容 中 , 克 洛 斯 特 曼 和 5S( m,n;c) 存 
在 ,或 者 它 作 为 对 m,n 和 c 的 某 一 平均 而 能 够 被 构造 出 来 .自然 有 人 会 问 ,任何 
保留 在 这 些 平均 中 的 能 否 从 相约 中 得 到 ?例如 , 韦 尔 估 计 仅 产 生 
Hs;0) < ci 
En 
但 是 ,人 们 对 在 左边 的 和 希望 得 正好 的 估计 ,由 于 许多 项 S(1,1;c) 有 变化 着 的 


符号 .事实 上 ,结果 是 上 面 的 和 是 0( C3+*) ,如同 库 效 湿 佐 夫 (Kuznietsor) 所 证 
明 的 那样 ,这 个 结果 由 德 尚 勒 斯 (Deshouillers) 和 伊 瓦 涅 科 以 许多 方法 进行 了 推 
广 ,以 便 包 括 对 参数 m 和 ne 平均 的 各 种 形式 .如 果 存 在 许多 对 平均 的 布朗 - 
梯 奇 马 什 定理 改进 的 结果 ,其 结果 足够 得 到 四 ,对 于 9 < 0.656 3 而 言 . 
| 正 像 对 克 洛 斯 特 曼 和 韦 尔 的 估计 导致 了 在 解析 数论 中 许多 结果 的 改进 ,这 
: 些 对 克 洛 斯 特 最 和 的 平均 的 许多 界 也 同样 产生 了 重要 的 影响 . 这 个 领域 中 ,由 
1 绰号 为 “ 克 洛 斯 特 曼 ” 的 方法 迅速 地 应 用 于 如 此 大 范围 的 许多 何 题 , 也许 是 最 
近 在 解析 数论 中 最 激动 人 心 的 发 展 .然而 ,必须 说 明 的 是 除了 少数 的 先驱 者 外 ， 
涉及 证 明 的 技术 对 其 余人 来 说 太 严峻 了 . 
就 涉及 克 阁 斯 特 曼 和 的 这 些 估计 和 中 的 技术 而 言 , 认 为 有 两 点 评论 就 足够 
了 .第 一 ,5(m,n;c) 随 着 在 某 一 模 渔 数 /(x + iy) 中 的 系数 而 产生 .这些 函数 
是 定义 在 上 半 平 面 |z € c 1 Zm(z) > 0|, 也 是 在 PSL2(z) 意义 下 的 不 变量 ;第 


二 ,能 名 借助 于 研究 它们 关于 非 隐 几 里 得 的 拉 营 拉 斯 算 于 )2(:2 + 总 ) 的 特 


征 函 数 展开 式 ,这 个 算 子 也 是 在 PSL2(z) 意义 下 的 不 变量 ,来 得 到 这 样 的 函数 
的 关于 系数 的 信息 . 
* 结论 

现在 ,我 们 看 一 看 索 菲 ， 吉尔 曼 准则 的 推广 形式 怎样 导致 了 关于 > 的 上 
界 式 O, 当 筛 法 提供 了 一 个 关于 >, 的 对 比 估计 式 @ 时 .我 们 遇见 了 对 式 @ 
改进 有 效 性 范围 的 种 种 技术 . 然而 ,为 找到 素数 PE 5, 我 们 需要 证 明 >， < 


,以 及 这 需要 的 值 9 > 六. 事实 上 几乎 上 述 关于 布朗 - 梯 奇 马 什 和 定理 应 用 


于 之 ,的 研究 ,在 对 FLT 可 能 的 有 关 问 题 显露 出 现 之 前 就 被 完成 了 . 当 这 个 新 
的 刺激 出 现时 ,这 个 问题 由 福 重新 展开 ,他 发 现 了 对 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 应 用 
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“区 洛斯 特 曼 ”的 进一步 方法 ,而 且 在 他 做 了 许多 努力 之 后 的 可 行 范围 9 < 
0. 668 7. 这 样 该 问题 被 解决 了 : 集 5 是 无 限 的 . 

在 过 去 一 些 年 里 ,对 布朗 - 梯 奇 马 什 定理 的 成 功 改进 导致 了 估计 式 @ 的 
许多 不 同形 式 ,我 们 提 及 到 的 仅仅 是 一 部 分 .特别 地 ,0.58,0.611 ,0.619,0.625， 
0.638,0.656 3,0.657 8,0.658 7 和 0.668 7 许多 值 已 经 出 现在 文献 中 或 私人 通 
信 中 .由 福 引 进 的 最 后 的 值 ,对 于 r 的 不 同 范围 并 入 了 5 个 新 的 对 C(r) 的 估计 
值 .在 解析 数论 中 的 某 一 领域 中 ,许多 努力 花费 在 改进 某 些 指数 或 别 的 内 容 是 
十 分 常见 的 事 , 因 此 上 面 的 数据 证 明了 这 点 .对 于 局 外 人 来 说 ,这 能 够 表现 出 对 
脆弱 的 研究 者 是 一 个 避难 所 ,好 像 这 种 改进 仅仅 由 多 加 留心 , 多 增加 研究 文章 
的 页 数 以 及 过 多 重复 某 些 确定 的 技术 .然而 ,事实 上 每 一 个 这 样 的 改进 ,不 管 怎 
样 小 都 是 个 新 想法 . 福 的 改进 从 0.658 7 到 0.668 7 需要 5 个 新 想法 ,以 此 来 达到 
增加 1.5% .然而 ,必须 指出 的 是 ,现在 的 例子 是 迄今 唯一 的 例证 , 它 由 许多 小 
步骤 改进 的 进展 促使 我 们 跨 过 了 将 产生 新 结果 的 临界 阔 值 (也 就 是 ,在 这 种 情 


之 
形 中 0 = 3)， 
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谷山 和 志 村 一 一 天 桥 飞 架 


上 L 芭 星 本 过 一 登山 与 志 村 戏剧 性 的 相识 


TN -位 出 色 
的 数论 专家 ,他 一 直 在 代数 数论 领域 进行 创造 性 的 研究 .1954 年 1 
月 的 一 天 , 志 村 在 研究 时 过 到 了 一 个 极其 复杂 使 他 难以 应 付 的 计 
算 , 他 经 过 查阅 文献 发 现 , 德 林 (Deuring) 曾 写 过 一 简 关 于 复数 乘法 
的 代数 理论 的 论文 ,这 篇 论文 或 许 对 他 要 进行 的 计算 会 有 些 帮助 ， 
这 篇 论文 发 表 在 (数学 年 刊 )(《Mathematische Annalen)) 第 24 卷 上 
于 是 他 赶 到 系 资料 室 去 查找 ,然而 ,结果 使 他 大 吃 一 惊 .原来 恰好 
这 一 卷 已 被 人 借 走 了 ,从 借 书 卡 上 志 村 得 知 这 位 与 他 同 借 一 卷 的 
校友 叫 谷山 (Yutaka Taniyama) .虽然 是 校友 可 是 志 村 与 他 并 不 熟 ， 
由 于 校园 很 大 ,谷山 与 他 又 是 分 住 两 头 ,于 是 志 村 给 谷山 写 了 一 寺 
信 , 信 中 十 分 客气 地 询问 了 什么 时 候 可 以 归还 杂志 ,并 解释 说 他 在 
一 个 什么 样 难以 计算 的 问题 上 需要 这 本 杂志 、 

回信 更 令 志 村 惊奇 ,这 是 一 张 明 信 片 ,谷山 说 巧 得 很 ,他 也 正 
在 进行 同一 个 计算 ,并 且 在 逻辑 上 也 是 在 同一 处 卡 住 了 .于 是 谷山 
提出 应 该 见 上 一 面 ,互相 交流 一 下 ,或 许 还 可 以 在 这 个 问题 上 合 
作 .从 而 ,由 一 本 资料 室 的 书 引出 一 段 二 人 合作 的 佳话 ,同时 也 改 
变 了 费 马 大 定理 解决 的 历程. 9s 
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这 种 由 书 引 起 的 巧遇 在 科学 史上 是 常 有 的 事 .例如 , 诺 贝 尔 物理 学 奖 得 主 、 
天 才 的 物理 学 家 费 曼 (Richrd Feynman) 在 麻 省 理工 学 院 上 学 时 与 当时 另 一 位 神 
童 韦 尔 顿 (Ted Wehton) 就 是 这 样 相识 的 ,当时 费 受 发 现 韦 尔 顿 手 里 拿 着 一 本 微 
积分 的 书 ,这 正 是 他 想 从 图 书馆 里 借 的 那 本 ,而 韦 尔 顿 发 现 ,他 在 图 书馆 里 四 处 
找 的 一 本 书 已 被 费 曼 借 出 来 了 . 


2. 战 时 的 日 本 科学 


为 了 理解 谷山 与 志 村 当时 的 研究 环境 ,我 们 有 必要 介绍 一 下 与 他 们 同时 代 
即 在 日 本 历史 上 最 艰难 的 岁月 里 活跃 着 的 两 个 卓越 的 理论 物理 学 派 . 

日 本 有 着 不 算 长 久 的 科学 传统 .1854 年 马 修 期 " 佩 里 (Matthew Penry) 将 军 的 
战舰 迫使 日 本 对 国际 贸易 开放 门户 , 从 而 结束 了 持续 两 个 世纪 的 封闭 状态 ,日 
本 人 由 此 意识 到 ,没有 现代 技术 ,军事 上 就 处 于 弱小 地 位 .1868 年 一 批 受 过 教 
育 的 武士 迫使 幕府 将 军 下 台 ,重新 恢复 了 天 皇 的 地 位 , 那 之 前 天 皇 仅仅 是 便 偶 ， 
新 政权 派 遗 青 年 人 去 德国 法 国 、 英 国 和 美国 学 习 语言 ,科学 ,工程 和 医学 ,并 在 
东京 ,京都 和 其 他 地 方 建立 了 西式 大 学 . 

日 本 最 早产 生 的 一 位 物理 学 家 是 长 冈 丰 太郎 ,他 的 父亲 是 一 位 军官 ,对 家 
庭 教育 极为 重视 ,在 家 里 教 他 学 习 书法 和 汉语 .在 大 学 时 丰 太 郎 对 是 否 选择 科 
学 作为 自己 的 终身 事业 感到 犹 玉 不 决 ,因为 他 无 法 断定 亚洲 人 在 学 习 自 然 科学 
时 是 否 有 天 赋 . 后 来 他 研究 了 一 年 中 国 古代 科技 史 , 从 中 受到 启发 ,觉得 日 本 也 
会 有 机 会 . 

从 后 来 的 日 中 战争 (1895) .日 俄 战争 以 及 在 第 一 次 世界 大 战 中 的 胜利 表 
明 , 日 本 追求 技术 进步 的 政策 取得 了 成 功 .于 是 ,第 一 个 进行 基础 研究 的 研究 所 
Riken( 理 论 学 研究 所 ) 在 东京 成 立 .1919 年 ,仁科 芳 雄 被 Riken 研究 所 派 往 国外 
进修 ,他 在 尼 尔 斯 - 玻 尔 研究 所 学 习 了 6 年 后 带 着 “哥本哈根 精神 ” 回 到 日 本 ， 
以 前 日 本 的 大 学 中 学 霸 横 行 ,知识 陈旧 ,而 仁科 芳 雄 带 回 的 恰好 是 人 人 都 可 以 
发 表 自 己 的 见解 这 样 一 种 研究 的 民主 风格 和 有 关 现 代 问 题 和 方法 的 知识 . 

当时 的 日 本 与 西方 在 物理 学 方面 差距 甚大 .在 海 森 伯 和 狄 拉 克 来 日 本 演讲 
时 ,只 有 友 永 振 一 郎 (Tomonaga Shinichiro) 等 少数 儿 位 大 学 生 能 听 懂 ,以 至 于 在 
讲演 的 最 后 一 天 ,长 冈 丰 太 郎 批评 道 , 海 森 伯 和 狄 拉克 20 多 岁 时 就 发 现 了 新 理 
论 ,而 日 本 学 生 依然 还 在 可 怜 地 抄 讲演 笔记 .就 在 这 种 情况 下 , 友 永 振 一 郎 决心 
与 他 中 学 和 大 学 的 同学 汤 川 秀 树 (Yukawa Hideki) 一 起 振兴 日 本 物理 学 (与 谷山 
与 志 村 颜 为 相似 ). 他 们 两 人 的 父亲 都 曾 在 国外 留学 ,又 都 是 专家 , 友 永 的 父亲 
是 西方 哲学 教授 , 汤 川 的 父亲 是 地 质 学 教授 .1929 年 他 们 俩 同时 获得 了 京都 大 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


128 


From Pythagoras To Wiles 


学 学 士 学 位 ,这 一 年 正 赶 上 西方 世界 经 济 大 萧条 开始 ,他 俩 都 无 法 找到 工作 ,于 
是 他 们 就 留 在 大 学 做 没有 薪水 的 助教 ,他 们 互相 讲授 新 物理 学 ,同时 继续 进行 
各 自 的 理论 研究 , 汤 川 秀 树 后 来 戏言 :经 济 衰退 使 我 们 成 了 学 者 .” 

和 谷山 与 志 村 一 样 ,在 日 本 投降 后 的 饥饿 的 和 平年 代 , 日 本 的 理论 物理 学 
家 们 做 出 了 令 全 世界 惊奇 的 成 绩 . 当时 的 生活 极为 艰苦 ,因为 极 糟糕 的 经 济 状 
况 不 能 提供 豪华 的 实验 研究 环境 , 友 永 一 家 住 在 一 间 被 炸 烂 了 一 半 的 实验 室 
里 ,南部 阳 一 郎 作为 研究 助理 也 来 到 东京 大 学 ,他 没有 多 余 的 衣服 ,总 是 穿着 一 
身 军装 ,没有 地 方 睡觉 ,他 就 在 书桌 上 铺 上 草 垫 ,一 住 就 是 3 年 . 

“ 民 以 食 为 天 ”, 当 时 每 个 人 的 头等 大 事 就 是 设法 获得 食物 .南部 阳 一 郎 的 
办 法 是 去 东京 的 鱼 市 场 弄 些 沙丁鱼 ,但 他 没有 冰箱 贮藏 ,所 以 弄 到 的 鱼 很 快 就 
腐烂 了 ,所 以 有 时 他 也 会 到 乡下 去 ,向 农夫 们 随便 讨 一 点 能 吃 的 东西 ,但 就 是 在 
这 样 艰苦 的 条 件 下 ,他们 为 日 本 带 来 了 三 个 诺 贝尔 物理 学 奖 ， 

对 于 这 个 特别 的 时 期 ,南部 阳 一 郎 解释 说 :“ 人 们 会 奇怪 为 什么 本 世纪 日 本 
最 糟 糕 的 数 十 年 却 是 其 理论 物理 学 家 最 富 创造 性 的 时 代 . 也 许 烦恼 的 大 脑 要 通 
过 对 理论 的 抽象 思索 而 从 战争 的 恶 怖 中 解脱 出 来 .也 许 战争 强化 和 刺激 了 创造 
性 所 需要 的 那 种 孤独 状态 ,当然 对 教授 和 政府 官员 的 封建 式 孝 忠 的 传统 也 得 以 
暂时 打破 .也 许 物理 学 家 就 这 样 得 以 自由 探索 自己 的 设想 .” 

或 许 这 个 时 期 太 特别 了 ,根木 就 不 能 给 予 解释 ,但 是 有 两 点 是 可 以 肯定 的 ， 
即 自然 科学 的 重大 突破 大 多 是 在 青年 时 代 完成 的 ,以 物理 学 为 例 ,当年 爱 因 斯 
坦 创立 相对 论 时 才 25 岁 ,1912 年 玻 尔 创立 量子 论 时 才 27 岁 ,到 1925 年 ,量子 
力学 建立 时 薛 定 齐 海 森 伯 和 泡 利 分 别 是 37 岁 .24 岁 、25 岁 . 狄 拉克 建立 了 狄 
拉克 方程 时 才 25 岁 ,在 迎接 原子 核 物理 的 新 挑战 时 ,解决 问题 的 是 28 岁 的 汤 
川 秀 树 ,在 量子 电动 力学 基础 完成 时 , 友 永 振 一 郎 36 岁 、 施 温 格 (J，S. 
Schwinger) 和 和 费 曼 都 是 29 岁 . 

谷山 与 志 村 的 学 校 教育 都 恰 着 战争 期 间 , 谷 山本 来 就 因为 疾病 经 常 中 断 学 
业 , 特 别 是 高 中 阶段 又 因为 结核 病 休学 两 年 ,再 加 上 战争 的 冲击 ,使 他 的 教育 支 
离 破碎 , 志 村 虽 身 体 远 较 谷山 健康 ,但 战争 使 他 的 教育 完全 中 断 , 他 的 学 校 被 关 
闭 ,他 非但 不 能 去 上 学 ,而 且 还 要 为 战争 效力 ,去 一 家 兵工厂 装配 飞机 部 件 . 尽 
管 条 件 如 此 艰苦 ,他 俩 都 没 改变 对 数学 研究 的 向 往 ,直到 战争 结束 后 几 年 ,他 俩 
都 进入 到 东京 大 学 , 才 走 上 了 受 正规 数学 教育 的 道路 . 


3, 过 时 的 研究 内 容 一 一 模 形 式 
俗话 说 “ 塞 伟 失 马 ,区 知 非 福 ", 有 时 福 祸 真是 无 法 判断 ,按理 道 说 对 于 一 个 
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刚刚 进入 研究 领域 的 年 轻 人 来 讲 , 名 师 指 点 和 充足 的 资料 应 该 说 是 必需 的 ,但 
对 谷山 和 志 村 来 说 这 又 恰恰 是 缺乏 的 . 

1954 年 ,谷山 和 志 村 相遇 ,两 个 人 刚 开始 从 事 数学 研究 时 , 恰 逢 战争 刚 结 
束 ,由 于 战争 使 数学 研究 中 断 ,战争 造成 的 巨大 灾难 使 教授 们 意志 消退 ,激情 不 
再 ,用 志 村 的 话说 教授 们 已 经 “精疲力竭 ,不 再 具有 理想 ", 恰 恰 相反 ,战争 的 磨 
炼 , 却 使 学 生 们 对 学 习 显 得 更 为 着 迷 和 迫切 ,和 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 年 轻 数 学 
家 们 一 样 ,他 们 选择 了 自己 教育 自己 这 条 路 ,他 们 自发 组 织 起 来 成 立 了 研讨 班 ， 
定期 在 一 起 讨论 和 交流 各 自 新 学 到 的 数学 知识 . 

谷山 是 属于 那 种 只 为 数学 而 存在 的 人 物 , 他 在 其 他 方面 永远 是 漠然 处 之 、 
无 精 打 采 ,但 一 到 研讨 班 立 即 精神 焕发 ,成 为 研讨 班 的 灵魂 和 精神 领袖 ,他 同时 
扮演 着 两 种 角色 .一 方面 他 对 高 年 级 学 生 探索 未 知 领域 起 着 一 种 激励 作用 , 另 
一 方面 他 又 充当 了 低 年 级 学 生父 辈 的 角色 . 

由 于 二 次 大 战 的 原因 ,当时 日 本 科技 方面 资料 奇 缺 , 当 时 一 些 年 轻 的 物理 
学 家 (如 木 庭 二 郎 ,小 谷 ,久保 、 亮 五 等 ) 只 有 经 常 去 麦克 阿 瑟 将军 在 日 本 帮助 建 
立 的 实验 室 ,只 有 那里 有 最 新 的 物理 学 期 刊 ,他 们 仔细 阅读 能 找到 的 每 一 本 杂 
志 , 并 相互 传授 各 自 掌握 的 知识 ,谷山 和 志 村 也 一 样 ,由 于 他 们 近似 于 与 外 界 隔 
离 ,所 以 在 研讨 班 上 所 讨论 的 内 容 难免 会 相对 “陈旧 "一 点 ,或 是 相对 脱离 当时 
数学 研究 的 主流 ,其 中 他 们 讨论 的 比较 多 的 是 所 谓 的 模 形式 论 (theory of modular 
fomm) ,严格 地 讲 , 这 是 一 种 特殊 的 自 守 形 式 的 理论 . 它 是 由 法 国 数学 家 彭 加 勒 
所 发 展 的 一 般 的 富 克 斯 群 上 的 自 守 形 式 ,是 属于 单 复 变 函数 论 的 一 个 课题 .由 
EE. 赫 克 所 创 的 模 形式 是 对 于 模 群 SL,(Z) 或 其 他 算术 群 的 自 守 形式 ,就 其 内 容 
和 和 方法 而 言 , 则 应 为 数论 的 一 部 分 . 它 在 以 后 的 发 展 中 与 椭圆 曲线 理论 ,代数 几 
何 、 表 示 论 等 有 十 分 深刻 的 联系 而 成 为 数学 中 的 一 个 综合 性 学 科 . 

其 实 ,很 早 就 有 了 对 模 形式 的 研究 ,例如 雅 可 比 对 theta 级 数 的 讨论 ,尽管 
高 斯 从 没 发 表 过 有 关 模 形式 的 文章 ,但 是 数学 史料 表明 他 已 有 一 些 这 方面 的 概 
念 .历史 上 ,人 们 关注 模 形 式 的 一 个 重要 原因 是 对 二 次 型 的 研究 ,特别 是 对 计算 
整数 的 平方 和 表示 的 表示 法 个 数 问题 的 讨论 ,对 自然 数 m 和 n 记 

ma = # 1x mm E DI rt+ + 

其 中 # 表示 集合 的 势 ,人 们 一 直 寻 求 求 rc) 的 方法 , 雅 可 比 首先 注意 到 

rm(n) 与 theta 级 数 


PD = 到 no De (De )" = 90" 
的 联系 . ” 


他 发 现 求 rm(m) 就 是 求 模 形式 05 的 傅 里 叶 系数 . 
谷山 与 志 村 长 期 在 模 形式 这 块 领地 中 耕耘 ,终于 将 这 种 在 某 种 变换 群 下 其 
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有 某 种 不 变性 质 的 解析 函数 与 数论 建立 起 了 联系 ,实现 了 经 典 数论 向 现代 数论 
的 演变 ,终于 在 怀 尔 斯 的 证 明 中 起 到 了 不 可 替代 的 作用 ,并 且 它 在 其 他 数学 分 
支 以 及 实际 应 用 中 显示 了 越 来 越 大 的 用 途 . 

志 村 后 来 的 许多 工作 都 成 为 模 形式 理论 中 的 开创 性 工作 . 如 1973 年 志 村 


建立 了 一 个 从 权 二 模 形式 到 权 & - 1 的 模 形式 之 间 的 一 个 对 应 , 现 称 为 志 村 提 


升 , 半 整 权 模 形式 形成 为 一 个 系统 的 理论 同志 村 的 工作 是 分 不 开 的 , 志 村 的 论 
文 发 表 后 ,有 许多 学 者 如 丹羽 (Niwa) 和 新 谷 (Shintani)、 科 恩 (Kohnen) , 沃 尔 斯 
西 格 (Waldspurger) ,. 扎 格 (Zagier) 等 立即 响应 ,又 得 出 许多 重要 结果 ,其 中 膝 内 
尔 (Tunnell) 用 志 村 提升 证 明了 一 个 关于 同系 数 的 问题 . 


在 模 形 式 和 椭圆 曲线 的 联系 这 一 方向 的 研究 中 ,谷山 和 志 村 是 唯一 一 对 志 
趣 相投 的 合作 者 ,他 们 互相 欣赏 对 方 .相信 对 方 深究 有 力 的 思想 ,他 们 在 日 光 会 
议 结束 后 ,又 一 起 研究 了 两 年 ,到 1957 年 由 于 志 村 应 邀 去 普林斯顿 高 等 研究 院 
工作 而 停止 .两 年 后 , 当 志 村 结束 了 在 美国 的 客座 教授 生活 回 到 东京 准备 恢复 
研究 时 ,斯 人 已 去 ,谷山 已 于 1958 年 11 月 17 日 自杀 身亡 ,年 仅 31 岁 , 仅 留 下 了 
若干 篇 文章 和 两 部 著作 《现代 自然 数论 》(1957) 《 数 域 的 1 一 函数 和 一 函数 》 
(1957). 

他 的 遗书 是 这 样 写 的 : 


“直到 昨天 为 止 ,我 都 没有 下 决心 自杀 ;但 是 想必 你 们 许多 人 都 感 
觉 到 了 我 在 体力 和 心智 方面 都 十 分 疲乏 .说 到 我 自杀 的 原因 ,我 自己 者 
不 清楚 ,但 可 以 肯定 , 它 绝 不 是 由 某 件 小 事 所 引起 ,也 没有 什么 特别 的 
原因 ,我 只 能 说 ,我 似乎 陷入 了 对 我 的 未 来 失去 信心 的 境地 .我 的 自杀 
可 能 会 使 某 个 人 苦恼 ,甚至 对 其 是 某 种 程度 的 打击 .我 袁 心 地 希望 这 种 
小 事 藉 会 使 那个 人 的 将 来 莹 上 任何 阴影 .无 论 如 何 ,我 不 能 否认 这 是 一 
种 背叛 的 行为 ,但 是 请 原谅 我 这 最 后 一 次 按 自己 的 方式 采取 行动 ,因为 
我 在 整个 一 生 中 一 直 是 以 自己 的 方式 行事 的 .” 


据 志 村 五 郎 在 《伦敦 数学 学 会 通讯 》《Bulletion of the London Mathematical 
Soeiety》) 上 发 表 的 对 谷山 悼念 的 文章 中 我 们 知道 ,谷山 像 沃 尔 夫 斯 凯 尔 一 样 对 
死 后 的 一 切 安排 得 井井有条 . 

(1) 他 交待 了 他 的 哪些 书 和 唱片 是 从 图 书馆 或 朋友 那里 借 来 的 ,应 及 时 归 
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还 . 
(2) 如 果 他 的 未 婚 妻 铃木 美 估 子 不 生气 的 话 ,将 唱片 和 玩具 留 给 她 . 
(3) 向 他 的 同事 表示 歉意 ,因为 他 的 死 给 他 们 带 来 了 麻烦 ,并 向 他 们 交待 了 
他 正在 教 的 两 门 课 微 积分 和 线性 代数 已 经 教 到 了 哪里 . 
在 文章 的 最 后 , 志 村 五 郎 无 限 感慨 地 写 到 :“ 就 这 样 ,一 位 那个 时 候 最 杰出 
和 最 具 开 拓 性 的 学 者 按照 自己 的 意愿 结束 了 他 的 生命 ,就 在 5 天 前 他 刚 满 31 
岁 .” 
多 年 以 后 , 志 村 仍 清晰 地 记 着 谷山 对 他 的 影响 ,他 深情 地 说 :“ 他 总 是 善待 
他 的 同事 们 ,特别 是 比 他 年 轻 的 人 ,他 真诚 地 关心 他 们 的 幸福 .对 于 许多 和 他 进 
行 数学 探讨 的 人 ,当然 包括 我 自己 在 内 ,他 是 精神 上 的 支柱 .也 许 他 从 未 意识 到 
他 一 直 在 起 着 这 个 作用 .但 是 我 在 此 刻 甚至 比 他 活着 的 时 候 更 强烈 地 感受 到 他 
在 这 方面 的 高 尚 的 慷慨 大 度 .然而 ,他 在 绝望 之 中 极 需 支持 的 时 候 , 却 没有 人 能 
给 他 以 任何 支持 ,一 想到 这 一 点 ,我 心中 就 充满 了 最 辛酸 的 悲哀 .” 
从 今天 医学 的 角度 看 ,谷山 一 定 是 受到 了 抑郁 症 的 袭击 ,这 种 世纪 绝症 似 
平 偏爱 那些 心志 超 高 的 人 ,数学 家 被 击 倒 的 不 在 少数 ,这 是 一 个 人 类 共同 的 翡 
E 


5, 抵 尔 斯 证 明 的 方向 一 一 谷 山 ~ 志 村 铺 想 


谷山 在 1955 年 9 月 召开 的 东京 日 光 会 议 上 ,与 志 村 联手 研究 了 椭 贺 曲线 
的 参数 化 问题 ,一 是 曲线 的 参数 化 对 于 曲线 表示 和 研究 曲线 性 质 有 很 重要 的 关 
系 ,比如 在 中 学 平面 几何 中 单位 贺 
z+7=1 
x=cos0 


的 参数 表示 为 { ,0 为 参数 


= sing 

椭圆 曲线 是 三 次 曲线 , 它 也 可 以 用 一 些 函 数 进行 参数 表示 .但 是 ,如 果 参 数 
表示 所 用 的 函数 能 用 模 形式 , 则 我 们 称 之 为 模 椭圆 曲线 ,简称 模 曲 线 . 模 曲 线 有 
许多 好 的 性 质 ,如 久 攻 不 下 的 黎 曼 猜想 对 于 模 曲 线 成 立 ,谷山 和 志 村 猜想 任 一 
椭圆 曲线 都 是 模 曲线 .1986 年 里 贝 特 由 塞 尔 猜想 证 明了 谷山 - 志 村 猜想 ,这 样 
要 证 费 马 大 定理 ,只 须 证 对 半 稳 定 椭圆 谷山 - 志 村 猜想 成 立 . 

这 样 一 个 很 少 有 人 能 意识 到 ,而 又 是 千载难逢 的 好 机 会 ,被 怀 尔 斯 抓 住 了 ， 
据 后 来 怀 尔 斯 回忆 : 


“ 那 是 1986 年 夏 末 的 一 个 傍晚 ,当时 我 正在 一 个 朋友 的 家 中 咀 饮 
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着 冰 茶 ,谈话 间 他 随意 地 告诉 我 , 肯 * 里 贝 特 已 经 证 明了 谷山 - 志 村 狂 
想 与 费 马 大 定理 之 间 的 联系 .我 感到 极 大 的 震动 .我 记得 那个 时 刻 一 一 
那个 改变 我 的 生命 历程 的 时 候 ,因为 这 意味 着 为 了 证 明 费 马 大 定理 ,我 
必须 做 的 一 切 就 是 证 明 谷 山 - 志 村 猜想 . 它 意味 着 我 童年 的 梦想 现在 
成 了 体面 的 值得 去 做 的 事 .我 懂得 我 绝 不 能 让 它 溜 走 . 我 十 分 清楚 我 应 
该 回 家 去 研究 谷山 - 志 村 猜想 .” 


怀 尔 斯 在 剑桥 时 的 导师 约翰 ' 科 欧 教 授 评价 这 一 狂想 时 说 :“ 我 自己 对 于 
这 个 存在 于 费 马 大 定理 与 谷山 - 志 村 猜想 之 间 的 美妙 链 环 能 否 实际 产生 有 用 
的 东西 持 翡 观 态度 ,因为 我 必须 承认 我 不 认为 谷山 - 志 村 猜想 是 容易 证 明 的 . 
虽然 问题 很 美妙 ,但 真正 地 证 明 它 似乎 是 不 可 能 的 .我 必须 承认 我 认为 在 我 有 
生 之 年 大 概 是 不 可 能 看 到 它 被 证 明 的 .” 

但 作为 约翰 " 科 茨 的 学 生 , 怀 尔 斯 却 不 这 样 看 ,他 说 :当然 ,已 经 很 多 年 了 ， 
谷山 - 志 村 猜想 一 直 没 有 被 解决 .没有 人 对 怎样 处 理 它 有 任何 想法 ,但 是 至 少 
它 属于 数学 中 的 主流 .我 可 以 试 一 下 并 证 明 一 些 结果 ,即使 它们 并 未 解决 整个 
问题 ,它们 也 会 是 有 价值 的 数学 .我 不 认为 我 在 浪费 自己 的 时 间 . 这 样 ,吸引 了 
我 一 生 的 费 马 的 传奇 故事 现在 和 一 个 专业 上 有 用 的 问题 结合 起 来 了 !” 

在 回忆 起 他 对 谷山 - 志 村 猜想 看 法 的 改变 时 , 怀 尔 斯 说 :“ 我 记得 有 一 个 数 
学 家 曾 写 过 一 本 关于 谷山 - 志 村 猜想 的 书 , 并 且 厚 着 脸皮 地 建议 有 兴趣 的 读者 
把 它 当做 一 个 习题 .好 ,我 想 ,我 现在 真 的 有 兴趣 了 1” 

哈佛 大 学 的 巴里 . 梅 热 (Bary Mazur) 教 授 这 样 评价 说 ;这 是 一 个 神奇 的 猜 
想 一 一 推测 每 个 椭圆 方 程 相 伴 着 一 个 模 形式 一 一 但 是 一 开始 它 就 被 忽视 了 , 因 
为 它 太 超前 于 它 的 时 代 . 当 它 第 一 次 被 提出 时 , 它 没有 被 着 手 处 理 , 因 为 它 太 使 
人 震惊 .一 方面 是 椭圆 直 界 , 另 一 方面 是 模 世 界 , 这 两 个 数学 分 支 都 已 被 集中 地 
但 单独 地 研究 过 .研究 椭圆 方程 的 数学 家 可 能 并 不 精通 模 世 界 中 的 知识 , 反 过 
来 ,也 是 一 样 .于 是 ,谷山 - 志 村 猜想 出 现 了 ,这 个 重大 的 推测 说 ,在 这 两 个 完全 
不 同 的 世界 之 间 存 在 着 一 座 桥 .数学 家 们 喜欢 建造 桥梁 ." 怀 尔 斯 在 谈 到 这 一 狂 
想 时 说 ;我 在 1966 年 开始 从 事 研究 工作 ,当时 谷山 - 志 村 猜想 正 席卷 全 世界 . 
每 个 人 都 感到 它 很 有 意思 ,并 开始 认真 地 看 待 关 于 所 有 的 椭圆 方程 是 否 可 以 模 
形式 化 的 问题 .这 是 一 段 非常 令 人 兴奋 的 时 期 .当然 ,唯一 的 问题 是 它 很 难 取得 
进展 .我 认为 ,公正 地 说 ,虽然 这 个 想法 是 漂亮 的 ,但 它 似乎 非常 难以 真正 地 被 
证 明 ,而 这 正 是 我 们 数学 家 主要 感 兴趣 的 一 点 .” 

20 世纪 整个 70 年 代 谷山 - 志 村 猜想 在 数学 家 中 引起 了 惊 愉 , 因 为 它 的 蕊 
延 之 势 不 可 阻挡 , 怀 尔 斯 后 来 回忆 说 :“ 我 们 构造 了 越 来 越 多 的 猜想 ,它们 不 断 
地 向 前 方 延伸 ,但 如 果 谷 山 - 志 村 猜想 不 是 真 的 ,那么 它们 全 都 会 显得 滑稽 可 
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笑 . 因 此 我 们 必须 证 明 谷山 - 志 村 猜想 ,才能 证 明 我 们 满怀 希望 地 勾勒 出 来 的 
对 未 来 的 整个 设计 是 正确 的 .” 
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宫 冈 洋 一 一 一 百科 全 书 式 的 学 者 


第 1 费 马 狂 辜 曲 一 一 因 将 网 传记 世界 ,UP[ 电讯 冲击 日 本 


费 马 定理 像 一 块 试金石 , 它 检验 着 世界 各 国 的 数学 水 平 , 在 
亚洲 诸 国 中 , 唯 独 日 本 出 现 了 一 位 对 此 颇 有 贡献 的 数学 家 ,他 就 是 
日 本 数学 界 的 骄傲 一 一 宫 冈 洋 一 先生 . 宫 冈 先生 是 东京 都 立 大 学 
二 数学 教授 , 曾 在 德国 波恩 访问 进修 .1988 年 整个 数学 界 被 阑 得 沸 
沸 扬 扬 ,有 关 宫 冈 证 明了 费 马 大 定理 的 新 闻 传 般 了 世界 各 个 角落 ， 
那么 宫 冈 洋 一 真 的 成 功 了 吗 ? 现在 我 们 已 经 从 1988 年 4 月 8 日 
《The Independent》 发 表 的 一 篇 评论 中 知道 :不 幸 , 宫 冈 博士 试图 在 
一 个 相关 的 领域 一 一 代数 数论 中 ,得 到 一 种 基 变换 , 但 这 一 点 似乎 
是 行 不 通 的 .我 们 对 整个 事件 的 经 过 非常 感 兴趣 . 
日 本 数论 专家 浪 川 幸 彦 以 (波恩 来 信 》 的 形式 讲述 了 这 一 事件 
的 经 过 .他 的 讲述 既 通 俗 又 有 趣 ,他 写 道 : 


4 


“ 收 到 贺年 信 一 直 想 要 回信 ,转眼 之 间 过 了 一 个 月 ,而且 
到 了 月 底 . 不 过 托 您 的 福 我 可 以 报告 一 个 本 世纪 的 大 新 闻 . 

“历史 上 最 古老 而 著名 的 问题 之 一 费 马 猜想 很 可 能 已 被 
在 德国 波 思 过 留 的 宫 冈 洋 一 (从 理论 上 ) 证 明了 .目前 正 处 
在 细节 的 完成 阶段 ,还 要 花 些 时 间 来 确定 正确 与 否 , 依 我 
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所 见 有 足够 的 成 功 希 望 .众所周知 , 费 马 猜想 是 说 对 于 自然 数 严 >2, 不 
存在 满足 

V+ = % 
的 自然 数 x,y,z, 上 面 所 说 的 “理论 上 ", 意 思 是 指 对 于 充分 大 的 (自然 ) 
数 n>NN 可 以 证 明 ,而 且 这 个 N 在 理论 上 是 可 以 计算 的 .该 N 可 以 用 
某 个 自 守 函 数 与 数论 不 变量 表示 ,但 实际 的 数值 计算 似乎 相当 麻烦 ,并 
且 还 不 知道 是 否 对 一 切 确实 都 已 解决 .不 过 如 果 他 的 结果 被 确认 是 
正确 的 ,人 们 就 会 同时 集中 ,改善 N 的 估计 ,有 必要 就 动用 计算 机 , 那 
么 最 终 解决 也 就 为 期 不 远 了 .但 是 ,姑且 不 论 宣传 报道 ,对 于 我 们 纯 数 
学 工作 者 来 说 ,本 质 是 理论 上 的 解决 . 

“ 富 冈 先 生 从 去 年 下 半年 起 对 这 个 问题 感 兴趣 并 一 直 持续 地 进行 
研究 ,特别 是 今年 在 巴黎 与 梅 热 等 讨论 以 后 ,他 的 研究 工作 迅速 取得 进 
展 .偶而 在 饭桌 上 听 到 他 研究 工作 的 进展 情况 ,就 是 作为 旁观 者 也 感到 
心情 激动 ,能 成 为 这 一 历史 事件 的 见证 人 我 深 感 荣幸 ,何况 宫 冈 先生 还 
是 我 最 亲密 而 尊敬 的 朋友 之 一 ,其 喜悦 之 情 又 添 一 分 .” 


在 其 证 明 方法 中 ,阿兰 基 洛 夫 -法 尔 廷 斯 (Arake-Faltings) 的 算术 曲面 理论 
起 着 中 心 的 作用 . 

要 说 明 什 么 是 算术 曲面 是 很 难 的 ,这 就 是 在 代数 整数 环 (例如 有 理 整 数 环 
2) 上 的 代数 曲线 中 ,进一步 考虑 了 曲线 上 的 “距离 ”. 代 数 整数 环 在 代数 几何 中 
说 是 一 维 的 ( 曼 宁 称 数论 维 数 ) ,整体 当然 是 二 维 (曲面 ). 从 图 上 看 ,整数 环 成 星 
状 结构 ,例如 在 2 上 就 是 只 是 该 (数论 ) 曲 线 在 “0” 处 开 着 “ 孔 ”, 不 具有 紧 流 形 
那 种 好 的 性 质 .通过 引入 “距离 "将 其 “ 紧 化 "后 就 是 算术 曲面 .这 一 理论 受 韦 尔 
批判 的 影响 ,本 质 上 超越 了 格 罗 登 迪克 的 概 型 理论 .这 回 的 结果 如 果 正 确 , 那 么 
就 是 继 法 尔 廷 斯 证 明了 莫 德 尔 猜想 之 后 ,表明 了 这 一 理论 在 本 质 上 的 重要 性 . 

实际 上 , 宫 冈 的 理论 给 出 了 比 莫 德 尔 猜 想 本 身 , 包 括 估计 解 的 个 数 更 强 的 
形式 ,以 及 更 自然 的 证 明 , 他 的 结果 的 最 大 重要 性 正在 于 此 . 费 马 定理 不 过 是 一 
个 应 用 例子 (的 确 是 个 漂亮 的 应 用 ) .法 尔 廷 斯 在 莫 德尔 猜想 的 证 明之 处 展开 了 
算术 曲面 理论 ,我 们 推测 他 恺 怕 是 指望 用 后 者 证 明 莫 德尔 猜想 . 宫 冈 的 结果 正 
是 实现 了 法 尔 廷 斯 的 这 一 目标 . 

他 的 理论 包含 了 重要 的 新 概念 ,今后 必须 详细 加 以 研究 .这 一 理论 若 能 确 
立 ,将 会 给 不 定 方程 理论 领域 带 来 革命 性 的 变化 . 它 把 黎 曼 曲面 上 的 函数 论 与 
数论 联系 了 起 来 ,遗憾 的 是 我 们 代数 几何 工作 者 看 来 似乎 很 难 登台 表演 ， 

要 对 证 明 作 详细 介绍 实在 是 无 能 为 力 ,就 按 进展 的 情况 来 说 说 大 概 .首先 
由 莫 德 尔 猜想 知道 方程 *( 当 n 确定 时 ) 的 解 的 个 数 ( 除 整 数 倍 外 ) 是 有 限 多 
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个 . 帕 希 恩 利用 巧妙 的 手法 表明 ,类 似 于 由 宫 冈 自己 在 10 年 前 证 明 的 一 般 复 曲 
面 的 Chem 数 的 不 等 式 ( Bogomolov - 宫 冈 - Yau 不 等 式 ) 若 在 算术 曲面 成 立 , 那 
么 就 可 以 证 明 较 强 形式 的 莫 德尔 猜想 ,进而 利用 弗 雷 的 椭圆 曲线 这 种 特殊 的 算 
术 曲 面 , 就 可 以 证 明 费 马 猜想 (对 于 充分 大 的 mn) . 

但 是 ,在 帕 希 恩 的 笔记 中 成 问题 的 是 , 若 按 算术 曲面 中 Chem 数 的 定义 类 
似 地 去 做 ,就 很 容易 作出 不 等 式 不 成 立 的 反例 ,一 时 间 就 怀疑 帕 希 思 的 思想 是 
否 成 立 .但 是 梅 热 却 想 出 摆脱 这 点 的 好 方法 , 宫 冈 进一步 推进 了 这 条 路 线 .就 是 
主张 引信 只 依赖 于 特征 0 上 纤维 (本 质 上 是 有 限 个 黎 曼 面 ) 的 别 的 不 变量 ,使 得 
利用 它 不 等 式 就 能 成 立 .证 明 则 是 重新 寻找 复 曲面 的 不 等 式 ( 令 人 吃惊 的 是 不 
只 定理 ,甚至 连 证 明 方法 都 非常 类 似 ), 此 刻 最 大 的 障碍 是 没有 关于 向 量 丛 的 阿 
兰 基 治 夫 - 法 尔 廷 斯 理论 ,他 援引 了 德 利 哥 尼 - 比 斯 莫 特 (Bismut) - 基 列 斯 莱 
等 关于 奎 伦 距 离 (解析 挠 理论 ) 这 种 高 度 的 解析 手法 的 最 新 成 果 克 服 了 这 一 困 
难 (还 应 注意 这 一 理论 与 物理 的 弦 模 型 理论 有 着 深刻 的 联系 ) . 

这 一 宏大 理论 的 全 貌 涉及 整个 数论 .几何 ,分 析 , 它 综合 了 许多 人 得 到 的 深 
刻 结果 ,宛如 一 座 Kaln 大 教堂 . 恶 怕 可 以 这 样 说 , 宫 冈 作为 这 一 建筑 的 明星 ,他 
把 圆 项 中 央 的 最 后 一 块 石子 镶嵌 到 了 顶棚 之 上 . 

但 宫 冈 的 推论 交叉 着 如 此 壮大 的 一 般 理论 与 包含 相当 技巧 的 精细 讨论 ， 
就 连 要 验证 都 很 不 容易 ,对 他 始终 不 渝 的 探索 .最终 找到 这 复杂 迷宫 出 口 的 才 
能 , 浪 川 幸 彦 钦佩 至 极 .他 出 类 拔 芋 的 记忆 为 人 称道 ,有 人 曾 赠 他 “Walkingency- 
elopedia"( 活 百科 全 书 ) 的 雅号 ,并 对 他 灵活 运用 他 那个 丰富 数据 库 似 的 才能 惊 
讶 万 分 . 

在 3 月 29 日 浪 川 幸 彦 的 信 中 又 说 ,此 信 虽 是 准备 作为 发 往日 本 的 特 讯 ， 
但 到 底 还 是 宣传 报道 机 构 的 嗅觉 灵敏 ,在 此 信 到 达 以 前 日 本 早已 友 动 ,就 像 在 
全 世界 捅 了 马蜂 窜 似 的 .而 且 仅 这 方面 的 奇妙 报道 就 不 少 ,为 此 浪 川 幸 疹 想 对 
事情 经 过 作 一 简短 报告 ,以 正视 听 . 

事情 的 发 端 是 ,2 月 26 日 在 研究 所 举行 的 讨论 班 上 宫 冈 发 表 了 算术 曲面 
中 类 似 的 宫 冈 不 等 式 看 来 可 以 证 明 的 想法 .这 时 的 笔记 复印 件 由 扎 格 ( D. Za- 
gier)( 报 纸 上 有 各 种 读 法 ) 送 给 欧美 的 一 部 分 专家 ,引起 了 振动 . 

因特网 是 IBM 计算 机 的 国际 通信 线路 ,可 以 很 方便 地 与 全 世界 通信 联络 ， 
这 回 就 是 通过 它 把 宫 冈 的 消息 迅速 传 遍 数 学 界 的 .因此 其 震源 扎 格 那里 从 3 月 
上 句 起 电话 就 多 得 吓人 ,铃声 不 断 . 

但 是 ,具有 讽刺 意味 的 是 IBM 计算 机 在 日 本 还 没有 普及 ,因特网 在 日 本 几 
乎 没有 使 用 ,因此 官网 的 消息 除 少数 人 知晓 外 ,在 日 本 还 鲜 为 人 知 . 

正当 其 时 ,3 月 9 日 UPI 通 讯 (合众国 际 社 ) 以 “ 宫 风 解决 了 费 马 猜想 吗 ?” 
为 题 作 了 报道 ,日 本 包括 数学 界 在 内 不 音 畏 天 起 雳 ,上 下 大 为 万 动 . 


事 伦 (Daniel 
Quillen) ,美国 数 
学 家 , 1940 年 4 
月 22 日 出 生 于 
新 泽 西 州 奥 林 
治 .1969 年 任 麻 
省 理工 学 院 教 
投 ,美国 国家 科 
学 院 院 士 . 1978 
年 菲 尔 兹 奖 得 
主 . 


Kiln 是 德 意 
志 莱 菌 河 昱 的 古 
都 ,公元 前 作为 
罗马 殖民 地 而 发 
达 的 工商 业 城 
市 ,以 哥萨克 的 
代表 建筑 Kuln 
大 教堂 而 闻名 . 
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但 感到 震 售 的 不 只 日 本 ,而 且 波 及 整个 世界 ,此 后 宫 冈 处 的 电话 铃声 不 绝 ， 
他 不 得 不 切断 电话 ,暂时 中 止 一 切 活动 . 

从 效果 上 看 ,这 一 报道 是 过 早 了 .UPI 电讯 稿 发 出 之 时 ,正当 宫 冈 将 其 想法 
写成 (手写 ) 的 第 一 稿 刚刚 完成 之 际 .在 数学 界 , 将 这 种 论文 草稿 ( 预 印 本 ) 复 印 
送 给 若干 名 专家 ,得 到 他 们 的 评论 后 再 确定 在 专业 杂志 发 表 的 最 终 稿 ,这 种 做 
法 司空 见 惯 (不 少 还 要 按 审 稿 者 的 要 求 再 作 修改 ). 像 费 马 问题 这 样 的 大 问题 ， 
出 现 错误 的 可 能 性 相应 地 也 要 大 些 ,因此 必须 慎之 又 慎 . 在 目前 阶段 还 不 能 说 
绝对 没有 最 终 毫 无 结果 的 可 能 性 . 宫 冈 先生 面临 着 巨大 的 不 利 条 件 , 在 一 片 吵 
闹 声 中 送 走 了 很 重要 的 修改 时 期 . 

正如 人们 所 预料 的 ,实际 上 第 一 稿 中 确实 包含 了 若干 不 充分 之 处 ， 

宫 冈 预定 3 月 22 日 在 波恩 召开 的 代数 几何 研究 集会 上 详细 公布 其 结果 . 
但 经 过 与 前 一 天 刚刚 从 巴黎 赶 来 的 梅 热 反 复 讨论 ,到 半夜 时 分 就 明白 了 还 存在 
相当 深刻 的 问题 .为 此 次 日 的 讲演 就 改 为 仅 止 于 解说 性 的 . 

与 此 前 后 ,还 收 到 了 法 尔 廷 斯 . 德 利 哥 尼 等 指出 的 问题 (前 者 提 的 本 质 上 与 
马祖 尔 相 同 ). 

后 来 才 清 楚 , 他 的 主要 思想 , 即 具有 奎 伦 距离 的 讨论 是 好 的 ( 仅 此 就 是 独立 
的 优秀 成 果 ) .但 紧 接着 的 算术 代数 几何 部 分 的 讨论 有 问题 ,依照 那样 推导 不 出 
莫 德 尔 型 的 定理 . 

这 段 时 间 大 概 是 宫 冈 最 苦恼 的 时 期 了 .事情 已 经 闹 大 ,退路 也 没有 了 . 不 
过 这 一 周 的 研究 集会 中 ,欧洲 各 位 同行 老 朋友 来 此 聚会 本 身 就 大 大 搭救 了 他 . 
大 家 都 充分 体会 研究 的 甘苦 ,所 以 并 不 把 费 马 作为 直接 话题 ,在 无 拘束 的 交谈 
之 中 使 他 重新 振奋 起 了 精神 . 

尽管 如 此 ,对 于 在 如 此 状况 下 继续 进行 研究 的 宫 冈 的 顽强 精神 , 浪 川 幸 彦 
说 他 只 能 表示 敬 服 .在 大 约 一 周 之 内 ,他 改变 了 主要 定理 的 一 部 分 说 法 ,修正 了 
证 明 的 过 程 ,由 此 出 现 了 克服 最 大 问题 点 的 前 景 .在 浪 川 写 这 篇 稿 时 ,他 已 开始 
订正 其 他 不 齐备 与 错误 之 处 ,进行 修改 稿 的 完成 工作 . 

因此 ,虽然 一 切 还 都 处 于 未 确定 的 阶段 ,但 很 难 设想 如 此 漂亮 的 理论 最 终 
会 化 为 乌有 ,也 许 还 可 能 修正 一 部 分 过 程 ,但 即使 是 宫 冈 先生 这 种 修正 过 程 的 
技巧 也 是 有 定论 的 . 


2. 从 大 微 走向 远 煌 一 日 本 数学 的 历史 与 现状 


谷山 , 志 村 与 宫 冈 洋 一 的 出 现 并 非 偶然 ,有 着 深刻 的 历史 背景 与 现实 原因 ， 
我 们 有 必要 探究 一 番 .日 本 的 数学 发 展 较 晚 ,与 中 国 古 代 的 数学 成 就 相 比 稍 显 
7 
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逊色 ,但 交流 是 存在 的 .伴随 律令 制度 的 建立 ,中 国 的 实用 数学 也 很 早 就 在 日 本 
传播 开 来 .除了 天 文 和 历法 的 需要 之 外 , 班 田制 的 实施 、 复 杂 的 征 税 活动 以 及 大 
规模 的 城市 建设 ,都 必须 掌握 实用 的 计算 、 测 量 技巧 . 早 在 7 世纪 初 ,来 自 百 济 
的 僧人 观 勒 已 经 在 日 本 致力 于 普及 中 国 的 算术 知识 .在 大 化 革新 (645) 之 后 ,日 
本 仿照 中 国 的 学 制 设 立 了 大 学 (671) . 当时 算术 是 大 学 中 的 必修 科目 之 一 .在 大 
宝 元 年 (701) 制 定 的 大 宝 律令 中 ,明确 地 把 经 、 音 . 书 、 算 作为 大 学 的 四 门 学 科 ， 
在 算 学 科 中 设 有 算 博士 1 人 、 算 生 30 人 .在 奈良 时 代 (710 一 793)《 周 藤 》《 九 
章 》《 和 孙子 》 等 著名 算 经 已 经 成 为 在 大 学 中 培养 官吏 的 标准 教材 . 

我 们 从 日 本 最 古老 的 歌集 《万 叶 集 》(759) 中 可 以 见 到 九 九 口诀 的 一 些 习惯 
用 法 .例如 把 81 称 做 “ 九 和 ” ,把 16 称 做 “四 四 ”, 这 说 明 九 九 口诀 在 奈良 时 代 已 
相当 流行 .了 

古代 日 本 和 中 国 一 样 ,也 是 用 算 筹 进行 记 数 和 运算 .中 国 元 朝 末 期 发 明 的 
珠算 ,大 约 在 15 ~ 16 世纪 的 室町 时 代 传 人 日 本 .在 日 本 称 算盘 为 “十 馈 盘 "(区 
尽 坯 ,Soroban) .这 个 词 的 语源 至 今 不 明 , 但 在 1559 年 出 版 的 一 部 日 语 辞典 
(天 曹 版) 中 ,已 经 收入 了 “ 苑 力 I 于 "这 个 词 . 除 了 从 中 国 引进 的 “十 露 盘 "之 外 ,在 
日 本 的 和 算 中 还 有 一 种 称 做 “算盘 ”( 芯 Al 竹 人 ,Sanban) 的 计算 器 具 , 是 在 布 . 厚 
纸 或 木 盘 上 画 出 棋盘 状 的 方 格 ,借助 于 大 约 6 厘米 长 的 算 筹 在 格 中 进行 运算 . 
这 两 种 不 同 的 计算 器 具 其 汉字 都 可 写 做 “算盘 ” ,但 是 发 音 不 同 ,含义 也 不 一 样 . 

17 世 纪 , 日 本 人 在 中 国 传 统 数 学 的 基础 上 创造 了 具有 民族 特色 的 数学 体 
系 一 一 和 算 .和 算 的 创始 人 是 关 孝 和 (1642 一 1708) . 

在 关 孝 和 以 前 ,日 本 的 数学 和 天 文 、 历 算 一 样 ,在 很 长 一 个 时 期 (大 约 9 ~ 
16 世纪 ) 处 于 囊 足 不 前 的 状态 .16 世纪 下 半 叶 , 织 田 信 长 和 丰 臣 秀吉 致力 于 统 
一 全 国 ,当时 出 于 中 央 集权 政治 的 需要 ,数学 重新 受到 重视 .以 此 为 历史 背景 ， 
明 万 历年 间 程 大 位 所 著 ( 算 法 统 宗 》(1592) 一 书 ,出 版 不 久 即 传 入 日 本 . 江 户 里 
期 的 著名 数学 家 毛利 重 能 著 《 割 算 书 》BD(1622) 一 书 ,推广 了 《算法 统 宗 ?中 采用 
的 珠算 法 ,而 他 的 学 生 吉田 光 由 (1598 一 1672) 则 以 《算法 统 宗 》 为 蓝本 著 《 尘 动 
记 》(1627) 一 书 , 用 适合 于 日 本 人 口味 的 体裁 ,把 中 国 的 实用 算术 普及 到 广大 民 
间 . 

在 日 本 影响 较 大 的 另 一 部 算 书 是 元 朝 朱 世 杰 的 《 算 学 启蒙 》(1299) .此 书 出 
版 不 久 即 传 至 朝鲜 ,而 在 中 国 却 一 度 失传 ,后 由 朝鲜 返 传 回 中 国 .日 本 流行 的 
《 算 学 启蒙 》 一 书 ,据说 是 根据 丰 臣 秀吉 出 征 朝鲜 之 际 带 回 的 版 本 复 刻 而 成 
(1658) . 


从 上 世纪 敦煌 等 地 出 土 的 木 简 可 知 ,中国 在 很 古 外 已 经 形成 了 九 九 口诀 《战国 
人 和 时 全 各 基 让 全 信人 下 滑 求 为 十。 本 全 全 全 于 
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直 江 琢 儿 


通过 《算法 统 宗 》 和 《 算 学 启蒙 》, 日 本 人 掌握 了 中 国 的 算术 和 代数 ( 即 “ 天 元 
术 ”) . 关 孝 和 就 是 在 中 国 传统 数学 的 影响 下 ,青出于蓝 而 胜 于 蓝 ,在 代数 学 中 创 
造 性 地 发 展 了 有 文字 系数 的 笔算 方法 .他 的 《发 微 算法 》(1674) 为 和 算 的 发 展 葛 
定 了 基础 . 

这 期 间 稍 后 的 一 位 比较 著名 的 数学 家 是 会 田 安 明 (Aida Ammei, 1747 一 
1817) .会 田 安 明 生 于 山形 (Yamagata) , 卒 于 江 户 (现在 的 东京 ).15 岁 开始 从 师 
学 习 数 学 ,22 岁 到 江 户 谋生 , 曾 管理 过 河道 改造 和 水 利 工程 .业余 时 间 刻 苦 自 
学 数学 ,经 常 参加 当时 的 学 术 争 论 .1788 年 ,他 弃 去 公职 ,专门 从 事 数学 研究 和 
讲学 ,逐渐 扩大 了 在 日 本 数学 界 的 影响 ,他 所 建立 的 学 派 称 为 宅 间 派 .会 田 安 明 
的 工作 包括 几何 、 代 数 ,数论 等 几 个 方面 .他 总 结 了 日 本 传统 数学 中 的 各 种 几何 
问题 ,深入 研究 了 椭圆 理论 ,指出 怎样 决定 椭圆 球面 、 圆 、 正 多 边 形 的 有 关公 
式 .探讨 了 代数 表达 式 和 方程 的 构造 理论 ,提出 用 展开 x?+ x3+…+*2=y 的 
方法 , 求 如 x+ 局 码 +… + x2 = y? 的 整数 解 .利用 连 分 数 来 讨论 近似 分 数 . 
还 编制 出 以 2 为 底 的 对 数 表 .在 他 的 著作 中 ,大 量 地 使 用 了 新 的 简化 的 数学 符 
号 .会 田 安 明 非常 勤奋 ,一 年 撰写 的 论文 有 五 六 十 篇 ,一 生 的 著作 不 少 于 2 000 
种 . 

日 本 数学 的 复兴 是 与 对 数学 教育 的 重视 分 不 开 的 . 

日 本 从 明治 时 代 就 非常 重视 各 类 学 校 的 数学 教育 .数学 界 的 元 老 菊池 大 

芍 、 芯 泽 利 喜 太 郎 等 人 曾 亲 自 编写 各 种 数学 教科 书 , 在 全 国 推广 使 用 .因此 ,日 


os 本 的 数学 教育 在 上 世纪 初 就 已 经 达到 了 国际 水 平 .从 大 正 时 代 开始 ,著名 数学 
未 雪 学 家 全 于 “家 层出不穷 .特别 是 在 纯 数学 领域 , 茧 洋 利 喜 太郎 (东京 大 学 ) 和 他 门下 的 三 杰 
东京 .著作 有 《 初 《高木 页 治 , 林 锥 一 、 吉 江 丈 儿 ) 发 表 了 一 系列 有 国际 水 半 的 研究 成 果 , 其 中 最 著 
等 第 一 阶 信 仙 分 名 的 是 高 木 贞 治 (1875 一 1960) 关 于 群 论 的 研究 .在 高 木门 下 又 出 现 了 末 纲 想 
方 程式 论 》 一 \ 弥 永昌 吉 \ 正 田 健 二 郎 三 位 新 秀 , 他 们 以 东京 大 学 为 基地 ,推动 了 数学 基础 
(1947) 《初等 常理 论 的 研究 . 
微分 方程 式 》 大 约 与 此 同时 ,在 新 建 的 东北 大 学 形成 了 以 林 稚 一 为 中 心 的 另 一 个 重要 的 
《1937)， 研究 集团 ,其 成 员 主要 有 了 蔽 原 松 二 郎 、 洼 田 忠 彦 挂 谷 宗 一 等 人 .日 本 著名 数学 
教育 家 、 数 学 史家 小 仓 金 之 助 也 是 这 个 集团 的 重要 成 员 之 一 . 林 稚 一 在 1911 年 
创办 了 日 本 最 早 的 一 个 国际 性 专业 数学 刊物 东北 数学 杂志 》, 使 日 本 的 数学 成 
就 在 世界 上 享有 盛名 
进入 20 世纪 30 年 代 之 后 , 沿 着 (东北 数学 杂志 》 的 传统 ,在 东北 大 学 涌现 
了 淡 中 忠 郎 河田 龙 夫 、 角 谷 静 夫 、 佐 估 木 重 夫 、 深 官 政 范 、 远 山 启 等 著名 数学 
家 .此 外 ,在 大 阪 大 学 清水 层次 郎 (东京 大 学 毕业 ) 周 围 又 形成 了 一 个 新 兴 的 研 
究 中 心 ,其 主要 成 员 有 正 田 健 次 郎 (抽象 代数 ) .三 村 征 雄 (近代 解析 ) 吉田 耕作 
(马尔 可 夫 过 程 ) 等 人 .在 东京 大 学 ,除了 未 想 纲 -一 , 弥 永 昌吉 在 整数 论 方面 的 卓 
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越 成 就 之 外 ,更 值得 注意 的 是 ,在 弥 永 昌吉 门下 出 现 了 许多 有 才华 的 数学 家 ,其 
中 有 小 平 邦彦 (调和 积分 论 ) .河田 敬 义 (整数 论 )、\ 伊 芯 清 (概率 论 ) 古 屋 茂 ( 函 
数 方程 )、 安 部 亮 (位 相 解析 )、 岩 泽 健 吉 ( 整 数论 ) 等 人 .到 战 后 ,以 弥 永 的 学 生 清 
水 达 梭 为 中 心 ,展开 了 类 似 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 新 数学 运动 . 

战 时 京都 大 学 的 数学 研究 似乎 比较 沉默 ,但 也 还 是 出 现 了 一 位 引 人 注 目的 
数学 家 冈 洁 . 他 在 1942 年 发 表 了 关于 多 复 变 函数 论 的 研究 ,于 1951 年 获 日 本 
学 士 院 奖 .到 战 后 ,围绕 代数 几何 学 的 研究 ,形成 了 以 秋月 良 夫 为 中 心 的 京都 学 
派 . 

可 以 看 出 ,日 本 的 纯 数 学 研究 从 明治 时 代 开始 ,到 20 世纪 三 四 十 年 代 ,已 
经 形成 了 一 支 实力 相当 雄厚 的 理论 队伍 .在 战 时 动员 时 期 ,数学 作为 “象牙 塔 中 
的 科学 "仍然 保持 其 稳步 前 进 的 势头 ,并 取得 了 不 少 创造 性 成 就 . 


日 本 数学 与 中 国 数学 相 比 , 虽 然 开始 中 国 数学 居于 前 列 ,并 且 从 某 种 意义 
上 充当 了 老师 的 角色 ,但 随后 日 本 数学 后 来 居 上 .两 国 渐 有 差距 ,是 什么 原因 促 
使 这 一 变化 的 呢 ? 关键 在 于 对 洋 算 的 态度 ,及 对 和 算 的 废止 . 

据 华 东 师 大 张 黄 宙 教授 比较 研究 指出 : 


“1859 年 ， 当 李 善 兰 翻译 ( 代 微 积 拾级 ) 之 时 ,日 本 数学 还 停留 在 和 
算 时 期 ,日 本 的 和 算 , 源 于 中 国 古 算 , 后 经 关 孝 和 (1642 一 1708) 等 大 家 
的 发 展 , 和 算 有 许多 独到 之 处 .行列 式 的 锥 形 , 可 在 和 算 著作 中 找到 .19 
世纪 以 来 ,日 本 学 术 界 ,当然 也 尊崇 本 国 的 和 算 , 对 欧美 的 洋 算 ,采取 观 
望 态度 .1857 年 ,柳河 春 三 著 《 洋 算 用 法 》,1863 年 ,神田 孝 平 最 初 在 开 
城 所 讲授 西洋 数学 ,翻译 和 传播 西 算 的 时 间 均 较 中 国 稍 晚 .” 


但 是 明治 维新 (1868) 之 后 ,日 本 数学 发 展 极 快 .经 过 30 年 ,中 国 竞 向 日 本 
派 遗 留学 生 研习 数学 ,是 什么 原因 导致 这 一 逆转 ? 

日 本 的 数学 教育 政策 起 了 关键 的 作用 . 

这 一 差距 显示 了 中 日 两 国 在 科学 文化 方面 的 政策 有 很 大 不 同 . 抚 今 追 音 ， 
恺 怕 会 有 许多 经 验 值得 我 们 吸取 . 

中 国 从 1872 年 起 ,由 陈 兰 彬 、. 容 头等 人 带领 儿童 赴 美 留学 ,但 至 今 不 知 有 
何人 学 习 数 学 ,也 不 知 有 何人 回国 后 传播 先进 的 西方 算 学 .数学 水 平一 直 停 留 
在 李 善 兰 时 期 的 水 平 上 .可 是 ,日 本 的 菊池 大 芍 留 学 英国 ,从 1877 年 起 任 东京 
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大 学 理学 部 数学 教授 ,推广 西 算 . 特 别 是 1898 年 ,日 本 的 高 木 贞 治 远 渡 重洋 ,到 
德国 的 哥 廷 根 大 学 (当时 的 世界 数学 中 心 ) 跟 随 希 尔 伯 特 (当时 最 负 盛 名 的 大 数 
学 家 ) 学 习 代数 数论 (一 门 正 在 兴起 的 新 数学 学 科 ), 显 示 了 日 本 向 西方 数学 进 
军 的 强烈 愿望 .高 木 页 治 潜心 学 习 , 独 立 钻研 ,终于 创立 了 类 域 论 ,成 为 国际 上 
的 一 流 数学 家 ,这 是 1920 年 的 事 .可 是 中 国 留学 生 专 习 数学 的 竟 无 一 人 . 熊 庆 
来 先生 曾 提 到 一 件 轶 事 .1916 年 ,法 国 著名 数学 家 波 菜 尔 (E，Borel) 来 华 , 曾 提 
及 他 在 巴黎 求学 时 有 一 位 中 国 同学 ,名 叫 康宁 ,数学 学 得 很 好 ,经 查 , 康 宁 返 国 
后 在 京 汉 铁路 上 任职 ,一 次 喝酒 时 与 某 比 利 时 人 发 生 冲 突 , 竟 遭 枪杀 . 除 此 之 
外 ,中 国 到 西洋 学 数学 而 有 所 成 就 者 ,至 今 未 知 一 人 . 

1894 年 ,甲午 战争 失败 后 ,中 国 向 日 本 派遣 留学 生 .1898 年 ,中 日 政府 签订 
派遣 留学 生 的 决定 .中 国 青年 赴 日 本 学 数学 的 渐 增 , 冯 祖 荀 就 是 其 中 一 位 ,他 生 
于 1880 年 ,浙江 杭 县 人 , 先 在 日 本 第 一 高 等 学 校 (高 中 ) 就 读 ,然后 进入 京都 帝 
国 大 学 学 习 数 学 , 返 国 后 任 北京 大 学 (1912) 数 学 教授 .1918 年 成 立 数学 系 时 为 
系 主任 . 

当然 ,尽管 日 本 数学 发 展 迅速 超过 中 国 , 但 上 世纪 初 年 的 日 本 数学 毕竟 离 
欧洲 诸 国 的 水 平 很 远 ,中 国 向 日 本 学 习 数 学 ,水 平 自然 更 为 低下 .第 二 次 世界 大 
战 之 后 , 随 着 日 本 经 济 实力 的 膨胀 ,日 本 的 数学 水 平 也 在 迅速 提升 .当今 的 世界 
数学 发 展 格局 是 “ 苏 美 继续 领先 ,西欧 紧 随 其 后 ,日 本 正 迎 头 赶 上 ,中 国 则 还 是 
未 知 数 ." 中 日 两 国 的 数学 水 平 ,在 上 世纪 50 年 代 , 曾 经 相差 甚 远 ,但 目前 又 有 
继续 扩大 的 趋势 . 

比较 一 下 中 日 中 小 学 数学 教育 的 发 展 过 程 也 是 有 益 的 

1868 年 ,日 本 开始 了 “明治 维新 "的 历史 时 期 .明治 5 年 , 即 1872 年 8 月 3 
日 ,日 本 颁布 学 制 令 .其 中 第 27 章 是 关于 小 学 教科 书 的 ,在 “算术 "这 一 栏 中 明 
确 规定 “ 九 九 数位 加 减 乘除 唯 用 洋 法 ”. 1873 年 4 月 ,文部 省 公布 第 37 号 文 , 指 
出 “小 学 教 则 中 算术 规定 使 用 洋 算 ,但 可 兼用 日 本 珠算 ”, 同 年 5 月 的 76 号 文 则 
称 “算术 以 洋 法 为 主 ”. 

一 百 多 年 后 的 今天 , 返 观 这 项 数学 教育 决策 ,确实 称 得 上 是 明知 之 举 , 它 对 
日 本 数学 的 发 展 教 育 的 振兴 ,起 到 了 不 可 估量 的 作用 

最 初 在 日 本 造 此 与 论 的 当 推 柳河 春 三 .他 在 1857 年 出 版 的 《 洋 算 用 法 》 序 
中 说 “ 唯 我 神 州 , 俗 美 性 慧 , 冠 于 万 邦 ,而 我 技巧 让 西 人 者 ,算术 其 最 也 .…… 故 
今 之 时 务 , 以 习 其 术 发 其 蒙 ,为 急 之 尤 急 者 .” 

明治 以 后 ,1871 年 建立 文部 省 .当时 的 文部 大 臣 是 大 木 乔 任 .他 属 改 革 派 
中 的 保守 派 ,本 人 并 不 崇尚 洋 学 ,可 是 他 愿意 推行 教育 改革 ,相信 "专家 "的 决 
策 .当时 ,全 国有 一 个 “学 制 调查 委员 会 ”, 其 中 的 多 数 人 是 著名 的 洋 学 家 .例如 
启蒙 主义 者 笑 作 麟 祥 ( 曾 在 神田 孝 平 处 学 过 洋 算 ), 瓜 生 俩 是 专门 研究 美国 的 
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( 曾 写 过 《 测 地 略 》, 用 过 洋 算 ) ,内 田 正 雄 是 荷兰 学 家 ( 曾 学 过 微 积分 ) ,研究 法 国 
法 律 和 教育 的 河津 佑 之 是 著名 数学 教授 之 弟 ,其 余 的 委员 全 是 西医 学 ,西洋 法 
学 等 学 家 .在 这 个 班子 里 ,尽管 没有 一 个 洋 算 家 , 却 也 没有 一 个 和 算 家 ,其 偏 于 
洋 算 的 倾向 ,当然 也 就 可 以 理解 了 . 

在 日 本 的 数学 发 展 过 程 中 ,国家 的 干预 起 了 决定 性 作用 , 江 户 时 代 发 展 起 
来 的 和 算 , 随 着 幕末 西方 近代 数学 的 传人 而 日 趋 没落 .从 和 算 本 身 的 演变 来 看 ， 
自 18 世纪 松永 良 强 确 立 了 “ 关 派 数学 "传统 之 后 , 曾 涌现 出 许多 有 造 话 的 和 算 
家 ,使 和 算 的 学 术 水 平 遇 领先 于 天 文 历法 、 博 物 等 传统 科学 部 门 .但 另 一 方 
面 ,和 算 脱 离 科 学 技术 的 倾向 也 日 益 严 重 .这 是 因为 和 算 有 两 个 明显 的 弱点 :第 
一 ,和 算 虽 有 卓越 的 归纳 推理 和 机 智 的 直观 颖 悟 能 力 , 却 缺乏 严密 的 逻辑 证 明 
精神 ,因而 逐渐 背离 理论 思维 ,陷于 趣味 性 的 智能 游戏 ;第 二 、 江 户 时 代 的 封建 
制度 使 和 算 家 们 的 活动 带 有 基 尔 特 (guild) 式 的 秘 传 特征 ,不 同 的 流派 各 自 垄 断 
数学 的 传授 ,因而 使 和 算 陷 于 保守 、 僵 化 ,没有 能 力 应 付 近代 数学 的 挑战 . 

由 于 存在 上 述 弱点 ,和 算 注定 是 要 走向 衰落 的 .然而 这 些 弱 点 并 不 妨碍 和 
算 能 够 在 相当 长 一 个 时 期 独善其身 地 向 前 发 展 .事实 上 ,直到 明治 初期 ,统治 着 
日 本 数学 的 仍然 是 和 算 ,而 不 是 朝气 莲 勃 的 西方 近代 数学 D .如 果 没有 国家 的 
干预 ,和 算是 不 会 轻易 让 出 自己 的 领地 的 . 

明治 5 年 (1872) ,新 政府 采纳 洋 学 家 的 意见 公布 了 新 学 制 ,其 中 明令 宜 布 ， 
在 一 切 学 校 教育 中 均 废止 和 算 , 改 用 洋 算 , 这 对 和 算是 个 致命 的 打击 .在 这 之 
后 ,再 也 没有 出 现 新 的 年 轻 和 算 家 , 老 的 和 算 家 则 意气 消沉 ,不 再 有 所 作为 . 自 
从 获 原 信芳 写成 ( 圆 理 算 要 》(1878) 之 后 ,再 也 没有 见 到 和 算 的 著作 问世 .1877 
年 创立 东京 数学 会 社 时 ,在 会 员 人 数 中 虽然 仍 是 和 算 家 居多 ,但 领导 权 却 把 持 
在 中 川 将 行 柳 档 悦 等 海军 系统 的 洋 算 家 手中 .这 些 洋 算 家 抛弃 了 和 算 时 代数 
学 的 秘 传 性 ,通过 《东京 数学 会 社 杂志 ) 把 数学 研究 成 果 公庄 于 世 .1882 年 ,一 
位 海军 教授 在 《东京 数学 会 社 杂志 》 第 52 号 上 发 表 论 文 , 严 厉 谴责 了 和 算 的 迁 
腐 ,强调 要 把 数学 和 当代 科学 技术 结合 起 来 .这 是 鞠 扑 和 算 的 一 篇 橄 文 , 小 仓 金 
之 助 称 它 为 "和 算 的 磊 词 ” 

此 后 不 久 , 以 大 学 出 身 的 菊池 大 荐 为 首 ,在 1884 年 发 动 了 一 次 “数学 政 
变 ", 把 一 大 批 和 算 家 驱逐 出 东京 数学 会 社 ,吸收 了 一 批 新 型 的 物理 学 家 (如 村 
风范 为 驰 、 山 川 健 次 郎 等 ) 、 天 文学 家 (如 寺 尾 寿 等 ) 入 会 ,并 把 东京 数学 会 社 改 
称 为 东京 数学 物理 学 会 .这 次 大 改组 ,彻底 破坏 了 和 算 家 的 阵容 ,至 此 结束 了 和 
算 在 日 本 的 历史 . 


外 明治 6 年 时 ,东京 的 和 算 整 102 所 , 洋 算 获 40 所 ,前 者 仍 居于 优势 . 
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4.“ 克 罗 内 克 青 春之 梦 " 的 终结 者 一 一 数论 大 师 高 术 页 治 


但 凡 一 门 艰深 的 学 问 要 在 一 国 扎根 , 生 长 点 是 至 关 重要 的 ,高 木 贞 治 对 于 
日 本 数论 来 说 是 一 个 高 峰 也 是 一 个 关键 人 物 ,是 值得 大 书 特 书 的 . 

高 木 贞 治 先生 于 1875 年 (明治 八 年 )4 月 21 日出生 在 日 本 岐 息 县 集 郡 的 一 
色 村 .他 还 不 满 5 岁 就 在 汉学 的 私 整 里 学 着 朗读 《论语 》 等 书籍 .童年 时 期 ,他 还 
经 常 跟着 母亲 去 寺庙 参拜 ,时 间 一 长 ,不知 不 觉 地 就 能 跟随 着 僧 徒 们 背诵 相当 
长 的 经 文 

1880 年 (明治 十 三 年 )6 月 ,高 木 开 始 进入 公立 的 一 色 小 学 读书 .因为 他 的 
学 习 成 绩优 异 , 不 久 就 开始 学 习 高 等 小 学 的 科目 .1886 年 6 月 ,年 仅 11 岁 的 高 
木 就 考 和 人 了 岐阜 县 的 寻常 中 学 .在 这 所 中 学 里 ,他 的 英语 老师 是 帝 芯 秀 三 郎 先 
生 , 数 学 老师 是 桦 正 董 先生 .1891 年 4 月 ,高 木 以 全 校 第 一 名 的 优异 成 绩 毕 业 
经 过 学 校 的 推荐 ,高 木 于 同年 9 月 进入 了 第 三 高 级 中 学 预科 一 类 班 学 习 .在 那 
里 , 教 他 数学 的 是 河 合十 太郎 先生 , 河 合 先生 对 高 木 以 后 的 发 展 有 着 重大 的 影 
响 .在 高 中 时 期 ,高 木 的 学 友 有 同年 级 的 吉 江 琢 儿 和 上 一 年 级 的 林 扒 一 等 .1894 
年 7 月 ,高 木 在 第 三 高 级 中 学 毕业 后 就 考 入 了 东京 帝国 大 学 的 理科 大 学 数学 
系 .在 那里 受到 了 著名 数学 家 菊池 大 苛 和 芯 泽 利 喜 太 郎 等 人 的 教导 .在 三 年 的 
讨论 班 中 ,高 木 在 蒋 泽 先生 的 直接 指导 下 作 了 题 为 关于 阿 贝 尔 方 程 " 的 报告 . 
这 篇 报告 已 被 收入 《 若 泽 教授 讨论 班 演习 录 ) 第 二 册 中 (1897). 

1897 年 7 月 ,高 木 大 学 毕业 后 就 直接 考 人 了 研究 生 院 .当时 也 许 是 根据 茧 
泽 先 生 的 建议 ,高 木 在 读 研究 生 时 一 边 学 习 代数 学 和 整数 论 ,一 边 撰写 (新 编 算 
术 》(1898) 和 《新 编 代 数学 》(1898) . 

1898 年 8 月 ,高 木 作为 日 本 文部 省 派出 的 留学 生 去 德国 留学 3 年 .当时 柏 
林 大 学 数学 系 的 教授 有 许 瓦 效 、 费 舍 、 厚 罗 比 尼 乌 斯 等 人 .但 许 瓦 兹 、 费 舍 二 人 
因 年 迈 ,教学 方面 缺乏 精彩 性 ,而 弗 罗 比 尼 乌 斯 当年 49 岁 ,并 且 在 自己 的 研究 
领域 ( 群 指标 理论 ) 中 有 较 大 的 突破 ,在 教学 方面 也 充满 活力 ,另外 他 对 学 生 们 
的 指导 也 非常 热情 . 当 高 木 遇 到 某 些 问题 向 他 请 教 时 ,他 总 是 说 :“ 你 提出 的 问 
题 很 有 趣 ,请 你 自己 认真 思考 一 下 .” 并 借 给 他 和 问题 有 关 的 各 种 资料 .每 当 高 
木 回 想起 这 句 “请 你 自己 认真 思考 一 下 ”, 总 觉得 是 有 生 以 来 最 重要 的 教导 

从 第 三 高 级 中 学 到 东京 大 学 一 直 和 高 木 要 好 的 学 友 吉 江 比 高 木 晚 一 年 到 
德国 留学 .他 于 1899 年 夏季 到 了 柏林 之 后 就 立即 赴 往 哥 廷 根 .高 木 也 于 第 二 年 
春 去 了 哥 廷 根 .在 高 木 的 回忆 录 文 章 中 记载 着 :“ 我 于 1900 年 到 了 哥 廷 根 大 学 . 
当时 在 哥 廷 根 大 学 有 克 莱 菌 \ 希 尔 伯 特 二 人 的 讲座 .后 来 又 聘请 了 闵可夫 斯 基 
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共有 三 个 专题 讲座 .使 我 感到 惊奇 的 是 ,这 里 和 柏林 的 情况 不 大 一 样 ,当时 在 哥 
廷 根 大 学 每 周 都 有 一 次 “谈话 会 ' ,参加 会 议 的 人 不 仅 是 从 德国 ,而 且 是 从 世界 
各 国 的 大 学 选拔 出 的 少壮 派 数 学 名 家 ,可 以 说 那里 是 当时 的 世界 数学 的 中 心 . 
在 那里 我 痛感 到 ,尽管 我 已 经 25 岁 了 ,但 所 学 的 知识 要 比 数学 现状 落后 50 年 . 
当时 ,在 学 校 除了 数学 系 的 定编 人 员 之 外 ,还 有 副教授 辛 弗 利 斯 (Sinflies) 、 费 希 
尔 (Fischer) .西林 格 (Sylinger) 、 我 以 及 讲师 策 梅 罗 (Zermelo) .亚伯拉罕 (A'" bra- 
ham) 等 人 .” 

高 木 从 克 莱 茵 那里 学 到 了 许多 知识 ,特别 是 学 会 了 用 统一 的 观点 来 观察 处 
理 数 学 的 各 个 分 支 的 方法 .而 作为 自己 的 专业 研究 方向 ,高 木 选择 了 代数 学 的 
整数 论 . 这 大 概 是 希 尔 伯 特 的 《整数 论 报告 对 他 有 很 强 的 吸引 力 吧 ! 特别 是 他 
对 于 被 称 之 为 “ 克 罗 内 克 的 青春 理想 "的 椭圆 函数 的 虚数 乘法 理论 具有 很 浓 的 
兴趣 .在 哥 廷 根 时 期 ,高 木 成 功 地 解决 了 基础 域 在 高 斯 数 域 情况 下 的 一 些 问题 
(他 回国 后 作为 论文 发 表 , 也 就 是 他 的 学 位 论文 ). 

1901 年 9 月 底 , 高 木 离开 了 哥 廷 根 ,并 在 巴黎 、 伦 敦 等 地 作 了 短暂 的 停留 之 
后 ,于 12 月 初回 到 了 日 本 .当时 年 仅 26 岁 零 7 个 月 .由 于 1900 年 6 月, 高木 还 
在 留学 期 间 就 被 东京 大 学 聘 为 副教授 ,所 以 他 回国 后 马上 就 组 织 了 数学 第 三 
(科目 ) 讲 座 . 并 和 艾 泽 及 坂井 英 太郎 等 人 共同 构成 了 数学 系 的 班底 . 1903 年 ， 
高 木 的 学 位 论文 发 表 后 就 获得 了 理学 博士 学 位 ,并 于 第 二 年 晋升 为 教授 . 

1914 年 夏季 ,第 一 次 世界 大 战 爆发 后 ,德国 的 一 些 书刊 .杂志 等 无 法 再 进 
人 日 本 ,在 此 期 间 ,高 木 只 能 潜心 研究 “高 木 的 类 域 理论 "就 是 在 这 一 时 期 诞生 
的 .关于 “相对 阿 贝尔 域 的 类 域 " 这 一 结果 对 于 高 木 来 说 是 个 意外 的 研究 成 果 
他 曾 反 复 验证 这 一 结果 的 正确 性 ,并 以 它 为 基础 去 构筑 类 域 理论 的 壮丽 建筑 . 
而 且 关于 “ 克 罗 内 克 的 青春 理想 "的 猜想 问题 他 也 作为 类 域 理 论 的 一 个 应 用 作 
出 了 一 般 性 的 解决 .并 把 这 一 结果 整理 成 133 页 的 长 篇 德语 论文 发 表 在 1920 
年 度 (大 正 九 年 ) 的 《东京 帝国 大 学 理科 大 学 纪要 ) 杂 志 上 .同年 9 月 ,在 斯 特 拉 
斯 堡 (Strasbourg) 召 开 了 第 6 届 国 际 数学 家 大 会 .高 木 参加 了 这 次 会 议 并 于 9 月 
25 日 在 斯 特 拉 斯 堡 大 学 宣读 了 这 结果 的 摘要 .然而 ,遗憾 的 是 在 会 场 上 没有 什 
么 反响 .这 主要 是 因为 第 一 次 世界 大 战 刚刚 结束 不 久 ,德国 的 数学 家 没有 被 邀 
请 参加 这 次 会 议 ,而 当时 数论 的 研究 中 心 又 在 德国 ,因此 ,在 参加 会 议 的 其 他 国 
家 的 数学 家 之 中 ,能 听 懂 的 甚 少 . 

1922 年 ,高 木 发 表 了 关于 互 反 律 的 第 二 篇 论文 (前 面 所 述 的 论文 为 第 一 篇 
论文 ). 他 运用 自己 的 类 域 理论 巧妙 而 又 简单 地 推导 出 弗 厄 特 万 格 勒 
(Futwiingler) 的 互 反 律 ,并 且 对 于 后 来 的 阿 丁 一 般 互 反 律 的 产生 给 出 了 富有 启 
发 性 的 定式 化 方法 . 

1922 年 ,德国 的 西 格 尔 把 高 木 送 来 的 第 一 篇 论文 拿 给 青年 数学 家 阿 丁 阅 
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读 , 阿 丁 以 很 大 的 兴趣 读 了 这 篇 论文 ,并 且 又 以 更 大 的 兴趣 读 完了 高 木 的 第 二 
篇 论文 .在 此 基础 上 , 阿 丁 于 1923 年 提出 了 “一 般 互 反 律 "的 猜想 .并 把 高 木 的 
论文 介绍 给 汉 斯 (Hasse) . 汉 斯 对 这 篇 论文 也 产生 了 强烈 的 兴趣 ,并 在 1925 年 举 
行 的 德国 数学 家 协会 年 会 上 介绍 了 高 木 的 研究 成 果 . 汉 斯 在 第 二 年 经 过 自己 的 
整理 后 ,把 附 有 详细 证 明 的 报告 发 表 在 德国 数学 家 协会 的 年 刊 上 ,从 而 向 全 世 
界 的 数学 界 人 士 介绍 了 高 木 的 类 域 理论 . 另 一 方面 , 阿 丁 也 于 1927 年 完成 了 一 
般 互 反 律 的 证 明 . 这 是 对 高 本 理论 的 最 重要 的 补充 .至 此 ,高 木 - 阿 丁 的 类 域 理 
论 完 成 了 . 

从 此 以 后 ,高木 的 业绩 开始 在 国际 上 享有 盛誉 . 1929 年 (昭和 四 年 ), 挪 威 
的 奥斯陆 大 学 授予 高 本 名 誉 博士 称号 . 1932 年 在 瑞士 北部 的 苏黎世 举行 的 国 
际 数学 家 大 会 上 ,高 木 当选 为 副 会 长 ,并 当选 为 由 这 次 会 议 确定 的 非 尔 兹 奖 评 
选 委员 会 委员 . 

在 国内 ,高 木 于 1923 年 (大 正 十 一 年 )6 月 当选 为 学 术 委员 会 委员 .1925 年 
6 月 ,又 当选 为 帝国 学 士 院 委员 等 职 . 1936 年 (昭和 十 一 年 )3 月 ,他 在 东京 大 学 
离职 退休 . 1940 年 秋季 ,在 日 本 第 二 次 授 动 大 会 上 荣获 文化 助 章 . 1951 年 获 全 
日 本 “文化 劳动 者 "称号 .1955 年 在 东京 和 日 光 举 行 的 国际 代数 整数 论 研讨 会 
上 ,高 木 当 选 为 名 誉 会 长 .1960 年 2 月 28 日 ,84 岁 零 10 个 月 的 高 木 页 治 先生 因 
患 脑 出 血 和 脑 软化 的 合并 症 不 幸 逝世 . 

高 木 贞 治 先生 用 外 文 写 的 论文 共有 26 篇 ,全 部 收集 在 《The Collected Papers 
of Teiji Takagi》( 岩 波 书 店 ,1973) 中 .他 的 著作 除了 前 面 提 到 的 《新 编 算 术 》《 新 
编 代 数学 ) 以 及 《新 式 算术 讲义 ) 之 外 ,还 有 《代数 学 讲义 》(1920) 《初等 整数 论 
讲义 》(1931) 《数学 杂谈 》 (1935) 《过 渡 时 期 的 数学 》(1935) 《解析 概论 》 
(1938) 《近代 数学 史 谈 》(1942) 《数学 小 景 》1943)《 代 数 整数 论 )》(1948) 《 数 
学 的 自由 性 》(1949)《 数 的 概念 (1949) 等 .另外 ,高 木 先生 还 撰写 了 数 册 有 关 
学 校 教育 方面 的 教科 书 . 

高 木 与 菊池 、 藤 泽 等 著名 数学 家 完全 不 同 ,他 从 来 不 参加 社会 活动 或 政治 
活动 ,就 连 大 学 的 校长 , 系 主任 或 什么 评议 委员 之 类 的 工作 也 一 次 没有 做 过 ,而 
是 作为 一 名 纯粹 的 学 者 渡 过 了 自己 的 一 生 . 从 高 木 的 第 一 部 著作 《新 编 算术 ) 到 
他 的 后 期 作品 《 数 的 概念 ) 可 以 看 出 他 对 数学 基础 教育 的 关心 .他 的 《解析 概论 》 
一 书 被 长 期 广泛 地 使 用 ,使 得 日 本 的 一 般 数 学 的 素养 得 到 了 显著 的 提高 .许多 
青年 读 了 他 的 《近代 数学 史 谈 ) 之 后 都 决心 潜心 研究 数学 ,作出 成 果 . 在 日 本 的 
数学 家 中 ,有 许多 人 不 仅 受 到 了 他 独自 开创 整数 论 精 神 的 鼓舞 ,而 且 还 受到 了 
他 的 这 些 著 作 的 恩惠 .在 日 本 ,得 到 高 木 先生 直接 指导 的 数学 家 有 末 纲 恕 一 、 正 
田 建 次 郎 管 原 正夫 、 芒 又 秀夫 、 黑 田 成 腾 、 三 村 征 雄 、 弥 永昌 吉 \ 守 屋 美 贺 梭 \ 中 
山 正 等 人 . 
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可 以 说 在 日 本 数学 界 的 最 近 一 百年 的 时 间 里 ,首先 做 出 世界 性 业绩 的 是 菊 
池 先 生 , 其 次 就 是 藤 泽 先生 ,第 三 位 就 是 高 木 先生 . 


5. 日 本 代数 几何 三 巨头 


小 平 闻 疡 、 广 中 平 估 、 末 重文 


宫 冈 洋 一 关于 费 马 定理 的 证 明 尽管 有 漏洞 ,但 他 的 证 明 的 整体 规模 宏大 、 
旁 征 博 引 , 具 有 非凡 的 知识 广度 及 娴熟 的 代数 几何 技巧 .这 一 切 给 人 留 下 了 深 
刻印 象 .有 人 说 ;一夜 可 以 挣 出 一 个 暴发 户 ,但 培养 一 个 贵族 至 少 需要 几 十 
年 ." 宫 冈 洋 一 的 麦 动 决 非 偶然 , 它 与 日 本 数学 的 深厚 积淀 与 悠久 的 代数 几何 传 
统 息息相关 . 提 到 日 本 的 代数 几何 人 们 自然 会 想到 三 巨头 一 一 小 平 邦彦 广 中 
平 佑 、 森 重文 .而 日 本 的 代数 几何 又 直接 得 益 于 美国 的 扎 里 斯 基 , 所 以 必须 先 讲 
讲 他 们 的 老师 所 里 斯 基 . 伯 克 霍 夫 说 :“ 今 天 任何 一 位 在 代数 几何 方面 想 作 严 
肃 研 究 的 人 ,将 会 把 所 里 斯 基 和 塞 缪 尔 (P. Samuel) 写 的 交换 代数 的 两 卷 专著 当 
作 标 准 的 预备 知识 .” 

扎 里 斯 基 是 俄 裔 美 籍 数学 家 .1899 年 4 月 24 日 生 于 俄国 的 科 布 林 .由 于 
他 在 代数 几何 上 的 突出 成 就 ,1981 年 荣获 沃 尔 夫 数学 奖 ,时 年 82 岁 . 

扎 里 斯 基 1913 ~ 1920 年 就 读 于 基辅 大 学 .1921 年 赴 罗 马 大 学 深造 .1924 年 
获 罗马 大 学 博士 学 位 .1925 ~ 1927 年 接受 国际 教育 委员 会 资助 作为 研究 生 继续 
在 意大利 研究 数学 .1927 年 到 美国 霍 普 金 斯 大 学 任教 ,1932 年 被 升 为 教授 . 
1936 年 加 入 美国 国籍 .1945 年 访问 巴西 圣保罗 .1946 ~ 1947 年 他 是 伊利 诺 易 大 
学 的 研究 教授 .1947 ~ 1969 年 他 是 哈佛 大 学 教授 . 1969 年 成 为 哈佛 大 学 的 名 淮 
教授 . 扎 里 斯 基 1943 年 当选 为 美国 国家 科学 院 院士 .1951 年 被 选 为 美国 哲学 学 
会 会 员 .1965 年 荣获 由 美国 总 统 亲自 颁发 的 美国 国家 科学 奖章 . 

扎 里 斯 基 对 代数 几何 做 出 了 重大 贡献 .代数 几何 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 
支 学 科 ,与 数学 的 许多 分 支 学科 有 着 广泛 的 联系 , 它 研究 关于 高 维 空间 中 由 若 
干 个 代数 方程 的 公共 零点 所 确定 的 点 集 ,以 及 这 些 点 集 通 过 一 定 的 构造 方式 导 
出 的 对 象 即 代数 入 .从 观点 上 说 , 它 是 多 变量 代数 函数 域 的 几何 理论 ,也 与 从 一 
般 复 流 形 来 刻画 代数 秘 有 关 . 进 而 它 通过 自 守 函数 .不定 方程 等 和 数论 紧密 地 
结合 起 来 .从 方法 上 说 , 则 和 交换 环 论 及 同调 代数 有 着 密切 的 联系 . 

扎 里 斯 基 早 年 在 基辅 大 学 学 习 时 ,对 代数 和 数论 很 感 兴趣 ,在 意大利 深造 
期 间 ,他 深 受 意大利 代数 几何 学 派 的 三 位 数学 家 卡 斯 泰 尔 诺 沃 (G.Castelnuovo， 
1865 一 1952) 、 恩 里 克 斯 (下 . Enriques,1871 一 1946) 、 塞 维 里 (Severi,1879 一 1961) 在 


@ 《理科 数学 》( 日 本 科学 史 会 编 ) 第 一 法 规 (1969) 第 7 章 ' 高 本 中 类 体 论 ' 


伯 克 团 夫 
( G， Birkhoff, 
1884 一 1944) , 美 
国 数 学 家 , 生 于 
密 软 根 州 , 广 于 
马萨诸塞 州 的 坎 
布 里 奇 , 
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古典 代数 几何 领域 的 深刻 影响 . 意大利 几何 学 者 们 的 研究 方法 本 质 上 很 富有 
“综合 性 " ,他们 几乎 只 是 根据 几何 直观 和 论据 ,因而 他 们 的 证 明 中 往往 缺少 数 
学 上 的 严密 性 . 扎 里 斯 基 的 研究 明显 带 有 代数 的 倾向 ,他 的 博士 论文 就 与 纯 代 
数学 有 密切 联系 ,精确 地 说 是 与 伽 罗 瓦 理论 有 密切 联系 .他 的 博士 论文 主要 是 
把 所 有 形 如 f(x) + t* g(x) =0 的 方程 分 类 ,这 里 /和 g 是 多 项 式 ,x 可 以 解 为 
线性 参数 : 的 根 式 表达 式 . 扎 里 斯 基 说 明 这 种 方程 可 分 为 5 类 ,它们 是 三 角 或 
椭圆 方程 .取得 博士 学 位 后 ;他 在 罗马 的 研究 工作 仍然 主要 是 与 徊 罗 瓦 理论 有 
密切 联系 的 代数 几何 问题 .到 美国 后 ,他 受 莱 夫 谢 茨 (S. Lefschetz) 的 影响 ,致力 
于 研究 代数 几何 的 拓扑 问题 .1927 ~ 1937 年 间 , 扎 里 斯 基 给 出 了 关于 曲线 C 的 
经 典 的 黎 曼 - 罗 赫 定理 的 拓扑 证 明 , 在 这 个 证 明 中 他 引进 了 曲线 C 的 n 重 对 
称 积 C(n) 来 研究 C 上 度数 为 n 的 除 子 的 线性 系统 . 

1937 年 , 扎 里 斯 基 的 研究 发 生 了 重要 的 变化 ,其 特点 是 变 得 更 代数 化 了 . 
他 所 使 用 的 研究 方法 和 他 所 研究 的 问题 都 更 具有 代数 的 味道 (这 些 问题 当然 仍 
带 有 代数 几何 的 根源 和 背景 ) . 扎 里 斯 基 对 意大利 几何 学 者 的 证 明 感到 不 满意 ， 
他 确信 几何 学 的 全 部 结构 可 以 用 纯 代 数 的 方法 重新 建立 .在 1935 年 左右 ,现代 
化 数学 已 经 开始 兴盛 起 来 ,最 典型 的 例子 是 诺 特 与 范 " 德 "瓦尔 使 有 关 论 著 的 发 
表 . 实 际 上 代数 几何 的 问题 也 就 是 交换 环 的 理想 的 问题 . 范 " 德 瓦尔 登 从 这 个 
观点 出 发 把 代数 几何 抽象 化 ,但 是 只 取得 了 一 部 分 成 就 ,而 所 里 斯 基 却 获得 了 
巨大 成 功 .在 20 世纪 30 年代, 扎 里 斯 基 把 克 重 尔 (W.kmll) 的 广义 赋值 论 应 用 
到 代数 几何 ,特别 是 双 有 理 变换 上 ,他 从 这 方面 来 莫 定 代数 几何 的 基础 ,并 且 做 
出 了 实质 性 的 贡献 . 扎 里 斯 基 和 其 他 的 数学 家 在 这 方面 的 工作 ,大 大 扩展 了 代 
数 几 何 的 领域 . 

扎 里 斯 基 对 极 小 模型 理论 也 做 出 了 贡献 .他 在 古典 代数 几何 的 曲面 理论 方 
面 的 重要 成 果 之 一 ,是 曲面 的 极 小 模型 的 存在 定理 (1958) . 它 给 出 了 曲面 的 情 
况 下 代数 - 几何 间 的 等 价 性 .这 就 是 说 ,代数 函数 域 一 经 给 定 , 就 存在 非 奇 异 
曲面 ( 极 小 模型 ) 作 为 其 对 应 的 “好 的 模型 ”, 而 且 射 影 直 线 如 果 不 带 有 参数 就 是 
唯一 正确 的 .因此 要 进行 曲面 分 类 ,可 考虑 极 小 模型 ,这 成 了 曲面 分 类 理论 的 基 
础 . 

扎 里 斯 基 的 工作 为 代数 几何 学 打下 了 坚实 的 基础 .他 不 但 对 于 现代 代数 几 
何 的 贡献 极 大 ,而 且 在 美国 哈佛 大 学 培养 起 了 一 代 新 人 ,哈佛 大 学 以 他 为 中 心 
形成 了 一 个 代数 几何 学 的 研究 集体 .1970 年 度 的 菲 尔 兹 奖 获得 者 广 中 平谷 (Hi- 
ronaka Heisuke,1931 一 ) 和 1974 年 度 的 菲 尔 兹 奖 获 得 者 站 福 德 都 出 自 他 的 这 个 
研究 集体 .从 某 种 意义 上 讲 , 广 中 平 佑 的 工作 可 以 说 是 直接 继承 和 发 展 了 扎 里 
斯 基 的 成 果 . 

扎 里 斯 基 的 主要 论文 有 90 多 篇 ,收集 在 《 扎 里 斯 基文 集 》 中 , 共 四 卷 . 扎 里 
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斯 基 的 代表 作 有 《交换 代数 》( 共 两 卷 , 与 P. 塞 雏 尔 合 著 ,1958 ~ 1960) 《代数 曲 
面 )(1971) 《拓扑 学 ) 等 . 

扎 里 斯 基 的 关 王 代数 徐 的 四 篇 论文 于 1944 年 荣获 由 美国 数学 会 颁发 的 科 
尔 代数 奖 . 由 于 他 在 代数 几何 方面 的 成 就 ,特别 是 在 这 个 领域 的 代数 基础 方面 
的 更 基 性 贡献 ,使 他 荣获 美国 数学 会 1981 年 颁发 的 斯 蒂 尔 奖 . 他 对 日 本 代数 几 
何 的 贡献 是 培养 了 几 位 大 师 ,第 一 位 贡献 突出 者 是 日 本 的 小 平 邦彦 . 

小 平 邦彦 (Kunihiko Kodaira, 1915 一 1997) 是 日 本 第 一 个 获 菲 尔 兹 奖 的 日 本 
数学 家 ,也 是 日 本 代数 几何 的 推动 者 . 

小 平 邦彦 ,1915 年 3 月 16 日 出 生 于 东京 .他 小 时 候 对 数 就 显示 出 特别 的 兴 
趣 ,总 爱 反复 数 豆 子 玩 . 中 学 二 年 级 以 后 ,他 对 平面 几何 非常 感 兴趣 ,特别 对 那 
些 需要 添加 辅助 线 来 解答 的 问题 十 分 着 迷 , 以 致 老师 说 他 是 “辅助 线 的 爱好 
者 ”从 中 学 三 年 级 起 ,他 就 和 一 位 同班 同学 一 起 , 花 了 半年 时 间 ,把 中 学 的 数学 
课 全 部 自修 完毕 ,并 把 习题 从 头 到 尾 演算 了 一 遍 . 学 完 中 学 数学 ,他 心里 还 是 痒 
痒 的 ,进行 更 深层 次 的 学 习 . 看 见 图 书馆 的 《高 等 微 积分 学 ) 厚 厚 一 大 本 ,想必 很 
难 , 没 敢 问津 ,于 是 从 书店 买 了 两 本 (代数 学 》, 因 为 代数 在 中 学 还 是 听 说 过 的 ， 
虽然 这 两 本 1 300 页 的 大 书 里 还 包含 现在 大 学 才 讲 的 作 罗 瓦 理论 ,可 是 他 哨 起 
来 却 津津 有 味 . 

虽然 他 把 主要 精力 放 在 数学 上 , 却 不 知道 世界 上 还 有 专门 搞 数 学 这 一 行 的 
人 ,他 只 想 将 来 当 个 工程 师 .于 是 他 考 相当 于 专科 的 高 等 学 校 时 ,就 选 了 理科 ， 
为 升 大 学 做 准备 .理科 的 学 校 重视 数学 和 外 文 ,更 促使 他 努力 学 习 数 学 .他 连 当 
时 刚 出 版 的 抽象 代数 学 第 一 本 著作 范 * 德 -瓦尔 登 的 (近世 代数 学 》 都 买 来 看 .从 
小 接受 当时 最 新 的 思想 对 他 以 后 的 成 长 很 有 好 处 ,在 老师 的 指引 下 ,他 走 上 了 
数学 的 道路 . 

他 于 1932 年 考 人 第 一 高 等 学 校 理科 学 习 .1935 年 考 人 东京 大 学 理学 院 数 
学 系 学 习 .1938 年 在 数学 系 毕业 后 ,又 到 该 校 物理 系 学 习 三 年 , 1941 年 毕业 . 
1941 年 任 东京 文理 科大 学 副教授 .1949 年 获 理 学 博士 学 位 ,同年 赴 美国 在 普 林 
斯 顿 高 等 研究 所 工作 .1955 年 任 普林斯顿 大 学 教授 .此 后 ,历任 约翰 大 学 、 霍 普 
金 斯 大 学 哈佛 大 学 .斯坦福 大 学 的 教授 .1967 年 回 到 日 本 任 东京 大 学 教授 . 
1954 年 荣获 菲 尔 兹 奖 .1965 年 当选 为 日 本 学 士 会 员 . 1975 年 任 学 习 院 大 学 教 
授 .他 还 被 选 为 美国 国家 科学 院 和 哥 廷 根 科 学 院 国外 院士 . 

小 平 邦彦 在 大 学 二 年 级 时 ,就 写 了 一 篇 关于 抽象 代数 学 方面 的 论文 ,大 学 
三 年 级 时 他 醉心 于 拓扑 学 ,不 久 写 出 了 拓扑 学 方面 的 论文 .1938 年 他 从 数学 系 
毕业 后 ,又 到 物理 系 学 习 , 物 理 系 的 数学 色彩 很 浓 , 他 主要 是 搞 数学 物理 学 ,这 
对 他 真是 如 鱼 得 水 .他 读 了 汉 诺 依 曼 (von Neumann) 的 《量子 力学 的 数学 基 
础 ), 范 - 德 * 瓦 尔 登 的 《 群 论 和 量子 力学 ) 以 及 外 尔 的 《空间 、 时 间 与 物质 ) 等 书 
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后 ,深刻 认识 到 数学 和 物理 学 之 间 的 密切 联系 .当时 日 本 正 出 现 研究 泛 函 分 析 
的 热潮 ,他 积极 参加 到 这 一 门 学 科 的 研究 中 去 ,于 1937 ~ 1940 年 大 学 学 习 期 间 
共 撰写 了 8 篇 数学 论文 . 

正当 小 平 邦彦 跨 踏 满 志 ,准备 在 数学 上 大 展 宏图 的 时 候 , 战 争 爆发 了 .日 本 
偷袭 珍珠 港 , 揭 开 了 太平 洋 战争 的 序幕 .日 本 与 美国 成 了 敌对 国 ,大 批 日 本 在 美 
人 员 被 遗 返 . 这 当中 有 著名 数学 家 角 谷 静 夫 . 角 谷 在 普林斯顿 高 等 研究 院 工作 
时 曾 提出 一 些 问题 ,这 时 小 平 邦彦 马上 想到 可 以 用 自己 以 前 的 结果 来 加 以 解 
决 ,他 们 一 道 进行 研究 ,最 终 解决 了 一 些 问题 

随 着 日 本 在 军事 上 的 逐步 失利 ,美军 对 日 本 的 义 炸 越 来 越 猛烈 ,东京 开始 
疏散 .小 平 邦彦 在 1944 年 撤 到 乡间 ,可 是 乡下 的 粮食 供应 比 东京 还 困难 ,他 经 
历 的 那儿 年 缺 吃 挨 饿 的 瘘 惨 生 活 , 使 他 长 期 难以 忘怀 .但 是 ,在 这 种 艰苦 环境 
下 ,他 的 研究 工作 不 但 没有 松懈 ,反而 有 了 新 的 起 色 . 这 时 ,他 开始 研究 外 尔 战 
前 的 工作 ,并 且 有 所 创新 .在 战争 环境 中 ,他 在 一 没有 交流 ,二 没有 国外 杂志 的 
情况 下 ,独立 地 完成 了 有 关 调和 积分 的 三 篇 文章 ,这 是 他 去 美国 之 前 最 重要 的 
工作 ,也 是 使 他 获得 东京 大 学 博士 的 论文 的 基础 .但 是 直到 1949 年 去 美国 之 
前 ,他 在 国际 数学 界 还 是 默默 无 闻 的 . 

战 后 的 日 本 处 在 美国 军队 的 占领 之 下 ,学术 方面 的 交流 仍然 很 少 . 角 谷 静 
夫 在 美国 占领 军 当中 有 个 老 相识 ,于 是 托 他 把 小 平 邦彦 的 关于 调和 积分 的 论文 
带 到 美国 .1948 年 3 月 ,这 简 文 章 到 了 《数学 纪事 》 的 编辑 部 ,并 被 编辑 们 送 到 外 
尔 的 桌子 上 

在 这 篇 文章 中 小 平 对 多 变量 正则 函数 的 调和 性 质 的 关系 给 出 极 好 的 结果 
著名 数学 家 外 尔 看 到 后 大 加 赞赏 , 称 之 为 “伟大 的 工作 ”. 于 是 ,外 尔 正式 邀请 小 
平 邦彦 到 普林斯顿 高 等 研究 院 来 . 

从 1933 年 普林斯顿 高 等 研究 院 成 立 之 日 起 ,聘请 过 许多 著名 数学 家 ,物理 
学 家 .第 二 次 世界 大 战 之 后 ,几乎 每 位 重要 的 数学 家 都 在 普林斯顿 呆 过 一 段 . 对 
于 小 平 邦彦 来 讲 , 这 不 能 不 说 是 一 种 特殊 的 荣誉 与 极 好 的 机 会 ,他 正 是 在 这 个 
优越 的 环境 中 迅速 取得 非凡 成 就 的 

在 外 尔 等 人 鼓励 下 ,他 以 只 争 朝夕 的 精神 ,刻苦 努力 地 研究 ,5 年 之 间 发 表 
了 20 多 篇 高 水 平 的 论文 ,获得 了 许多 重要 结果 .其 中 引 人 瞩 目的 结果 之 一 是 他 
将 古典 的 单 变量 代数 函数 论 的 中 心 结 果 ,代数 几 何 的 一 条 中 心 定理 : 黎 曼 - 罗 
替 定理 ,由 曲线 推广 到 曲面 . 黎 曼 - 罗 赫 定理 是 黎 曼 曲 面 理论 的 基本 定理 ,概括 
地 说 , 它 是 研究 在 闭 黎 受 曲面 上 有 多 少 线性 无 关 的 亚 纯 函数 (在 给 定 的 零点 和 
极点 上 ,其 重 数 满足 一 定 条 件 ) .所 谓 闭 黎 曼 曲面 ,就 是 紧 的 一 维 复 流 形 .在 拓扑 
上 , 它 相 当 于 球面 上 连接 了 若干 个 柄 . 柄 的 个 数 g 是 曲面 的 拓扑 不 变量 , 称 为 
亏 格 . 黎 曼 - 罗 赫 定 理 可 以 表述 为 ,对 任意 给 定 的 除 子 六 ,在 闭 黎 曼 曲面 M 上 
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存在 多 少 个 线性 无 关 的 亚 纯 函 数 九 使 了 的 除 子 (有 满足 (四 = 了 .如 果 把 这 样 的 
线性 无 关 的 亚 纯 函数 的 个 数 记 作 1( DD), 同 时 记 i( 了) 为 W 上 线性 无 关 的 亚 纯 
微分 w 的 个 数 ,它们 满足 (w) - D<0. 那 么 , 黎 曼 - 罗 赫 定理 就 可 表述 为 : 
1(D) -i(D)=d(D)-g+1.d(D) = >)m 称 为 除 子 的 阶 数 .由 于 这 个 定理 将 
复 结 构 与 拓扑 结构 沟通 起 来 的 深刻 性 ,如 何 推广 这 一 定理 到 高 维 的 紧 复 流 形 自 
然 成 为 数学 家 们 长 期 追求 的 目标 .小 平 邦彦 经 过 潜心 研究 ,用 调和 积分 理论 将 
黎 曼 - 罗 赫 定理 由 曲线 推广 到 曲面 .不 久 德国 数学 家 希 第 布 鲁 赫 (F. E. P. 
Hirzebmuch) 又 用 层 的 语言 和 拓扑 成 果 把 它 成 功 地 推广 到 高 维 复 流 形 上 . 

小 平 邦彦 对 复 流 形 进行 了 卓有成效 的 研究 . 复 流 形 是 这 样 的 拓扑 空间 ,其 
每 点 的 局 部 可 看 做 和 C" 中 的 开 集 相同 .几何 上 最 常见 而 简单 的 复 流 形 是 被 称 
为 紧 凯 勒 流 形 的 一 类 . 紧 凯 勒 流 形 的 几何 和 拓扑 性 质 一 直 是 数学 家 们 关注 的 一 
个 重要 问题 ,特别 是 利用 它 的 几何 性 质 (由 曲率 表征 ) 来 获取 其 拓扑 信息 (由 同 
调 群 表征 ) .小平 邦彦 经 过 深入 的 研究 得 到 了 这 方面 的 基本 结果 , 即 所 谓 小 平 消 
灭 定理 . 例 如 ,其 中 一 个 典型 结果 是 ,对 紧 遍 勒 流 形 W ,如 果 其 凯 勒 度量 下 的 里 
奇 曲率 为 正 , 则 对 任何 正 整数 g, 都 有 H® "(M,C) =0, 这 里 HO"(M,C) 是 
导 上 取 值 于 (0,g) 形 式 芽 层 的 上 同调 群 .小 平 邦彦 还 得 到 所 谓 小 平 洋人 人 定理: 
紧 复 流 形 如 果 具 有 一 正 的 线 从 ,那么 它 就 可 以 岩 入 复 射影 空间 而 成 为 代数 流 
形 , 即 由 有 限 个 多 项 式 零点 所 组 成 .小 平 嵌 人 定理 是 关于 紧 复 流 形 的 一 个 重要 
结果 . 

由 于 小 平 邦彦 的 上 述 出 色 成 就 ,1954 年 他 荣获 了 菲 尔 兹 奖 .在 颁奖 大 会 
上 ,著名 数学 家 外 尔 对 小 平 邦彦 和 另 一 位 获奖 者 ]. P. 塞 尔 给 予 了 高 度 评价 ,他 
说 :“ 所 达到 的 高 度 是 自己 未 曾 梦 想到 的 .”“ 自 己 从 未 见 过 这 样 的 明星 在 数学 天 
空中 灿烂 地 升 起 .”“ 数 学 界 为 你 们 所 作 的 工作 感到 骄傲 , 它 表明 数学 这 棵 长 满 
节 瘤 的 老 树 仍然 充满 着 勃勃 生机 .你 们 是 怎样 开始 的 ,就 怎样 继续 吧 !” 

小 平 邦彦 获得 菲 尔 兹 奖 之 后 ,各 种 荣誉 接 蹈 而 来 . 1957 年 他 获得 日 本 学 士 
院 的 奖赏 ,同年 获得 文化 勋章 ,这 是 日 本 表彰 科学 技术 文化 艺术 等 方面 的 最 高 
荣誉 .小 平 邦彦 是 继 高 木 贞 治 之 后 第 二 位 获 文 化 助 章 的 数学 家 . 

有 的 数学 家 在 获得 荣誉 之 后 ,往往 开始 走 下 坡 路 ,再 也 作 不 出 出 色 的 工作 
了 .对 于 小 平 邦彦 这 样 年 过 40 的 人 ,似乎 也 难 再 有 数学 创造 的 黄金 时 代 了 .可 
是 ,小 平 邦彦 并 非 如 此 ,40 岁 后 十 几 年 间 ,他 又 写 出 30 多 篇 论文 ,篇 幅 占 他 三 
卷 集 的 一 半 以 上 ,而 且 开拓 了 两 个 重要 的 新 领域 .1956 年 起 ,小 平 邦彦 同 斯 宾 
塞 研究 复 结构 的 变形 理论 ,建立 起 一 套 系统 理论 ,在 代数 几何 学 、 复 解析 几何 学 
力 至 理论 物理 学 方面 都 有 重要 应 用 .60 年 代 他 转向 另 一 个 大 领域 : 紧 致 复 解析 
曲面 的 结构 和 分 类 .自从 黎 曼 对 代数 曲线 进行 分 类 以 后 ,意大利 数学 家 对 于 代 
数 曲面 进行 过 研究 ,但 是 证 明 不 完全 严格 .小平 邦彦 利用 新 的 拓扑 .代数 工具 ， 
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对 曲面 进行 分 类 ,他 先 用 某 个 不 变量 把 曲面 分 为 有 理 曲面 .椭圆 曲面 \K3 曲面 
等 等 ,然后 再 加 以 细致 分 类 .这 个 不 变量 后 来 被 日 本 新 一 代 的 代数 几何 学 家 称 
为 小 平 维 数 .对 于 每 种 曲面 ,他 都 建立 一 个 所 谓 极 小 模型 ,而 同类 曲面 都 能 由 极 
小 曲面 经 过 重复 应 用 二 次 变换 而 得 到 .于 是 ,他 把 分 类 归结 为 极 小 曲面 的 分 类 . 

他 彻底 弄 清 了 椭圆 曲面 的 分 类 和 性 质 .1960 年 ,他 得 出 每 个 一 维 贝蒂 数 为 
偶数 的 曲面 都 是 一 个 代数 曲面 的 变形 .1968 年 ,他 得 到 当 且 仅 当 5 不 是 直 纹 曲 
面 时 ,S 具有 极 小 模型 .可 以 说 ,在 代数 曲面 的 现代 化 过 程 中 ,小 平 邦彦 是 最 有 
贡献 的 数学 家 之 一 .对 于 解析 纤维 从 的 分 类 只 能 对 于 某 些 限定 的 空间 ,也 是 由 
小 平 邦彦 等 人 得 出 的 .小 平 邦彦 这 些 成 就 ,有 力 地 推动 了 20 世纪 60 年 代 以 来 
代数 几何 学 和 复 流 形 等 分 支 的 发 展 .从 1966 年 起 ,几乎 每 一 届 菲 尔 兹 奖 获得 者 
都 有 因 代数 几何 学 的 工作 而 获奖 的 

在 微分 算 子 理论 中 ,由 小 平 邦彦 和 梯 奇 马 什 (Titchmarsh) 给 出 了 密度 矩阵 
的 具体 公式 而 完成 了 外 尔 - 斯 通 -小 平 - 梯 奇 马 什 理论 

小 平 邦彦 对 数学 有 不 少 精辟 的 见解 .他 认为 ;数学 乃 是 按照 严密 的 逻辑 而 
构成 的 清晰 明确 的 学 问 ." 他 说 :“ 数 学 被 广泛 应 用 于 物理 学 、 天 文学 等 自然 科 
学 ,简直 起 了 难以 想象 的 作用 ,而 且 有 许多 情况 说 明 ,自然 科学 理论 中 需要 的 数 
学 远 在 发 现 该 理论 以 前 就 由 数学 家 预先 准备 好 了 ,这 是 难以 想象 的 现象 .看 
到 数学 在 自然 科学 中 起 着 如 此 难以 想象 的 作用 ,自然 想到 在 自然 界 的 背后 确 确 
实 实 存在 着 数学 现象 的 世界 .物理 学 是 研究 自然 现象 的 学 问 .同样 ,数学 则 是 研 
究 数学 现象 的 学 问 . “数学 就 是 研究 自然 现象 中 数学 现象 的 科学 .因此 ,理解 数 
学 就 要 “观察 ' 数 学 现象 .这 里 说 的 “观察 ' ,不 是 用 眼睛 去 看 ,而 是 根据 某 种 感觉 
去 体会 .这 种 感觉 虽然 有 些 难以 言传 ,但 显然 是 不 同 于 逻辑 推理 能 力 之 类 的 纯 
粹 感觉 ,我 认为 更 接近 于 视觉 ,也 可 称 之 为 直觉 .为 了 强调 纯粹 是 感觉 ,不 妨 称 
此 感觉 为 ' 数 觉 '…… 要 理解 数学 ,不 靠 数 觉 便 一 事 无 成 .没有 数 觉 的 人 不 懂 数 
学 就 像 五 音 不 全 的 人 不 懂 音 乐 一 样 .数学 家 自己 并 不 觉得 例如 在 证 明定 理 时 主 
要 是 具备 了 数 觉 ,所 以 就 认为 是 逻辑 上 作 了 严密 的 证 明 , 实 际 并 非 如 此 ,如 果 把 
证 明 全 部 形式 逻辑 记号 写 下 看 看 就 明白 了 …… 谈 及 数学 的 感受 ,而 作为 数学 感 
受 基础 的 感觉 ,可 以 说 就 是 数 觉 .数学 家 因为 有 敏锐 的 数 觉 ,自己 反倒 不 觉得 
了 .对 于 数学 定理 ,他 说 :数学 现象 与 物理 现象 同样 是 无 可 争辩 实际 存在 的 ， 
这 明确 表现 在 当 数 学 家 证 明 新 定理 时 ,不 是 说 “发 明了 "定理 ,而 是 说 发 现 了 ， 
定理 .我 也 证 明 过 一 些 新 定理 ,但 绝 不 是 觉得 是 自己 想 出 来 的 .只 不 过 感到 偶尔 
被 我 发 现 了 早 就 存在 的 定理 .“ 数 学 的 证 明 不 只 是 论证 ,还 有 思考 实验 的 意思 
所 谓 理解 证 明 , 也 不 是 确认 论证 中 没有 错误 ,而 是 自己 尝试 重新 修改 思考 实验 
理解 也 可 以 说 是 自身 的 体验 ." 对 于 公理 系统 他 认为 :“ 现 代数 学 的 理论 体系 ,一 
般 是 从 公理 系 出 发 ,依次 证 明定 理 . 公 理 系 仅仅 是 假定 ,只 要 不 包含 矛盾 ,怎么 
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都 行 .数学 家 当然 具有 选取 任何 公理 系 的 自由 .但 在 实际 上 ,公理 系 如 果 不 能 以 
丰富 的 理论 体系 为 出 发 点 , 便 毫 无 用 处 .公理 系 不 仅 是 无 矛盾 的 ,而 且 必须 是 丰 
富 的 .考虑 到 这 点 ,公理 系 的 选择 自由 是 非常 有 限 的 …… 发 现 丰富 的 公理 系 是 
极其 困难 的 .” 

关于 数学 的 本 质 ,他 说 :“ 数 学 虽说 是 人 类 精神 的 自由 创造 物 ,但 绝 不 是 人 
们 随意 杜 所 出 来 的 ,数学 乃 是 研究 和 描述 实际 存在 的 数学 现象 …… 数 学 是 自然 
科学 的 背景 .“ 为 了 研究 数学 现象 ,从 开始 起 唯一 明显 的 困难 就 是 ,首先 必须 对 
数学 的 主要 领域 有 个 全 面 的 .大 概 的 了 解 …… 为 此 就 得 花 次 大 量 的 时 间 . 没 有 
能 够 写 出 数学 的 现代 史 我 想 也 是 由 于 同样 的 理由 .” 

日 本 代数 几何 的 第 二 位 代表 人 物 是 广 中 平 佑 . 

广 中 平 佑 是 继 小 平 邦彦 之 后 日 本 的 第 二 位 菲 尔 效 奖 获得 者 .他 的 工作 主要 
是 1963 年 发 表 的 218 页 的 长 篇 论文 “Resolution of singu - larities of an algebraic 
variety over a field of characteristic zero” ,在 这 篇 论文 中 他 圆满 地 解决 了 复 代数 能 
的 奇 点 解 消 问题 . 

1931 年 广 中 平 佑 出 生 于 日 本 山口 县 .当时 正 是 日 本 对 我 国 开始 进行 大 规 
模 侵 略 之 际 .他 在 小 学 受 了 6 年 军国 主义 教育 ,上 中 学 时 就 赶 上 日 本 逐步 走向 
失败 的 时 候 . 当 时 ,国民 生活 十 分 艰苦 ,又 要 经 常 躲 空袭 ,因此 他 得 不 到 正规 学 
习 的 机 会 .中 学 二 年 级 就 进 了 工厂 ,幸好 他 还 没 到 服役 的 年 龄 ,否则 就 要 被 派 到 
前 线 充当 炮灰 .战争 结束 以 后 ,他 才 上 高 中 .他 在 1950 年 考 人 京都 大 学 时 ,日 本 
开始 恢复 同 欧 , 美 数 学 家 的 接触 ,大 量 新 知识 涌 进 日 本 .许多 学 者 传 抄 1946 年 
出 版 的 韦 尔 名 著 《 代 数 几 何 学 基础 》, 组 织 讨论 班 进行 学 习 , 为 日 本 后 来 代数 几 
何 学 的 兴旺 发 达 打 下 了 基础 .1953 年 ,布尔 巴 基 学 派 著 名 人 物 荚 华 荔 到 达 日 
本 ,对 日 本 数学 界 有 直接 影响 . 薛 华 荔 介绍 了 1950 年 出 版 的 施 瓦 效 的 著作 《 广 
义 函 数论 》. 还 没有 毕业 的 广 中 立即 学 习 了 他 的 讲义 ,并 写 论文 加 以 介绍 .当时 
京都 大 学 的 老师 学 生 都 以 非凡 的 热情 来 学 习 ,这 对 广 中 有 极 大 的 鼓舞 .他 对 数 
学 如 饥 似 渴 的 追求 ,使 他 早 在 1954 年 就 开始 自学 代数 几何 学 这 门 艰深 的 学 科 
了 .1954 年 ,他 从 京都 大 学 毕业 之 后 进入 研究 院 ,当时 秋月 康夫 教授 正 组 织 年 
轻 人 攻克 代数 几何 学 .在 这 个 集体 中 ,后 来 培养 出 了 井 草 准 一 、 松 孤 辉 久 \ 永 田 
雅 宜 ,中野 茂 男 ,中井 喜 和 等 有 国际 声望 的 代数 几何 学 专家 ,他 们 都 是 从 那 时 开 
始 他 们 的 创造 性 活动 的 .在 这 种 环境 之 中 , 早 就 以 理解 力 和 独创 性 出 类 拔 苯 的 
广 中 平 佑 更 是 如 鱼 得 水 ,很 迅速 地 成 长 起 来 . 1955 年 ,在 东京 召开 了 第 一 次 
际会 议 ,代数 几何 学 权威 韦 尔 以 及 塞 尔 等 人 都 顺便 访问 了 京都 .1956 年 ,前 面 
提 到 的 代数 几何 学 权威 查 瑞 斯 基 到 日 本 ,做 了 14 次 报告 .这 些 大 数学 家 的 光临 
对 于 年 轻 的 广 中 平 佑 来 说 真是 难得 的 学 习 机 会 .他 开始 接触 当时 代数 几何 学 最 
尖端 的 课题 (比如 双 有 理 变换 的 理论 ) ,这 对 他 的 一 生 有 决定 性 的 影响 ,因为 广 
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中 的 工作 可 以 说 是 直接 继承 和 发 展 查 瑞 斯 基 的 成 果 的 

广 中 平 佑 在 家 里 是 老大 ,下 面 弟妹 不 少 ,他 在 念 研究 生 时 ,还 不 得 不 花费 许 
多 时 间 当 家 庭 教师 , 干 些 零 活 挣 钱 养家 糊口 .尽管 如 此 ,他 学 习 得 仍旧 很 出 色 . 

1957 年 夏天 在 赤 仓 召开 的 日 本 代数 几何 学 会 议 上 ,他 表现 十 分 活路 ,他 的 
演讲 也 得 到 大 会 一 致 好 评 .由 于 他 的 成 绩 突出 ,不久 ,他 得 以 到 美国 哈佛 大 学 学 
习 ,从 此 他 同 哈佛 大 学 结 下 了 不 解 之 缘 . 当时 代数 几何 学 正 进入 一 个 突飞猛进 
的 时 期 .第 二 次 世界 大 战 之 后 , 查 瑞 斯 基 和 韦 尔 已 经 给 代数 几何 学 打下 了 坚实 
的 基础 .10 年 之 后 , 塞 尔 又 进一步 发 展 了 代数 几何 学 .1964 年 , 格 罗 登 迪 克 大 大 
地 推广 了 代数 条 的 概念 ,建立 了 一 个 庞大 的 体系 ,在 代数 几何 学 中 引入 了 一 场 
新 革命 .哈佛 大 学 以 查 瑞 斯 基 为 中 心 形成 了 一 个 代数 几何 学 的 研究 集体 ,几乎 
每 年 都 请 格 罗 登 迪克 来 讲演 ,而 听课 的 人 当中 就 有 后 来 代数 几何 学 的 新 一 代 的 
代表 人 物 一 一 广 中 平 个. 曼 福 德 小 阿 廷 等 人 .在 这 样 一 个 富有 激励 性 的 优越 环 
境 中 ,新 的 一 代 萝 壮 成 长 .1959 年 , 广 中 平 佑 取得 博士 学 位 ,同年 与 一 位 日 本 留 
学 生 结婚 . 

这 时 , 广 中 平 佑 处 在 世界 代数 几何 学 的 中 心 , 并 没有 被 五 光 十 色 的 新 概念 
所 压倒 ,他 掌握 新 东西 ,但 是 不 忘 解决 根本 的 问题 .他 要 解决 的 是 奇 点 解 消 问 
题 ,这 已 经 是 非常 古老 的 问题 了 . 

所 谓 代 数 簇 是 一 个 或 一 组 代数 方程 的 零点 .一 维 代数 篮 就 是 代数 曲线 ,二 
维 代数 艇 就 是 代数 曲面 . 拿 代 数 曲线 来 讲 , 它 上 面 的 点 一 般 来 说 大 多 数 是 常 点 ， 
个 别 的 是 奇 点 .比如 有 的 曲线 (如 双 纽 线 ) 自 己 与 自己 相交 ,那么 在 这 一 交点 处 ， 
曲线 就 有 两 条 不 相同 的 切线 ,这 样 的 点 就 是 普通 的 奇 点 ;有 时 ,这 两 条 (甚至 多 
条 ) 切 线 重合 在 一 起 (比如 尖 点 ) ,表面 上 看 起 来 好 像 同 常 点 一 样 也 只 有 一 条 切 
线 ,而 实际 上 是 两 条 切线 (或 多 条 切线 ) 重 合 而 成 (好 像 代数 方程 的 重 根 ) ,这样 
的 点 称 为 二 重点 (或 多 重点 ) .对 于 代数 曲面 来 说 , 奇 点 就 更 为 复杂 了 . 奇 点 解 消 
问题 ,顾名思义 就 是 把 奇 点 分 解 或 消去 ,也 就 是 说 通过 坐标 变换 的 方法 把 奇 点 
消去 或 者 变 成 只 有 最 简单 的 奇 点 .这 个 问题 的 研究 已 有 上 百年 的 历史 了 .而 坐 
标 变换 当然 是 我 们 比较 熟悉 的 尽 可 能 简单 的 变换 ,如 多 项 式 变换 或 有 理 式 变 
换 . 而 行 之 有 效 最 简单 的 变换 是 二 次 变换 和 双 有 理 变换 .这 一 变换 最 早 是 由 一 
位 法 国 数学 家 提出 的 ,他 名 叫 成 基 埃 尔 (Jonguiéres，Emest Jean Philippe Fauque 
de, 1820 一 1901) ,他 生 于 法 国 卡 庞 特 拉 ( Campentras) , 卒 于 格拉 斯 (Grasse) 附 近 . 
1835 年 进入 布雷 斯 特 (Brest) 海 军 学 院 学 习 , 毕业 后 ,在 海军 中 服役 达 36 年 之 
入, 军衔 至 海军 中 将 .成 基 埃 尔 在 几何 .代数 ,数论 等 几 方 面 均 有 贡献 ,而 以 几何 
学 的 成 就 最 大 .他 运用 射影 几何 的 方法 研究 初等 几何 ,探讨 了 当时 流行 的 平面 
曲线 \ 曲 线束、 代数 曲线 .代数 曲面 问题 ,推广 了 曲线 的 射影 生成 理论 ,发现 了 所 


调 双 有 理 变换 -这 种 变换 在 非 齐 次 坐标 下 有 形式 x = ,y= 名 入, 其 中 ,a， 
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B,Y 是 x 的 函数 , 且 o6 - By 承 0.1862 年 ,成 基 埃 尔 关 于 4 阶 平面 曲线 的 工作 获 
得 巴黎 科学 院 奖金 的 三 分 之 二 .1884 年 ,他 被 选 为 法 兰 西 研究 院 成 员 .很 早 就 
已 经 证 明 , 代 数 曲线 的 奇 点 可 以 通过 双 有 理 变换 对 以 解 消 .从 19 世纪 末 起 , 许 
多 数学 家 就 研究 代数 曲面 的 奇 点 解 消 问题 ,但 是 论述 都 不 能 算 很 严格 .问题 是 
通过 变换 以 后 , 某 个 奇 点 消去 了 ,是 否 还 会 有 新 奇 点 又 生出 来 呢 ? 一 直到 20 世 
纪 30 年 代 ,沃克 和 查 瑞 斯 基 才 完全 解决 这 个 问题 .不 久之 后 , 查 瑞 斯 基于 1944 
年 用 严格 的 代数 方法 解决 了 三 维 代数 簇 问 题 . 高 维 的 情况 就 更 加 复杂 了 . 广 中 
平 佑 运用 许多 新 工具 ,细致 地 分 析 了 各 种 情况 ,最 后 用 多 步 归 纳 法 才 最 终 完全 
解决 这 个 问题 .这 简直 是 一 项 巨大 的 工程 . 它 不 仅 意味 着 一 个 问题 圆满 解决 ,而 
且 有 着 多 方面 的 应 用 .他 在 解决 这 个 问题 之 后 ,进一步 把 结果 向 一 般 的 复 流 形 
推广 ,对 于 一 般 奇 点 理论 也 做 出 了 很 重要 的 贡献 . 

广 中 平 佑 是 一 位 精力 非常 充沛 的 人 ,他 的 讲话 充满 了 活力 ,控制 着 整个 讲 
堂 .他 和 学 生 的 关系 也 很 好 ,每 年 总 有 几 个 博士 出 自 他 的 门下 .在 哈佛 大 学 , 查 
瑞 斯 基 退 休 之 后 ,他 和 曼 福 德 仍然 保持 着 哈佛 大 学 代数 几何 学 的 光荣 传统 ,并 
推动 其 他 数学 学 科 向 前 迅速 发 展 . 

广 中 平 佑 1975 年 由 日 本 政府 颁 授 文化 勋 章 (360 万 日 币 终 身 年 做 ). 

继 广 中 平 佑 之 后 ,将 日 本 代数 几何 传统 发 扬 光 大 的 是 森 重 文 ( Mori,shigefu- 
mi,1951 一 ). 森 重文 是 日 本 名 古 屋 大 学 理学 部 教授 ,他 先是 在 1988 年 与 东京 大 
学 理学 部 的 川 又 雄二 郎 一 起 以 “代数 乌 的 极 小 模型 理论 "的 出 色 工作 获 当年 日 
本 数学 学 会 秋季 奖 . 他 们 的 工作 属于 3 维 以 上 代数 几何 . 

代数 馈 是 由 多 项 式 方程 所 定义 的 空间 .它们 的 维 数 是 标记 一 个 点 (的 复数 ) 
的 参数 数目 .曲线 (在 复数 集合 上 的 维 数 为 1, 因 而 在 实数 上 的 维 数 为 2) 的 一 个 
分 类 由 亏 格 “g” 给 出 , 即 由 “ 孔 穴 "的 数目 来 决定 ,这 从 19 世纪 以 来 已 为 人 们 所 
知 .对 一 簇 已 知 亏 格 的 曲线 的 详细 研究 ,是 曼 福 德 的 主要 工作 ,这 使 他 于 1974 
年 获 菲 尔 兹 奖 ,同样 的 工作 ,使 德 利 哥 尼 于 1978, 法 尔 廷 斯 于 1986 年 荣 唐 桂冠 . 
他 们 把 所 开创 并 由 格 罗 登 迪克 加 以 发 展 了 的 经 典 语言 作 了 履行 .一 个 曲面 ( 复 
数 上 为 2 维 ,或 者 实数 上 为 4 维 ,因此 很 难 描绘 ) 的 分 类 在 20 世纪 初 为 意大利 
学 派 所 尝试 ,他 们 的 一 些 论证 ,被 认为 不 太 严格 (这 再 次 与 上 文 所 论 情 况 相同 ) ， 
后 被 扎 里 斯 基 及 再 后 的 小 平 邦彦 重 作 并 完成 其 结果 . 森 重文 的 理论 是 非常 广 
泛 的 ,然而 目前 只 限于 3 维 范围 .古典 的 工具 是 微分 形式 的 纤维 和 流 形 上 的 曲 
线 . 森 重 文 发 现 了 另外 一 些 变换 ,它们 正好 只 存在 于 至 少 3 维 的 情形 ,被 称 为 
“filp”, 更 新 了 广 中 平 佑 对 奇 点 的 研究 . 

日 本 数学 会 理事 长 伊 芯 清 三 对 上 述 获奖 工作 作 了 很 通俗 的 评论 ， 


“ 森 重 文 川 又 雄二 部 两 位 最 近 在 3 维 以 上 的 高 维 代数 几何 学 中 ， 
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取得 了 世界 领先 的 卓越 成 果 ,为 高 维 代 教 几何 今后 的 发 展 打下 了 基础 

“这 就 是 决定 代数 徐 上 正 的 1 循环 (one-cycle) 构 成 的 锥 (cone) 的 形 
状 的 锥 体 定理 ;表示 在 一 定 的 条 件 下 在 完备 线性 系 中 没有 基点 的 无 基 
点 定理 (base point free theorem); 完 全 决定 3 维 时 关于 收缩 映射 的 基本 
形状 的 收缩 定理 ; 递 变 换 的 公式 化 与 存在 证 明 一 一 根据 森 \ 川 又 两 位 关 
于 上 述 的 各 项 基本 研究 ,在 1987 年 终于 由 森 氏 证 明了 ,不 是 单 有 理 的 3 
维 代数 徐 的 极 小 模型 存在 . 

“这 样 ,利用 高 维 极 小 模型 具有 的 漂亮 性 质 与 存在 定理 ,一 般 高 维 
代数 徐 的 几何 构造 的 基础 也 正在 逐渐 明了 ,可 以 期 待 对 今后 高 维 几何 
的 世界 性 发 展 将 做 出 显著 的 贡献 . 

“ 森 、 川 又 两 位 的 研究 尽管 互相 独立 ,但 在 结果 方面 两 者 互相 补充 ， 
从 而 取得 了 如 此 显著 的 成 果 ,我 认为 授予 日 本 数学 会 奖 秋季 奖 是 再 合 
适 不 过 的 .” 


为 了 更 多 地 了 解 森 重 文 的 工作 .我们 节选 日 本 数学 家 饭 高 茂 的 通俗 介绍 
于 此 森 重 文 工 作 可 略 见 一 班 .首先 饭 高 茂 指 出 : 极 小 模型 理论 被 选 为 日 本 数学 
会 奖 的 对 象 ,对 于 最 近 仍然 发 展 显著 的 代数 几何 来 说 ,是 很 光荣 的 ,实在 欣喜 至 
极 . 

他 先 从 双 有 理 变 换 谈 起 : 

代数 几何 学 的 起 源 是 关于 平面 代数 曲线 的 讨论 ,因此 经 常 出 现 

x1= P(x,y),y = Q(x,7) 

型 的 变换 .P、0 是 两 变量 的 有 理 式 . 反 过 来 兰 按 两 个 有 理 式 来 解 就 成 了 二 变量 
双 有 理 变 换 的 一 个 例子 ,特别 地 称 为 克 雷 莫 纳 (Cremona) 变 换 . 这 是 平面 曲线 论 
中 最 基本 的 变换 .在 双 有 理 变换 中 , 值 不 确定 的 点 很 多 ,这 时 可 认为 多 个 点 对 应 
于 一 个 点 . 克 雷 莫 纳 变换 若 将 线性 情形 除外 , 则 在 射影 平面 上 一 定 存在 没有 定 
义 的 点 ,而 以 适当 的 有 理 曲线 与 该 点 对 应 .但 是 , 当 取 平面 曲线 C , 按 克 雷 莫 纳 
变换 7 进行 变换 得 到 曲线 B 时 , 若 取 C 与 B 的 完备 非 奇 异 模型 , 则 它们 之 间 诱 
导 的 双 有 理 变换 就 为 处 处 都 有 定义 的 变换 , 即 双 正 则 变换 .于 是 就 成 为 作为 代 
数 能 的 同 构 对 应 . 

这 样 , 由 于 一 维 时 完备 非 奇 异 模型 上 双 有 理 变换 为 同 构 ,一 切 就 简单 了 .但 
是 即使 在 处 理 曲线 时 ,只 说 非 奇 异 的 也 不 行 . 像 有 理 函 数 、 有 理 变换 及 双 有 理 变 
换 等 都 不 是 集合 论 中 说 的 映射 .因此 里 德 (M. Reid) 说 道 :“ 奉 劝 那 些 对 于 考 虞 
值 不 唯一 确定 的 对 象 感到 难以 接受 的 人 立即 放弃 代数 几何 .” 

但 1 到 2 维 ,即使 是 完备 非 奇异 模型 ,也 会 出 现 双 有 理 变换 却 不 是 正则 的 
情形 .这 就 需要 极 小 模型 . 查 瑞 斯 基教 授 向 日 本 年 轻 数学 家 说 明 极 小 模型 的 重 
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要 性 时 是 1956 年 . 查 瑞 斯 基 这 一 年 在 东京 与 京都 举行 了 极 小 模型 讲座 ,讲义 已 
由 日 本 数学 会 出 版 ,讲义 中 对 意大利 学 派 的 代数 曲面 极 小 模型 理论 被 推广 到 特 
征 为 正 的 情形 进行 了 说 明 . 

查 瑞 斯 基 在 远东 讲授 极 小 模型 时 ,是 否 就 已 经 预感 到 高 维 极 小 模型 理论 将 
在 日 本 昌盛 ,并 建立 起 巨大 的 理论 呢 ? 

适 过 其 时 ,他 与 年 轻 的 广 中 平谷 相遇 ,并 促成 广 中 到 哈佛 大 学 留学 .以 广 中 
在 该 校 的 博士 论文 为 基础 ,诞生 了 关于 代数 入 的 正 代数 1 循环 构成 的 锥 体 的 理 
论 . 广 中 建立 的 奇异 点 分 解 理论 显然 极为 重要 ,是 高 维 代数 几何 获得 惊人 发 展 
的 基础 . 

那么 森 重 文 的 工作 又 该 如 何 评价 呢 ? 

哈 欧 霍 恩 (Harshome) 的 一 个 猜想 说 ,具有 丰富 切 丛 的 代数 全 只 有 射影 空 
间 , 森 重文 在 肯定 地 解决 该 猜想 上 取得 了 成 功 ,他 在 证 明 的 过 程 中 证 明 K 若 不 
是 nef, 则 它 与 曲线 的 交 恒 为 非 负 . 若 K 是 nef, 则 5 为 极 小 模型 . 

已 证 明了 一 定 存在 有 理 曲 线 ,并 且 存 在 特殊 的 有 理 曲 线 .而 且 重新 对 偶 地 
抓 住 曲面 时 第 一 种 例外 曲线 的 本 质 , 推 广 到 高 维 ,确立 端 射线 的 概念 ,从 而 明 
确 把 握 了 代数 秘 的 正 的 1 循环 构成 的 锥 体 的 构造 ,在 非 奇异 的 场合 得 到 了 锥 体 
定理 .以 此 为 基础 对 3 维 时 的 收缩 映射 (contraction) 进 行 分 类 ,所 谓 的 森 理论 即 
由 此 诞生 . 它 有 效 地 给 出 了 具体 研究 双 有 理 变换 的 手段 ,确实 成 果 卓 著 ， 

极 小 模型 的 存在 一 经 确立 ,马上 得 到 如 下 有 趣 的 结果 . 

(1) 小 平 维 数 为 负 的 3 维 能 是 单 直 纹 的 

其 逆 显 然 ,得 到 相当 简明 的 结论 , 即 3 维 简直 纹 性 可 用 小 平 维 数 等 于 - % 
来 刻画 ,可 以 说 这 是 2 维 时 恩 里 克 斯 单 直 纹 曲面 判定 法 的 3 维 版 本 ,该 判定 法 
说 , 若 12 亏 格 是 0, 则 为 直 纹 曲面 . 若 按 恩 里 克 斯 判定 法 ,就 立即 得 出 下 面 耐 人 
寻味 的 结果 : 直 纹 曲面 经 有 理 变换 得 到 的 曲面 还 是 直 纹 曲面 .但 遗憾 的 是 在 3 
维 版 本 中 这 样 的 应 用 不 能 进行 .车 不 进一步 进行 单 直 纹 艇 的 研究 , 届 怕 就 不 能 
得 到 相当 于 代数 曲面 分 类 理论 的 深刻 结果 . 

(2)3 维 一 般 型 能 的 标准 环 是 有 限 生成 的 分 次 环 

这 只 要 结合 川 又 的 无 基点 定理 的 结果 便 立 即 可 得 .与 此 相关 , 川 又 - 松木 
确立 的 结果 也 令 人 回味 无 穷 , 即 在 一 般 型 的 场合 极 小 模型 只 有 有 限 个 . 

2 维 时 的 双 有 理 映射 只 要 有 限 次 合成 收缩 及 其 逆 便 可 得 到 ,这 是 该 事实 的 
推广 .2 维 时 的 证 明 用 第 一 种 例外 曲线 的 数值 判定 便 可 立即 明白 ,而 3 维 时 则 
远 为 困难 .看 看 (1) 所 完成 的 证 明 , 似 乎 就 明白 了 那些 想 要 将 2 维 时 双 有 理 映射 
的 分 解 定理 推广 的 众多 朴素 尝试 终究 归于 失败 的 必然 理由 . 

森 在 与 科 拉 和 尔 (Kollir) 的 共同 研究 中 ,证 明了 即使 在 相对 的 情形 下 ,也 存在 
3 维和 能 构成 的 熊 极 的 小 模型 .利用 此 结果 证 明了 3 维 时 小 平 维 数 的 形变 不 变 
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性 .多 重 亏 格 的 形变 不 变性 无 法 证 明 , 是 由 于 不 能 证 明 上 述 极 小 模型 的 典范 除 
子 是 半 丰 富 的 .根据 川 又 、 宫 网 的 基本 贡献 , 当 K3 = 0, K? 在 数值 上 不 为 0 时 , 知 
道 只 要 小 平 维 数 为 正 即 可 . 

如 以 上 所 见 , 极 小 模型 理论 是 研究 代数 繁 构 造 的 关键 ,在 高 维 代 数 秘 中 进 
行 如 此 精密 而 深刻 的 研究 ,前 不 久 连 做 梦 都 不 敢 想象 .我们 期 待 着 更 大 的 梦 在 
可 能 范围 内 得 以 实现 ,就 此 结束 . 


1990 年 8 月 21 日 至 29 日 在 日 本 东京 举行 了 1990 年 国际 (ICM - 90) 会 议 ， 
在 此 次 会 上 , 森 重 文 又 喜 获 菲 尔 效 奖 , 并 在 大 会 上 做 了 一 小 时 报告 .为 了 解 森 重 
文 自己 对 其 工作 的 评价 ,我 们 节选 了 其 中 一 部 分 . 

我 们 只 讨论 复数 域 C 上 的 代数 能 . 主要 课题 是 C 上 函数 域 的 分 类 . 

设 X 与 了 为 C 上 的 光滑 射影 焦 . 我 们 称 X 双 有 理 等 价 于 Y( 记 为 X ~ Y)， 
车 它们 的 有 理 函数 域 C(X) 与 C(Y) 是 C 的 同 构 的 扩 域 . 在 我 们 的 研究 中 , 典 
范 线 从 K, ,或 全 纯 n 形式 的 层 9( Kx),n = dim X, 起 着 关键 作用 .换言之 , 若 
X ~ Y, 则 有 自然 同 构 

HO(X,O(vKx)) a HP(Y,O(vKy)), Yov>=0 
于 是 多 亏 格 (Plurigenera) 
P,(X) = dimcpo(X,b(zkr)),v > 0 

是 下 的 双 有 理 不 变量 ,又 小 平 维 数 上 (X) 也 是 ,后 者 可 用 下 式 计 算 , 即 


CD) = m6: 
m= lgv 


这 个 由 饭 高 (S.Iitaka) 与 Moishezon 引进 的 上 (X) 是 代数 徐 双 有 理 分 类 中 最 
基本 的 双 有 理 不 变量 . 它 取 dim X + 2 个 值 : - %,0,…,dim ,而 k(X) = 
dim XX,0, - % ,是 对 应 于 亏 格 大 于 等 于 2,1,0 的 曲线 的 主要 情况 . 若 k(X) = 
dim 藉 , 羡 被 称 为 是 一 般 型 的 . 

从 本 维尼 斯 特 (Benveniste)、 川 又 (Y.kawamata)、 科 拉 尔 、 森 、 里 德 与 
Shokurov 在 极 小 模型 理论 方面 的 最 新 结果 ,可 以 得 到 关于 3 维 簇 的 两 个 重要 定 
理 . 

定理 1 (本 维尼 斯 特 与 川 又 的 工作 ). 若 是 一 般 型 的 3 维 簇 , 则 典范 环 
R(X) =@,soH(X,0(vKx)) 
是 有 限 生 成 的 . 
当 匀 是 具有 k(X) < 3 的 3 维 徐 时 , 若 田 (Fujita) 不 用 极 小 模型 理论 早 就 证 
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明了 R(X) 是 有 限 生成 的 . 

定理 2 ( 宫 风 的 工作 ).3 维 乌有 k(X) =- %( 即 P,(X) =0,YVv >0) 
当 且 仅 当 是 单 直 纹 的 , 即 存在 曲面 Y 及 从 P! x Y 到 的 支配 有 理 映射. 

虽然 在 上 列 陈述 中 ,并 未 提 到 在 与 X 双 有 理 等 价 的 能 中 , 找 一 个 “好 ”的 模 
型 X( 极 小 模型 ) 是 至 关 重要 的 ;但 选取 正确 的 “好 ”模型 的 定义 ,证明 是 个 重要 
的 起 点 . 

定义 “(里 德 ) 设 (P,X) 是 正规 秘 芽 .我 们 称 ( 己 ,X) 是 终端 奇 点 , 若 

i 存在 整数 + > 0 使 rKx 是 个 卡 蒂 埃 (Cartier) 除 子 (具有 此 性 质 的 最 小 的 
称 为 指标 ) ,及 

让 设 / :了 一 (P,X) 为 任 一 消解 ,并 设 E1,…, E, 为 全 部 例外 除 子 , 则 有 

rhy = f° (Ke) + Daikisa; > OVi 

我 们 称 代数 秘 X 是 个 极 小 模型 若 卫 只 有 终端 奇 点 且 Kx 为 nef( 即 对 任 一 不 
可 约 曲线 C ,相交 数 ( Kx. C) > 0) ,我 们 称 X 只 有 0Q - 分 解 奇 点 若 每 个 (整体 
积 ) 韦 尔 除 子 是 0 - 卡 蒂 埃 的 . 

此 处 的 要 点 是 尝试 用 双 有 理 映 射 把 Kx 变 为 nef( 在 维 数 大 于 3 时 仍 是 猜 
想 ),X 可 能 获得 一 些 终端 奇 点 ,它们 是 可 以 具体 分 类 的 .下 面 是 一 个 一 般 的 例 
E 

设 a,m 是 互 素 的 整数 , 令 pn = jzE C1z" = 1| 作用 于 C3 上 ,有 

S(x,y52) = (bx, 671y, G2), € pn 

则 (P,X) = (0, G3)/jm 是 个 指标 m 的 终端 奇 点 . 

极 小 模型 理论 认为 : 

定理 3 设 X 为 任 一 光滑 射影 3 维 包 .通过 复合 两 种 双 有 理 映射 (分 别称 为 
fip 及 除 子 式 收缩) 若干 次 ,了 变 得 双 有 理 等 价 于 一 个 只 有 Q@ - 分 解 终端 奇 点 的 
射影 三 维 秘 了 使 

i Kx 为 nef( 极 小 模型 情况 ) ,或 

这 半 有 到 一 个 正规 能 2 的 映射 ,dim Z < dim 了 而 - Ky 是 在 Z 上 相对 丰富 
的 . 

暂时 放 开 flip 与 除 子 式 收缩 的 问题 ,让 我 们 看 一 下 几 个 重要 的 推论 . 

在 情况 主 中,k(XX) = - % ,而 宫 网 与 森 证 明 下 是 单 直 纹 的 .在 情况 i 中 , 若 
继 一 般 型 , 则 本 维尼 斯 特 与 川 又 证 明 (vKx) ,对 某 些 o> 0, 由 整体 截面 所 生成 ， 
于 是 完成 了 定理 1. 宫 网 证 明 情况 i 中 时 k(X) > 0, 于 是 完成 了 定理 2. 

总 结 在 一 起 ,我 们 有 

定理 4 ”对 光滑 射影 3 维 簇 ,下 列 条 件 等 价 

ik(X) > 0. 

让 天 双 有 理 等 价 于 一 个 极 小 模型 . 
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证 无 不 是 单 直 纹 的 . 

用 相对 理论 的 框架 ,3 维 簇 的 双 有 理 映射 的 粗略 分 解 便 得 到 了 . 

定理 5 设 /:X-> 了 是 在 只 有 Q - 分解 奇 点 3 维 馈 之 间 的 映射 , 则 了 可 表 
达 为 flip 与 除 子 式 收缩 的 复合 . 

在 定理 3 与 5 中 ,我 们 只 从 端 射线 (extremal rays) 所 提供 的 信息 去 选 flip 与 
除 子 式 收缩 . 

除 子 式 收缩 可 视 为 曲面 在 一 点 吹 开 (blow up) 的 3 维 类 似 .flip 是 3 维 时 的 
新 现象 , 它 在 原 像 与 像 的 1 维 集 以 外 为 同 构 . 


数学 研究 靠 人 才 , 而 人 才 的 培养 靠 教育 .日 本 的 教育 一 向 竞争 残酷 .日 本 的 
几 位 代数 几何 大 师 对 日 本 的 数学 教育 与 人 才 培 养 非常 关心 ,并 有 许多 高 见 . 

小 平 邦彦 晚年 致力 于 教育 事业 , 曾 决定 将 自己 的 余生 用 来 普及 数学 知识 ， 
培养 青少年 一 代 . 他 编写 了 许多 大 学 和 中 学 的 数学 教材 ,这 些 教材 对 日 本 数学 
教学 产生 了 极 大 的 影响 ,其 中 一 套 由 他 主编 的 中 学 数学 教材 ,已 译 成 中 文 由 吉 
林 人 民 出 版 社 于 1979 年 出 版 . 

日 本 文艺 春秋 杂志 曾 刊登 了 日 本 索尼 (SONY) 公 司 董事 长 井深 访问 数学 家 
小 平 邦彦 与 广 中 平 佑 的 谈话 记录 . 

谈话 间 讨 论 当时 世界 上 流行 的 新 数学 对 日 本 中 学 数学 教育 的 种 种 影响 , 风 
趣 而 引 人 深 思 . 摘 录 如 下 . 

井深 : 广 中 先生 此 次 获得 文化 助 章 ,恭喜 .我 向 来 对 儿童 的 教育 非常 关心 . 
回想 过 去 ,各 位 决定 要 走向 成 为 数学 家 这 一 条 路 ,有 什么 动机 ? 

广 中 :不 管 怎样 说 ,我 不 是 脑筋 好 的 人 .( 笑 ) 

井深 :譬如 说 ,高 斯 发 现 等 差 级 数 的 原理 ,据说 是 因为 童年 时 代 常 看 他 父亲 
砌 砖 的 缘故 . 

广 中 : 那 是 天 才 的 故事 .想起 来 有 一 件 我 认为 好 的 事 . 战 时 我 是 ( 初 ) 中 学 
生 , 当 时 的 教育 可 说 极为 混乱 . 初 一 的 时 候 , 我 到 农家 去 帮忙 ; 初 二 的 时 候 被 抓 
去 兵工厂 工作 .老师 也 换 了 好 几 位 ,后 来 的 老师 不 知道 前 任 的 老师 教 到 那里 , 因 
为 战 时 老师 之 间 的 联系 也 不 够 紧密 .所 以 ,每 位 老师 只 好 讲述 他 认为 重要 的 部 
分 .( 笑 ) 可 以 说 ,重复 又 重复 ,连续 又 连续 的 重复 .基础 部 分 连续 教 三 次 ,学 生 自 
然 就 明白 了 . 

小 平 :我 在 童年 时 代 没有 学 到 什么 .小 学 只 学 到 计算 .中 学 只 有 代数 和 平面 
几何 .代数 只 是 二 次 方程 式 和 因 式 分 解 . 微 积 分 到 了 高 等 学 校 二 年 级 才学 到 .就 
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年 龄 说 ,已 经 是 现在 的 大 学 一 年 级 学 生 . 这 样 也 能 成 为 数学 家 ,( 笑 ) 所 以 从 童年 
时 代 就 学 高 深 的 课程 ,实在 不 必要 . 

井深 :基础 可 以 提早 教 ,至 于 抽象 ,应 用 以 后 慢 慢 来 ,这 样 的 做 法 实在 有 必 
要 . 九 九 乘法 表 可 以 像 念经 那样 背 念 ,提早 引入 . 

小 平 :那样 最 好 .可 是 现今 的 教育 ,从 小 就 让 学 生 使 用 计算 器 .用 计算 器 , 即 
使 不 懂 计算 方法 ,也 能 得 出 答案 .我 很 担心 ,这 样 做 下 去 可 能 使 人 都 变 成 傻瓜 . 

广 中 :计算 机 好 像 很 畅销 .对 索尼 公司 来 说 ,不 是 很 好 吗 ? 

井深 :我 们 从 三 四 年 前 就 停止 销售 了 .我 们 自觉 这 是 非常 明智 的 措施 .( 笑 ) 

广 中 : 常 打算 盘 的 人 ,心算 也 很 好 .这 是 由 于 使 用 算盘 可 促使 计算 进步 .用 
计算 器 实在 有 导致 计算 退步 的 危险 性 . 

井深 :但 有 一 种 异 论 一 一 普通 人 对 于 数学 常 有 枯燥 无 味 、 使 人 扫兴 的 感觉 . 
这 样 的 话 对 二 位 也 许 很 失礼 ,……( 笑 ) 像 这 样 ,如 果 让 我 们 从 小 使 用 计算 器 ,也 
许可 以 引起 他 们 对 于 数学 的 兴趣 . 

小 平 :最 近 美国 也 开始 使 用 算盘 了 ,不 过 还 在 小 学 阶段 .已 经 有 人 重新 认识 
算盘 的 这 一 特色 了 . 

井深 :的 确 ,计算 难免 有 “黑箱 ”(black box, 要 魔术 用 ) 的 一 面 . 

小 平 :还 有 ,现在 的 数学 教育 让 人 觉得 可 笑 之 处 ,就 是 集合 论 . 就 我 所 知 的 
范围 , 现 “ 役 " 的 数学 家 都 反对 教 儿 童 集合 论 . 

广 中 :不 错 .集合 不 但 在 日 本 ,即使 法 国 也 教 .以 前 我 带 家 卷 去 法 国教 书 时 ， 
发 现 他 们 在 小 学 课本 中 也 编 人 集合 .我 的 孩子 常 来 问 我 习题 ,我 自己 也 不 会 做 . 
虽然 我 是 认真 想 过 了 ,( 笑 ) 可 是 不 会 解 .小 孩 不 高 兴 地 说 ;和 爸爸 不 是 数学 家 
吗 ?” 

集合 论 是 我 进 大 学 以 后 才 由 严密 逻辑 过 程 学 到 的 ,可 是 小 学 的 课本 不 能 照 
高 度 的 逻辑 方式 编写 .纵然 如 此 ,但 是 有 些 人 还 坚持 要 教 集合 论 ,问题 就 在 此 产 
生 了 .譬如 说 有 这 样 的 题目 一 一 分 出 同类 的 东西 , 找 出 他 的 共同 部 分 .比方 说 狗 
是 共同 部 分 的 答案 ,但 由 课本 上 的 插图 看 来 , 却 绘 有 头 向 上 ,向 下 向 左 .向 右 的 
狗 .是 否 把 头 向 上 或 向 下 的 都 看 做 同一 种 狗 ? 如 果 这 样 的 地 方 分 不 清楚 ,就 有 
好 几 种 答案 了 .我 就 被 这 个 题 意 不 清楚 的 题目 问 跨 了 . 

小 平 :我 看 现在 教 给 小 孩 的 集合 论 是 集合 论 的 玩具 ,而 不 是 真正 的 集合 论 . 

广 中 :如 果 怎样 说 都 对 ,就 没有 答案 了 .在 刚才 的 题目 中 ,如 果 在 开始 就 有 
“不 管 头 向 上 \ 向 下 \ 向 左 、 向 右 , 所 有 的 狗 都 视 为 同样 的 狗 "这 样 的 约定 , 那 就 有 
答案 了 ,没有 这 样 的 说 明 , 那 一 定 会 混淆 不 清 .如果 小 孩 是 在 准备 考试 ,要 把 “这 
样 时 候 这 样 答 " 如 此 强 记 下 来 ,后 果 将 如 何 ? 究竟 ,学 习 集合 论 有 什么 意义 ? 

井深 :是 不 是 要 拿 集 合 论 来 澄清 数学 的 意义 ? 

小 平 : 那 是 在 极度 高 等 的 数学 中 才 和 需要 的 .除非 你 要 做 数学 家 ,否则 ,集合 
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论 可 以 不 用 . 

广 中 :同感 .如 果 由 一 些 认为 强调 集合 论 是 无 聊 的 做 法 的 人 来 教 数 学 , 那 还 
可 以 ;如 果 由 不 明 事理 而 却 认 为 “ 教 集合 论 很 不 错 "这 样 的 教师 来 教 , 那 小 孩 就 
很 可 怜 了 . 

小 平 :初等 教育 的 集合 论 最 无 聊 . 

广 中 :无 聊 极 了 .为 某 种 原因 绊 倒 的 地 方 绊 倒 ,( 笑 ) 这 是 矛盾 ,原来 集合 论 
从 数学 的 历史 来 看 ,就 是 因为 绊 倒 才 搞 出 来 的 . 

小 平 :不 错 ,是 19 世纪 末 吧 . 谈 到 它 的 出 现 ,没有 追究 那 时 候 数学 的 发 展 ， 
就 不 能 明了 引入 集合 论 的 必要 . 

广 中 :如 果 就 公理 化 的 立场 而 言 , 一 定 会 遇 到 非 把 集合 论 搞 好 不 可 的 阶段 . 
但 这 是 纯粹 数学 家 的 问题 ,对 于 非 纯粹 数学 家 是 不 必要 的 . 

小 平 :就 是 物理 学 家 机械 工程 师 也 不 必要 . 

广 中 :为 了 集合 论 , 父 母 苦恼 ,老师 苦恼 ,小 孩 迷 三 . 

井深 :问题 在 那里 ? 在 教育 部 吗 ? 

小 平 :有 所 谓 教科 书 检验 .我 也 正在 编写 教科 书 , 如果 不 把 "集合" 放 进去 ， 
就 不 能 通过 检验 . 

井深 :不 只 教育 界 这 样 ,在 日 本 已 有 凡是 一 经 决定 的 事 就 不 能 反对 的 态势 . 
环境 不 容许 你 就 事 论 事 ,我 想 这 是 很 危险 的 事 . 

广 中 :我 认为 训练 学 生 学 习 基 础 的 计算 技术 或 是 培养 学 生 对 “ 数 "的 感觉 才 
是 儿童 数学 教学 的 当务之急 .我 们 数学 家 同事 之 间 , 有 从 年 轻 时 代 就 完成 只 有 
天 才 才 能 做 到 的 业绩 的 人 ,也 有 上 了 年 纪 以 后 才 开 花 结果 的 人 ,这 样 两 种 典型 . 
如 果 就 "创造 性 "的 观点 而 言 , 就 在 “ 留 余 裕 于 将 来 " 的 意味 上 ,我 想 在 小 学 不 必 
着 急 . 

井深 :二 位 都 有 日 、 美 两 国 的 大 学 教书 的 经 验 .日 . 美 两 国 的 学 生 有 很 大 的 
差别 吗 ? 

小 平 :东京 大 学 是 特殊 的 大 学 ,也 许 不 能 作为 比较 的 对 象 . 东 大 的 学 生 实在 
不 错 , 真 是 意 想不到 的 好 .不论 哪 一 方面 都 很 熟悉 , 听 说 连 莫扎特 的 作品 号 码 都 


广 中 :这 也 许 是 东 大 的 特征 .京都 的 学 生 就 不 懂 这 些 . 

小 平 :美国 的 学 生 不 行 的 就 是 不 行 . 

广 中 :更 有 趣 的 是 ,完全 不 行 的 人 有 一 天 突然 好 起 来 了 . 

小 平 : 那 是 很 有 趣 的 现象 . 

广 中 :在 研究 院 成 绩 不 佳 ,好 不 容易 才 拿 到 博士 学 位 的 人 ,后 来 却 成 为 很 卓 
越 的 人 物 . 

井深 :日 本 的 学 生 进 大 学 以 后 就 不 用 功 了 ? 
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小 平 :在 美国 正好 相反 .他 们 到 高 中 毕业 为 止 ,都 是 悠然 自得 的 态度 ,一 般 
的 数学 程度 也 低 . 微 积分 是 大 学 后 才学 .研究 院 最 初 的 水 准 也 低 …… 

广 中 :水 准 是 低 的 .但 是 美国 有 “跳级 ". 在 哈佛 ,也 有 叫做 advance studying， 
可 以 直 升 大 学 二 年 级 .更 好 的 人 ,从 大 三 直 升 研究 院 . 这 一 类 型 的 人 ,非常 优秀 ， 
可 是 ,有 趣 的 是 ,虽然 在 这 一 阶段 表现 出 色 的 人 ,也 不 能 断言 他 将 来 有 更 大 的 发 
展 .有 时 候 好 不 容易 才 进 入 研究 院 的 那些 人 中 ,也 会 出 现 有 很 好 创意 的 人 . 

井深 :实际 上 并 不 是 脑筋 的 优 劣 分 别 集中 在 年 龄 的 某 一 阶段 .通常 都 说 最 
能 发 挥 创造 力 是 在 20 岁 前 后 ,但 就 现在 的 日 本 教育 体系 来 说 ,到 了 那个 时 候 真 
的 能 否 发 挥 全 部 能 力 , 实 无 把 握 可 言 . 沿 着 教育 部 规定 的 课程 进行 教育 , 像 具 有 
百科 全 书 式 头脑 的 人 ,也 许 倒 可 以 培养 出 来 . 

广 中 : 搞 数 学 的 人 ,应 该 多 知道 些 事物 .同时 ,不 培养 创见 也 不 行 ,这 两 样 都 
需要 .但 是 先 灌输 知识 ,然后 再 来 培育 创见 ,也 不 是 那么 简单 ( 即 可 造就 人 才 ) 

井深 :现在 根本 没有 培育 创见 的 时 间 ,也 没有 这 种 过 程 . 

广 中 :任何 环境 都 能 造就 天 才 的 人 物 .问题 在 于 那些 没有 出 类 拔 萃 才能 的 
人 ,如 果 多 花 时间 培 育 , 他 们 就 能 发 挥 他 们 的 能 力 ,往往 因为 操之过急 反而 把 他 
们 的 能 力 扼杀 了 .日 本 人 在 贡献 他 们 的 特殊 知觉 力 上 面 ,应 该 是 很 拿手 的 ,可 异 
因为 填 鸭 教育 ,自己 把 这 种 能 力 扼杀 掉 了 . 

汤 川 秀 树 先生 说 过 “评分 , 先 (将 各 科 分 数 ) 平 方 再 取 其 平均 ”. 意 思 是 ,人 虽 
然 有 短处 ,但 是 如 果 在 某 一 方面 有 了 长 处 ,就 应 该 设法 把 它 发 扬 光 大 . 

井深 :美国 人 对 于 平等 的 想法 根本 和 我 们 不 同 . 

小 平 :按照 自己 的 能 力 , 你 想 怎 么 做 就 怎么 做 ,我 觉得 这 是 美国 的 平等 主 

井深 :普通 人 以 为 ,数学 家 或 理科 较 强 的 人 就 是 脑筋 好 的 人 .数学 家 即 是 脑 
盘 好 的 人 的 代名词 . 

广 中 :这 一 点 我 不 敢 同意 .( 笑 ) 我 所 尊敬 的 京都 大 学 的 前 辈 曾 说 ，… 广 中 的 
脑筋 并 不 好 .我 回应 他 说 :我 的 脑筋 虽然 不 是 特别 的 好 ,但 也 不 是 特别 的 坏 .” 
他 会 更 进一步 的 说 :数学 是 有 趣 的 学 问 ,因为 脑筋 不 是 特别 好 的 人 也 有 相当 的 
成 就 .说 得 不 错 . 

我 不 说 “脑筋 坏 " 是 数学 家 的 条 件 ,( 笑 ) 可 是 我 总 想 ,所 谓 脑筋 好 的 人 有 一 
种 危险 :如 果 是 脑筋 特别 好 的 天 才 , 那 是 另 当 别 论 ,但 普通 程度 脑筋 好 的 人 ,总 
是 要 抢先 走 在 前 头 ,因为 知道 得 太 多 ,总 有 从 事物 上 滑 过 去 的 危险 . 

井深 :领悟 快 ,不 深入 . 

广 中 :有 时 候 会 觉得 自己 还 有 不 明白 的 事 ,这 种 人 反而 更 能 深入 事物 的 本 
质 . 

小 平 : 听 说 爱 因 斯 坦 这 样 说 过 :“ 自 己 发 育 较 慢 ,成 年 以 后 对 时 间 、 空 间 的 概 
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念 还 不 清楚 ,因此 深入 思考 这 个 问题 ,终于 发 现 相对 论 . "他 是 个 有 趣 的 人 ,可 以 
说 是 悠然 自得 吧 ,他 始终 不 能 了 解 自己 是 很 有 名 气 的 人 . 

井深 : 那 真是 出 人 意料 . 

小 平 : 爱 因 斯 坦 有 一 次 去 了 普林斯顿 的 电影 院 ,忽然 想 出 去 吃 冰淇淋 ,他 向 
电影 院 的 查 票 人 说 了 好 几 次 :“ 我 出 去 一 趋 ,请 记 住 我 的 长 相 ." 他 始终 不 了 解 他 
是 人 人 皆 知 的 有 名 人 物 . 

井深 :这 一 段 话 很 好 .( 笑 ) 这 样 一 来 ,我 们 必须 重新 考虑 “怎样 才 是 脑筋 好 ” 
这 一 个 定义 .如 果 把 能 考 人 东京 大 学 这 一 种 平均 分 数 好 的 人 说 成 脑筋 好 ,一定 
使 人 发 生 误解 . 那 就 等 于 说 只 有 当今 政府 的 一 些 官员 才 是 脑筋 好 的 人 .尤其 是 
数学 ,不 但 需要 “理科 的 "想法 ,更 需要 有 “文科 的 "悟性 . 

广 中 :的 确 不 错 .说 是 “文科 的 " 吗 ? 也 可 以 说 近 于 艺术 . 

井深 : 广 中 先生 对 于 音乐 很 在 行 ,( 笑 ) 桑 原 武夫 先生 说 过 :数学 是 用 记号 
排 成 的 诗 .” 

小 平 :我 担任 东京 大 学 理学 部 部 长 的 时 候 ,和 我 意见 最 一 致 的 是 文学 部 长 
林 健 太郎 先生 ,意见 完全 不 合 的 是 学 法 学 出 身 的 大 学 校长 .( 笑 ) 想 法 根本 不 同 . 

广 中 :把 “数学 近乎 艺术 "的 观点 用 稍微 不 同 的 方式 来 表现 ,就 是 "为 造就 好 
的 数学 家 ,与 其 让 他 来 解 试题 不 如 让 他 去 听 音 乐 .” 这 种 想法 有 一 点 古怪 ,可 是 
我 觉得 应 是 这 样 . 我 想 “ 听 音 乐 " 和 “培育 觉察 模型 或 构造 的 感觉 "有 关联 .在 数 
学 里 ,分 辨 何事 重要 ,何事 不 重要 ,选择 是 很 重要 的 .脑筋 太 好 但 缺乏 选择 能 力 
的 人 ,什么 都 做 ,结果 做 的 都 是 没什么 价值 的 事 . 也 有 走 上 这 一 条 路 的 人 . 

井深 :信州 有 一 所 小 提琴 训练 所 ,已 有 20 万 毕业 生 散 布 于 全 国 .追踪 调查 
显示 他 们 的 数学 成 绩 显著 良好 .音乐 与 数学 大 有 关系 . 

广 中 :脑筋 稍 差 , 只 要 有 创造 性 ,还 能 成 为 数学 家 ,而 脑筋 虽然 好 ,但 无 创造 
性 的 人 就 没 法 子 了 . 

井深 : 听 了 上 面 的 话 , 我 明白 日 本 的 教育 现状 并 没有 朝 “ 发 展 学 童 具有 的 才 
能 "这 一 方向 进行 ,这 与 二 位 以 头脑 外 流 的 形式 去 美国 有 关 吗 ? 

广 中 :我 的 情形 是 当时 没有 职业 .我 就 读 东 京 大 学 研究 院 的 时 候 正好 查 瑞 
斯 基 来 京都 讲学 .我 在 读 代数 几何 学 ,正好 教授 遇 到 一 个 解 不 出 的 问题 ,我 对 那 
个 问题 开始 有 兴趣 , 想 把 它 解 出 来 . 

井深 : 那 是 几 年 前 的 事 ? 

广 中 :20 年 前 .当时 的 大 学 ,教授 的 位 置 都 已 占 满 , 比 我 大 4 岁 的 人 都 升 教 
授 .我 得 等 到 他 们 退休 才能 轮 到 .就 是 认真 去 等 , 轮 到 我 升 教授 时 ,4 年 后 也 要 
退休 了 .( 笑 ) 

井深 :为 什么 那么 年 轻 的 人 占 满 了 教授 的 位 置 ? 

小 平 :这 种 现象 说 也 奇怪 ,每 隔 10 年 就 有 一 次 .我 们 那 一 年 代 各 方面 已 趋 
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安定 ,以 后 10 年 很 少 变 动 . 

井深 :学 数学 除 任教 师 外 ,有 没有 其 他 的 “销路 "? 还 有 像 保 险 公司 这 样 的 
特殊 市 场 吧 . 

广 中 :我 到 哈佛 的 时 候 ,在 美国 大 学 的 职位 很 多 .也 许 在 其 他 方面 也 有 很 多 
空缺 

井深 :日 本 学 者 难以 居住 的 地 方 .日 本 人 对 于 “头脑 外 流 " 稍 有 过 份 泻 染 之 
处 .只 要 是 人 , 谁 不 期 望 待遇 好 的 地 方 ? 待遇 好 ,就 是 说 在 那里 可 以 充分 发 挥 ， 
大 胆 地 工作 .在 我 们 公司 ,也 有 江上 崎 玲 于 奈 先 生 到 IBM 去 ,我 受到 很 多 非 难 .可 
是 我 想 :“ 送 他 到 那里 ,是 很 对 的 .能力 高 强 的 人 有 种 种 类 别 ,要 把 他 们 安置 在 
能 充分 发 挥 能 力 的 岗位 上 ,非常 不 容易 .尤其 是 那个 人 越 伟大 ,安排 他 做 事 越 困 
难 . 

小 平 :在 日 本 情况 全 部 一 律 相同 .就 是 不 用 功 ,只 要 蹲 在 一 个 地 方 ,后 来 也 
能 升 教授 . 

在 与 中 国 台 湾 教授 的 一 次 谈话 中 , 广 中 又 对 数学 教育 发 表 了 很 多 见解 , 台 
湾 的 三 位 教授 以 下 简称 教授 甲 教授 乙 教授 丙 . 

教授 甲 : 有 人 曾 建 议 我 们 与 日 本 数学 家 合 开 学 术 会 议 .但 首先 ,我 们 必须 找 
到 适当 的 日 本 人 选 .例如 , 李 国 伟 所 长 曾 询问 宫 西 正 谊 教授 ,但 他 自 认 资 望 不 
够 ， 

教授 乙 :眼前 正 有 一 位 人 选 . 

广 中 :日 本 学 术 界 的 程度 高 了 ,但 是 他 们 的 心态 不 及 世界 水 准 .他 们 是 日 本 
人 ,看 到 外 国 , 就 想到 能 学 到 什么 ,而 不 是 想 想 看 自己 能 贡献 什么 ,这 种 心态 与 
美国 人 的 心态 不 同 .美国 教育 外 国学 生 , 形 成 国际 通信 网 ,这 是 涩 涩 大 国 的 国际 
作风 .从 国际 观点 来 看 ,一 心 想 学 的 心态 是 低层 次 的 ,我 相信 出 国 留学 ,再 回来 ， 
来 来 去 去 ,可 以 改变 这 种 心态 

我 很 惊奇 地 发 现 , 当 我 成 了 京都 大 学 的 正教 授时 ,西班牙 及 民主 德国 邀请 
我 去 讲学 ,我 向 大 学 申请 出 国 , 填 申请 表格 时 ,我 必须 写 上 “进修 项 目 "以 及 “学 
成 归 国 "时 ,如 何 发 挥 所 学 ( 众 笑 ). 这 真是 荒 雇 绝 伦 . 我 以 为 ,去 了 可 以 贡献 些 ， 
从 贡献 中 就 可 互相 学 习 , 一 心 只 想 学 习 别人 之 长 而 不 贡献 ,真是 低层 次 的 . 

教授 丙 :中 日 文化 背景 相似 ,我 们 可 从 日 本 比 从 美国 学 到 更 多 的 东西 ,但 是 
一 般 政 府 领导 却 有 “ 丽 日 症 ”. 

广 中 : 恺 日 症 "与 日 本 人 的 “日 丽 症 "正好 相反 ! 

教授 乙 :日 本 的 科学 成 就 低 于 经 济 成 就 ,很 少 有 真正 出 众 的 概念 来 自 日 本 . 

广 中 :对 . 

教授 乙 :如 果 日 本 处 于 第 二 的 地 位 就 可 以 永远 向 第 一 一 的 美国 学 ,当日 本 超 
前 时 ,日 本 必须 创新 概念 . 
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广 中 :那么 ,日 本 应 该 花 钱 培养 文化 .例如 ,可 以 省 钱 省 事 地 在 一 个 发 展 很 
好 的 数学 领域 中 ,作出 色 的 工作 .但 发 展 一 门 全 新 的 数学 就 不 同 了 ,你 可 能 虚 毛 
金钱 与 人 力 而 一 无 所 得 .当然 ,你 也 可 能 获得 全 新 的 概念 .你 不 能 预知 .这 必须 
从 文化 上 着 眼 . 到 目前 为 止 ,日 本 精 于 选取 别人 找 出 的 新 方向 ,而 且 学 得 很 快 

教授 两 :这 儿 的 学 生 不 愿 学 基础 科学 

广 中 :日 本 也 一 样 , 但 是 在 改变 中 , 当 生活 水 平 提高 后 ,对 许多 人 来 说 , 比 别 
人 赚 更 多 的 钱 ,不 是 一 件 有 趣味 的 事 . 自 然 ,有 些 人 会 永远 只 想 赚钱 ,但 是 , 那 是 
一 件 乏 味 的 事 ,更 有 趣味 的 是 做 一 些 原创 性 的 工作 .对 一 颗 年 轻 的 心 ,原创 性 的 
事 更 有 激情 .这 只 是 时 间 的 问题 ,不 必 担 心 ,我 想 台湾 已 经 快要 非常 有 钱 了 ,10 
年 ,20 年 后 ,应 该 会 有 很 大 的 变化 .年 轻 人 想法 不 一 样 , 糟 糕 的 是 ,一 个 有 才气 
但 不 适合 当 医 生 的 年 轻 人 ,他 仅仅 为 了 医科 的 声望 去 读 医 学 院 , 那 在 他 生命 的 
某 一 个 时 期 ,不 知道 什么 时 期 ,也 许 得 医学 学 位 ,或 是 在 60 岁 时 就 会 后 悔 ,他 对 
自己 说 :“ 老 天 ,在 生命 中 ,我 错过 了 什么 ,生命 中 很 重要 的 什么 .” 

教授 两 :你 觉得 你 选 对 了 行业 吗 ? 

广 中 :我 自 认为 是 学 数学 的 料 子 ,虽然 我 不 知道 我 算 不 算 一 个 好 数学 家 . 当 
我 在 京都 大 学 当 学 生 的 时 候 ,我 想 读物 理 ,因为 汤 川 秀 树 得 了 诺 贝尔 奖 等 等 ,年 
轻 的 我 工作 得 很 努力 ,我 参加 了 一 些 非常 高 级 的 讨论 会 ,但 是 ,在 读物 理 时 ,我 
觉得 对 物理 的 数学 部 分 更 有 兴趣 ,过 了 一 阵子 ,我 自觉 应 该 成 为 一 个 数学 家 , 虽 
然 ,数学 中 没有 诺 贝尔 奖 , 这 也 无 所 谓 .发 现 自己 特长 的 最 好 办 法 是 献身 .如 果 
有 些 学 生 想 读 医 科 , 那 也 好 .让 他 们 朝 着 医生 的 目标 努力 ,然后 看 看 什么 事 会 发 
生 , 他 们 会 发 现 自己 的 .如 果 他 们 不 努力 ,就 不 能 发 现 .即使 入 错 行 ,只 要 你 肯 努 
力 工作 ,你 还 是 会 发 现 自己 的 .在 学 生 时 代 , 我 确实 非常 努力 用 功 , 我 以 为 ,年 轻 
人 ,例如 高 中 生 , 应 该 好 好 想 想 ,什么 对 他 们 本 身 最 好 ,而 不 是 一 脑子 哪 一 个 科 
系 能 赚钱 . 当 他 们 成 长 以 后 ,生活 水 准 已 经 大 幅度 提高 了 .生命 的 问题 在 于 如 何 
使 工作 更 有 意义 

教授 乙 :生命 比 生活 更 重要 .在 这 样 一 个 世界 大 体系 里 ,应 该 怎样 学 习 呢 ? 

广 中 :重要 的 是 ,是 在 努力 贡献 中 学 习 ,这 样 你 可 以 学 到 更 多 ,不 仅仅 是 些 
科技 成 果 ,而且 是 学 会 了 别人 的 心态 或 态度 . 

教授 乙 :50 年 前 ,日 本 还 是 个 数学 小 国 ,现在 日 本 是 数学 大 国 了 ,台湾 正面 
临 发 展 数学 的 瓶颈 ,能 否 有 所 教育 ? 

广 中 :( 笑 ) 出 国 啊 ! 你 知道 ,大 量 的 日 本 数学 家 去 欧洲 、 美 国 ,工作 了 很 多 
年 ,当然 时 代 不 同 了 .有 人 提 到 ,台湾 留学 生 不 回国 .15 年 前 ,许多 日 本 数学 家 
去 了 美国 ,也 是 不 想 回来 ,现在 ,很 多 人 想 回来 了 ,因为 第 一 ,日 本 的 生活 水 平 不 
太 坏 , 事 实 上 ,有 时 日 本 的 薪水 还 高 出 美国 的 薪水 昵 ! 这 是 很 重要 的 ;其 次 ,日 
本 可 以 邀请 外 国 数学 家 , 留 在 日 本 也 不 坏 ,他 们 可 以 与 外 国学 者 接触 ;最 后 ,他 
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们 可 以 出 国 ,现在 旅费 不 成 为 负担 了 ,与 20 年 前 大 大 地 不 同 . 

教授 乙 : 文 化 立国 的 意义 越 来 越 清楚 了 . 

广 中 :文化 无 声 无 色 地 影响 着 人 民 的 心态 ,这 是 文化 重要 的 地 方 .如 果 文 化 
贫乏 ,经 济 繁荣 ,总 有 一 天 会 出 大 问题 的 .文化 包含 工作 的 态度 、 幸 福 及 快乐 的 
定义 等 等 .总 之 一 句 话 ,在 日 本 ,理论 科学 对 我 而 言 ,特别 是 数学 , 越 来 越 重要 . 
而 理论 科学 与 工业 应 用 的 时 间 差距 越 来 越 短 ,工业 技术 越 来 越 需要 理论 科学 的 
基础 .日 本 应 花 更 多 的 人 力 与 金钱 来 从 事 基础 科学 的 研究 ,数学 是 文化 的 一 部 
分 ,也 许 是 较 小 的 部 分 . 当 一 个 国家 有 优良 的 数学 教育 、 充 沛 的 数学 新 概念 , 则 
所 有 国民 都 普 受 滋润 ,不 论 他 们 从 事 哪 一 行业 ,都 会 从 一 些 新 的 数学 观点 来 看 
问题 ,这 就 是 说 文化 提升 了 ,大 家 都 早 有 准备 ,不 必 回 学 校 重新 读数 学 ,于 是 文 
化 内 化 了 ,在 你 我 心中 ， 
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1, 世 纪 末 的 大 结局 一 一 坏人 尔 斯 的 到 桥 演 讲 


这 是 数学 界 发 生 的 最 激动 人 心 的 事情 . 
一 一 伦 纳 德 * 阿 德尔 楼 (Leonard Adelman) 


>» 

疮 咒 和 驳 过 隐 ,世界 的 胸 步 似 和 在 加 快 ,时 间 以 前 所 未 
的 速度 奔 向 20 世纪 末 , 又 一 场 百年 大 戏 即 将 落幕 ,到 了 该 压轴 戏 
上 场 的 时 候 了 .数学 界 突 然 热闹 非 凡 ,精采 纷呈 ,使 人 颇 有 目 不 眼 
接 之 感 .其 中 最 引 人 注 目的 一 场 上 演 在 英国 的 剑桥 大 学 

剑桥 大 学 是 英国 最 古老 的 大 学 之 一 . 1984 年 ,剑桥 大 学 中 最 
古老 的 彼得 豪 斯 学 院 已 建 校 700 周年 .现代 的 剑桥 大 学 是 一 所 多 
学 科 综 合 性 大 学 ,采取 院 系 两 级 体制 ,有 31 所 学 院 ,62 个 系 所 ,其 
中 29 个 属 理工 科 ,33 个 属 文科 . 

剑桥 大 学 以 其 杰出 的 科研 队伍 和 丰硕 的 科研 成 果 闻 名 于 世 . 
讲 到 剑桥 人 文 会 想到 密 尔 顿 , 徐 志摩 ; 讲 到 自然 科学 ,就 自然 会 想 
到 哈代 、 李 特 伍德 ,罗素 以 及 卡 文 迪 许 实验 室 .特别 是 ,最 近 几 年 来 
风靡 中 国 的 被 人 誉 为 继 爱 因 斯 坦 之 后 的 最 伟大 的 物理 学 家 霍金 ， 
他 以 仅 能 动弹 的 三 根 手指 , 芯 打 出 通俗 的 语言 ,向 人 们 讲述 了 最 邓 
深 的 理论 物理 、 天 文学 的 问题 .有 人 说 ,从 这 里 培养 出 来 的 和 在 这 
里 工作 过 的 诺 贝尔 奖 获得 者 , 比 法 国 全 国 的 获奖 者 还 多 .20 世 纪 
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初 , 卡 文 迪 许 实验 室 在 原子 模型 .晶体 构造 的 研究 中 ,有 许多 重大 突破 .第 二 次 
世界 大 战 中 ,这 里 的 科学 家 们 在 雷达 ,电子 学 、 电 讯 等 方面 的 研究 中 ,发 挥 了 主 
导 作用 . 战 后 , 卡 文 迪 许 实验 室 又 在 分 子 生物 学 和 射电 天 文学 等 领域 取得 了 举 
世 眠 目的 成 就 .一 登 龙门 ,身价 百倍 ,在 英国 和 全 世界 ,不 少 青年 以 能 获得 剑桥 
大 学 的 文凭 而 感到 骄傲 .就 连 在 剑桥 大 学 工作 过 一 段 时 间 , 也 成 了 学 者 学 术 生 
涯 中 的 一 段 光荣 史 . 多 少年 来 ,不 少 人 前 往 剑桥 大 学 参观 游览 ,以 一 睹 这 所 古老 
的 高 等 学 府 为 快 . 仅 1983 年 ,去 剑桥 旅游 的 人 使 这 座 大 学 城 获得 31 亿 英 镑 以 
上 的 收入 . 

1993 年 6 月 23 日 星期 三 是 一 个 永 载 数学 史册 的 日 子 .在 位 于 英格兰 剑桥 
郡 市 (在 加 拿 大 安大略 省 和 美国 马里 兰州 .马萨诸塞 州 、 俄 亥 俄 州 也 都 有 剑桥 
市 ) 卡 姆 河畔 的 剑桥 大 学 ,举行 了 一 次 自 该 校 1209 年 建 校 以 来 最 著名 的 一 次 数 
学 演讲 .熟悉 数学 史 的 人 都 会 记得 1669 年 艾 萨 克 * 牛 顿 曾 来 此 讲授 数学 使 剑桥 
大 学 成 为 当时 世界 数学 中 心 ,18 世纪 剑桥 大 学 学 生 坐 三 条 腿 板 性 进行 首次 荣 
誉 学 位 考试 时 ,其 主 科 就 是 数学 .而 此 次 讲演 从 某 种 意义 上 说 则 更 令 人 瞩目 . 主 
讲 人 是 一 位 拔 项、 消瘦 的 中 年 人 ,他 就 是 当年 40 岁 的 英国 数学 家 安德鲁 ` 怀 尔 
斯 (Amdrew Wiles) .他 是 美国 新 泽 西 州 普林斯顿 大 学 的 教授 ,此 刻 他 站 在 写 满 数 
论 公式 的 硕大 黑板 前 意气 风 发 ,因为 他 刚刚 作 完 题 为 “系数 结构 ,椭圆 曲线 和 爷 
氏 论 述 "的 报告 .在 讲演 的 最 后 , 怀 尔 斯 宜 布 了 一 个 震惊 世界 的 结论 :他 征服 了 
困扰 国际 数学 界 长 达 350 年 之 久 , 悬 赏 100 000 金马 克之 巨 的 世界 最 著名 狂 
想 一 一 费 马 大 定理 . 安德鲁 * 怀 尔 斯 

就 在 怀 尔 斯 的 讲演 结束 几 分 钟 之 后 ,这 一 消息 就 立即 通过 各 种 现代 化 通 (1953—) 
信 设 备 传播 到 世界 各 大 学 及 研究 中 心 , 其 速度 不 亚 于 里 根 被 刺 \ 苏 联 解 体 等 重 
大 事件 传播 的 速度 ,因为 它 表 明了 一 个 时 代 的 结束 . 


2. 风 云 企 起 一 一 怀 尔 斯 剑桥 语 出 惊人 


怀 尔 斯 的 结果 使 数学 的 面貌 发 生 了 变化 ,看 来 是 完全 不 可 能 的 事 
情 却 有 更 多 的 真实 性 . 
一 一 肯 尼 思 .里 布 特 (Kenneth Ribet) 
一 块 硕大 的 黑板 上 ,书写 着 密 密 的 数学 公式 .其 中 有 一 行 是 
假定 p,u,v 和 w 都 是 整数 ,而 p>z. 如 果 w+ 成 + w=0, 那 么 uw =0. 
1993 年 6 月 ,英国 剑桥 牛顿 (Issac Newton) 数 学 科学 研究 所 举行 了 关于 岩 坡 
(Iwasawa) 理 论 、 自 守 形式 ,和 p - adic 表示 的 一 个 讨论 会 .会 上 美国 普林斯顿 
(Princeton) 大 学 的 安德鲁 . 怀 尔 斯 教授 作 了 一 系列 演讲 ,整个 由 三 个 演讲 组 成 . 
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作为 一 系列 演讲 的 结论 ,他 推出 了 上 述 形式 的 费 马 大 定理 .他 给 他 的 这 一 系列 
演讲 起 了 一 个 启发 性 的 而 且 梭 心 勃 勃 的 题目 一 一 “椭圆 曲 线 , 模 形式 ,和 伽 罗 瓦 
表示 ” ,以致 没 有 给 听众 任何 迹象 , 谁 也 无 法 猜 到 这 些 演讲 会 怎样 结束 ,这 颇 有 
些 像 一 部 煽情 的 电视 剧 . 人 们 焦急 地 等 待 着 结果 .连日 来 持续 的 传闻 在 与 会 数 
论 专家 中 流传 着 , 随 着 这 一 系列 演讲 的 进行 ,形势 越发 明朗 . 随 之 紧张 的 情绪 也 
在 不 断 增长 .第 三 个 演讲 共有 60 多 位 数学 家 出 席 , 他 们 之 中 有 相当 多 的 人 带 了 
照相 机 去 记载 这 一 事件 . 

终于 ,在 最 后 一 个 演讲 里 , 怀 尔 斯 既 出 乎 意料 而 又 在 情理 之 中 地 宣布 ,他 对 
于 Q 上 一 大 类 椭圆 曲线 证 明了 谷山 猜想 一 一 算术 代数 几何 中 一 个 极为 重要 的 
猜想 .这 类 椭 贺 曲线 就 是 所 谓 的 “ 半 稳 定 "《“semistable”) 椭 圆 曲 线 , 即 没 有 平方 
导 子 (square - free conductor) 的 椭圆 曲线 .在 场 的 听众 中 大 多 数 人 都 知道 , 费 马 
最 后 定理 是 这 一 结果 的 推论 .虽然 许 许多 多 业余 爱好 者 和 职业 数学 家 都 深 深 地 
迷 上 了 费 马 最 后 定理 ,可 是 在 近代 数论 中 谷山 猜想 却 有 更 为 重大 的 意义 .这 如 
同 在 一 场 足 球赛 上 ,业余 的 人 爱 看 临门 一 脚 ,而 球迷 们 却 着 眼 于 过 程 

谷山 猜想 , 它 的 大 意 是 Q 上 的 每 条 椭圆 曲线 都 是 模 曲 线 , 这 是 在 20 世纪 
50 年 代 中 期 首先 在 Tokyo - Nikko 会 议 上 以 某 种 不 太 明 确 的 形式 提出 来 的 . 通 
过 志 村 和 韦 尔 的 努力 ,使 它 的 陈述 变 得 精练 了 ,所 以 它 也 被 称 为 书 尔 猜想 ,或 谷 
山 - 志 村 猜想 ,等 等 .在 这 个 猜想 通常 的 陈述 中 , 它 把 表示 论 的 对 象 ( 模 形式 ) 和 
代数 几何 的 对 象 ( 椭 贺 曲线) 联系 了 起 来 . 它 是 说 ,Q 上 一 条 椭圆 曲线 的 工 - 级 
数 ( 它 测量 对 所 有 素数 p 曲线 mod p 的 性 质 ) 可 以 和 从 一 个 模 形式 导出 的 傅 里 
叶 (Fourier) 级 数 的 积分 变换 等 同 .谷山 猜想 是 “ 朗 兰 兹 (Langlands) 哲 学 "的 一 个 
特例 ,后 者 是 由 朗 兰 兹 和 他 的 同事 们 提出 来 的 互相 关联 的 一 个 猜想 网 . 

虽然 要 想 陈述 朗 兰 兹 的 那些 猜想 ,必须 要 有 自 守 函数 的 基础 ,但 是 却 还 另 
有 一 种 方式 来 陈述 谷山 猜想 ,其 中 只 有 复 解析 映射 这 一 概念 出 现 .我 们 来 考察 
Q 上 的 椭 贺 曲线 ,但 对 Q - 同 构 的 椭圆 曲线 不 加 区 别 :他 们 是 亏 格 (Genus)1 的 
可 以 用 有 理 系数 多 项 式 方程 定义 的 那些 紧 黎 曼 曲面 .谷山 猜想 说 ,对 于 每 个 这 
种 曲面 5, 都 有 SL(2,Z) 的 一 个 同 余子 群 P 和 一 个 不 等 于 常数 映射 的 解析 映射 
TVH-~~S, 这 里 万 是 复 上 半 平 面 . 

1985 年 , 弗 雷 (G* Frey) 在 Oberwolfach 所 作 的 一 个 演讲 中 首先 指出 了 费 马 大 
定理 和 谷山 猜想 的 联系 .他 指出 ,利用 o + 如 = oo(p 是 奇 素数 ) 的 一 组 非 平凡 
解 可 以 写 出 一 条 不 适合 谷山 猜想 的 半 稳定 椭圆 曲线 . 弗 雷 的 曲线 是 由 特别 简单 
的 三 次 方程 = zx(z - ar)(x + 加) 所 定义 的 椭圆 曲线 E( 在 写 下 这 个 曲线 之 前 
可 能 需要 对 (a ,65,c) 作 初步 调整 ), 他 在 Oberwolfach 散发 了 一 份 打 字 稿 ,在 其 中 
他 给 出 了 他 的 曲线 不 是 模 曲 线 ( 即 “谷山 猜想 性 费 马 猜 想 "这 一 纺 涵 关系 ) 的 一 
个 不 完整 证 明 的 大 纲 . 他 期 望 他 的 证 明 能 被 模 曲 线 理论 方面 的 专家 来 完整 化 . 
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弗 雷 开始 观察 到 ,一 旦 E 是 模 曲 线 , 那 它 的 p -除法 点 (p - division points) 
的 群 E[p] 也 是 ,这 就 是 说 ,把 E[p] 看 做 Q 上 的 代数 群 ,可 以 把 它 嵌入 与 一 个 
适当 的 商 研 /H 典范 相伴 的 Q 上 的 代数 曲线 的 雅 可 比 之 中 . 塞 尔 在 知道 了 弗 雷 
的 构造 以 后 ,陈述 了 两 个 猜想 ,它们 蕴涵 E[p] 与 SL(2, Z) 的 一 个 特定 的 同 余 
子 群 To(2) 相 伴 ,因为 To(2)/H 的 雅 可 比 等 于 零 , 所 以 这 是 荒 雇 的 . 

从 塞 尔 的 两 个 猜想 里 , 瑞 宾 特 认识 到 ,在 他 读 梅 热 的 论文 时 所 提出 的 一 个 
问题 可 以 推广 .1986 年 7 月 ,大约 在 塞 尔 的 两 个 猜想 提出 一 年 之 后 , 瑞 宾 特 证 明 
了 它们 ,他 宣布 ,他 证 明了 “谷山 猜想 才 费 马 猜 想 ”, 这 使 数学 界 相信 费 马 最 后 定 
理 一 定 成 立 :几乎 所 有 的 数论 专家 们 都 期 待 着 有 一 天 谷山 猜想 会 成 为 一 个 定 
理 .然而 这 毕竟 是 一 个 美好 的 愿望 .对 于 真正 了 解 其 难度 的 人 来 说 一 般 都 接受 
这 一 看 法 , 即 现在 距 谷山 猜想 证 明 的 出 现 还 很 瑰 远 . 

但 是 怀 尔 斯 对 谷山 猜想 的 证 明 还 不 可 能 出 现 的 看 法 并 不 以 为 然 ,在 他 了 解 
到 费 马 最 后 定理 是 这 一 猜想 的 推论 后 ,立即 开始 了 他 的 庞大 谷山 猜想 的 证 明 . 
这 个 证 明 用 到 了 他 以 前 工作 中 (包括 他 和 梅 热 合作 的 工作 中 ) 以 及 法 尔 廷 斯 格 
林 伯 格 、 哈 蒂 、 柯 罗 亚 金 等 人 (这 里 仅 引 几 个 名 字 ) 工 作 中 的 结果 和 技巧 .在 怀 尔 
斯 收 到 菲 金 的 一 篇 预 印 本 之 后 ,一 块 主要 的 绊脚石 被 搬 掉 了 . 

在 下 面 几 段 里 我 们 转 引 西 瑞 贝 特 所 介绍 的 怀 尔 斯 的 证 明 概 述 ， 

为 了 证 明 一 条 半 稳 定 椭圆 曲线 E/Q 是 模 曲线 , 怀 尔 斯 固定 -- 个 奇 素数 1， 
实际 上 取 作 3 或 5. 考 察 Gol(Q/Q) 在 E 的 1- 军 可 除 点 (1 power division 
points) 上 的 作用 ,就 得 到 与 E 相伴 的 1- adic 表示 pi: Gal(Q@/Q) 一 6L(2,2,). 
椭圆 曲线 E 适合 谷山 猜想 , 当 且 仅 当 o 在 如 下 意义 下 是 “ 模 的 "(modular) , 即 它 
在 通常 方式 下 与 一 个 权 - 2 的 尖 (cuspidal) 本 征 形式 相伴 .表示 p,,“ 看 上 去 并 且 
感觉 是 " 模 的 是 指 它 有 右 行列 式 并 且 在 ! 和 其 他 分 歧 素数 处 适合 某 些 必要 的 局 
部 条 件 . 

粗略 地 说 , 怀 尔 斯 证 明了 像 wy 这 样 的 一 个 表示 是 模 的 .如 果 它 “看 上 去 并 
感觉 是 ” 模 的 ,并 且 它 mod ! 约 化 成 一 个 表示 pi; 6L(@/Q) 一 GL(2, F) ,而 nr 
是 :(1) 映 上 的 ;(2) 本 身 是 模 的 .条 件 (2) 的 意思 是 ,pi 可 以 提升 成 某 个 模 表 示 ; 
换言之 ,我 们 希望 p: 和 某 个 模 表示 同 余 .( 在 许多 情况 下 ,在 研究 Pr 时 ,我 们 可 
以 用 “不 可 约 "来 代替 “上 映 上 ") 

怀 尔 斯 的 证 明 是 用 梅 热 的 形变 理论 (deformation theory) 的 语言 来 表达 的 . 怀 
尔 斯 考察 了 适合 (1) 和 (2) 的 表示 pi 的 形变 ,并 局 限 他 的 注意 力 于 那些 似乎 能 
够 与 权 2 尖 形 式 相伴 的 形变 (他 要 求 形 变 的 行列 式 是 分 圆 特征 标 ,并 且 在 素数 
1 处 加 了 一 个 局 部 条 件 . 例 如, 如果 5 超 奇异 (supersingular) ,他 要 求 形变 与 贝 巴 
斯 特 - 塔 特 (Barsotti - Tate) 群 局 部 地 在 1 处 相伴 ) . 怀 尔 斯 证 明了 凡 有 的 这 种 形 
变 是 模 的 ,由 此 验证 了 梅 热 的 一 个 猜想 .为 了 证 明 这 一 点 ,他 必须 证 明 , 局 部 环 
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的 某 个 结构 映射 (stmctural map) 9 ,若是 映 上 的 , 则 事实 上 就 是 同 构 . 在 这 里 怀 
尔 斯 用 了 梅 热 等 许多 人 的 思想 .这 证 明 p 是 满 射 , 怀 尔 斯 研究 了 对 于 p 的 一 个 
模 提升 5 的 对 称 平方 (symmetric square of a modular lift) 的 经 典 塞 尔 默 (Selmer) 群 
的 一 个 类 比 ,并 且 柯 罗 亚 金 和 菲 舍 的 那些 技巧 导出 的 技巧 给 出 它 的 界 (在 许多 
情形 下 , 怀 尔 斯 确切 地 计算 了 这 个 塞 尔 默 群 的 阶 ) . 

怀 尔 斯 证 明了 这 个 关键 定理 之 后 ,接着 就 去 证 明 已 是 模 曲线 .他 先 研究 
1= 3 的 情形 .利用 滕 内 尔 (J.Tunnel) 的 一 条 定理 ,再 加 上 H. Saito-T. Shintani 和 
朗 兰 兹 的 一 些 结果 ,他 证 明 ps 适合 (2) 当 且 仅 当 它 适合 (1) .由 此 推出 , 当 ps 是 
满 射 时 ,E 是 模 曲 线 . 

怀 尔 斯 在 他 的 第 二 讲 结束 的 时 候 , 提 出 了 一 个 诱 人 的 问题 , 即 当 p; 不 是 满 
射 时 ,情况 怎样 ? 例如 ,假定 ps 可 约 ,我 们 是 否 仍 能 达到 目的 ? 怀 尔 斯 在 第 三 
讲 中 解释 了 他 对 这 个 问题 的 惊奇 解答 .他 利用 希 尔 伯 特 不 可 约定 理 和 格 布 塔 叶 
夫 ( Gebotarev) 密 度 定理 , 造 了 一 个 辅助 性 的 半 稳 定 椭圆 曲线 已 , 它 的 mod 3 表 
示 适 合 (1) 而 它 的 mod 5 表示 和 ps 同 构 . 因 为 模 曲线 了 (5) 的 亏 格 等 于 0, 所 以 
这 个 构造 成 功 了 .运用 一 次 他 的 关键 定理 , 怀 尔 斯 就 证 明了 E' 是 模 曲 线 .因为 
ps 可 以 看 做 从 E' 来 的 ,所 以 它 是 模 的 . 怀 尔 斯 再 一 次 运用 它 的 关键 定理 ,这 次 
是 用 到 ps 上 ,他 就 推出 E 是 模 曲 线 . 

谷山 猜想 的 怀 尔 斯 证 明 是 近代 数学 的 巨大 里 程 碑 .一 方面 , 它 戏剧 性 地 说 
明了 在 我 们 处 理 具体 的 不 定 方程 (diophantine equation ) 时 积累 起 来 的 抽象 “ 工 
具 " 的 威力 . 另 一 方面 , 它 使 我 们 大 大 接近 了 把 自 守 表 示 和 代数 侯 联 成 一 体 的 目 
标 . 


费 马 大 定理 将 数学 特有 的 魅力 展现 给 每 个 人 ,使 他 们 能 欣赏 它 . 
一 一 阿 林 : 杰 克 进 ( Allyn Jackson ) 

为 了 理解 怀 尔 斯 的 证 明 思路 ,我 们 先 介绍 一 个 描述 数学 家 思维 的 比喻. 英 
国 数学 家 哲学 家 诺 东 曾 形象 地 打 了 一 个 比喻 ,使 我 们 可 以 将 见 数学 家 独特 的 
思维 方式 之 一 班 .她 说 :现在 有 一 位 数学 家 和 一 位 物理 学 家 利用 煤气 和 水 壶 去 
烧 开 水 , 当 水 过 是 空 的 时 候 数学 家 和 物理 学 家 行动 方式 一 样 , 都 是 先 将 水 壶 灌 
满 水 ,然后 放 到 煤气 灶 上 ,打开 火 .如 果 再 去 烧 开 已 经 灌 满 水 的 一 过 水 时 ,物理 
学 家 会 直接 将 水 壶 放 到 煤气 灶 上 ,然后 打开 ;而 数学 家 的 做 法 也 许 有 些 出 人 意 
料 , 他 会 将 已 经 灌 满 水 的 壹 倒 空 ,然后 他 说 :空谈 的 情况 我 已 经 处 理 过 了 .?” 

这 种 思维 的 实质 是 化 归 原则 ,即将 要 证 明 的 未 知 的 猜想 通过 一 定 的 方法 巧 
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妙 地 归结 到 一 个 已 经 证 明 的 定理 上 .这 样 ,此 定理 的 真实 性 便 建立 在 彼 定理 的 
真实 性 基础 之 上 

我 们 故事 的 最 有 趣 部 分 是 从 1982 至 1986 年 弗 备 的 工作 开始 的 . 弗 雷 是 一 
位 椭圆 曲线 方面 的 专家 ,他 证 明了 由 费 马 方程 的 非 平凡 解 会 得 到 很 特殊 的 一 类 
椭圆 曲线 , 即 所 谓 的 弗 雷 曲线 .这 种 曲线 的 重要 性 在 于 椭 贺 曲线 理论 是 现代 数 
论 一 个 很 大 而 且 重 要 的 分 支 , 更 为 重要 的 是 关于 椭圆 曲线 的 一 系列 标准 猜想 均 
可 推出 弗 雷 曲线 不 可 能 存在 . 

如 果 o + 好 = o 为 费 马 方程 的 一 组 解 , 则 

y=x(x+b)(x+e) 
便 是 一 条 弗 雷 曲线 . 像 通 常 那样 ,我 们 假定 a, b,c 是 互 素 的 非 零 整数 ,而 p 为 
奇 素数 ,和 费 马 所 考虑 的 y= x -2 一样 ,这 是 一 条 有 理 数 域 Q 上 的 椭圆 曲线 . 
一 般 地 ,Q 上 的 椭圆 曲线 由 形 如 
y=ar+t+hr ter+d 

的 方程 给 出 ,其 中 ae,b,c,d 为 有 理 数 ,并 且 方 程 右边 关于 x 的 三 次 多 项 式 没 有 
重 根 . 

实际 上 ,在 构造 弗 雷 曲线 时 还 需要 小 心 一 些 . 由 于 p 为 奇数 ,由 解 o + 
如 = wo 还 可 给 出 解 多 + a? = c 和 办 +(-c)=(-b). 所 以 我 们 总 可 使 为 奇 
数 而 = 1(mod 4) .这 些 条 件 是 为 了 使 弗 雷 曲线 为 半 稳定 的 ,然后 我 们 再 假定 
p>3. 

在 20 世 纪 80 年 代 末 期 ,国际 数论 界 一 共 流 行 有 三 种 方法 由 弗 雷 曲线 加 上 

- 些 标准 的 猜想 可 以 证 明 费 马 大 定理 ,这 些 方法 所 用 的 标准 猜想 分 别 如 下 . 

(1) 关 于 算术 曲面 的 Bogomolov - 宫 冈 洋 一 - Miyaoka - 丘成桐 (BMY) 不 等 
式 , 它 给 出 与 定义 在 整数 上 的 曲线 的 各 种 不 变量 的 联系 .这 个 不 等 式 是 复 曲面 
上 一 个 熟知 不 等 式 的 算术 模拟 .根据 帕 希 恩 的 一 个 定理 可 知 ,这 个 不 等 式 可 推 
出 斯 皮 罗 (Szpiro) 猜 想 ( 它 叙述 椭圆 曲线 的 最 小 判别 式 和 导 子 的 关系 .判别 式 和 
导 子 是 椭圆 曲线 两 个 不 变量 ,我 们 将 在 后 面 给 出 定义 ) .最 后 ,由 斯 皮 罗 猜想 可 
以 推出 费 马 大 定理 对 于 充分 大 的 p 均 成 立 . 

(2) 关 于 整数 上 定义 的 曲线 上 诸 点 (对 于 正则 类 ) 的 高 度 的 沃 伊 塔 ( Vojta) 猜 
想 ,这 个 猜想 可 推出 莫 德 尔 猜想 , 它 也 可 推出 费 马 大 定理 对 充分 太 的 指数 n 成 
也 . 

(3) 谷 出 - 志 村 猜想 (是 说 所 有 椭圆 曲线 均 是 模 曲 线 . 我 们 今后 再 给 出 更 精 
细 的 叙述 ) ,由 它 再 加 上 塞 尔 关于 伽 罗 瓦 模 表示 的 水 平 约 化 的 一 个 猜想 ,可 以 推 
出 费 马 大 定理 对 所 有 p 均 成 立 . 

1988 年 , 宫 冈 洋 一 (BMY 中 的 M) 在 波恩 的 一 次 演讲 中 宣布 他 证 明了 算术 
BMY 不 等 式 (详细 见 后 章 ), 从 而 延 用 上 述 方法 对 充分 大 p 证 明了 费 马 大 定理 . 
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演讲 后 的 几 天 之 内 ,报纸 上 大 肆 宣 扬 , 遗 憾 的 是 在 一 周 之 后 他 要 回 了 他 的 证 明 ， 
因为 在 推理 中 发 现 错误 . 

沃 伊 塔 猜想 至 今 未 能 被 证 明 , 它 是 一 大 类 猜想 和 问题 的 代表 .这 些 猜 想 和 
问题 主要 研究 具有 整数 解 的 某 些 方程 的 有 理解 的 大 小 和 位 置 . (Number Theory 
轩 : Diophantine Geometry(Springer, 1991)) .特别 在 该 书 第 63 ~ 64 页 讨论 沃 伊 塔 
猜想 和 费 马 大 定理 .这 方面 的 进一步 结果 可 见 兰 (S.Lang) 的 书 《数论 弄 》. 

我 们 现在 要 讲 的 是 通 往 费 马 大 定理 的 第 3 条 路 上 发 生 的 故事 .1985 年 , 弗 
雷 试图 证 明 由 谷山 - 志 村 猜想 可 推出 费 马 大 定理 ,但 是 他 的 证 明 有 许多 漏洞 ， 
不 少 人 试图 修补 弗 雷 的 推理 ,但 只 有 塞 尔 看 出 ,利用 某 些 伽 罗 瓦 模 表示 关于 水 
平 约 化 的 一 个 猜想 可 以 修补 弗 雷 的 漏洞 .所 以 , 弗 雷 和 塞 尔 一 起 证 明了 :将 谷 
山 - 志 村 猜想 和 塞 尔 的 水 平 约 化 猜想 加 在 一 起 可 以 推出 费 马 大 定理 . 

到 了 1986 年 ,里 伯 特 在 通 往 费 马 大 定理 的 这 条 路 上 迈 出 了 重要 的 一 步 ,他 
证 明了 塞 尔 猜 想 .于 是 , 费 马 大 定理 成 了 谷山 - 志 村 猜想 的 推论 .在 这 一 进展 的 
激励 之 下 , 怀 尔 斯 开始 研究 谷山 - 志 村 猜想 .7 年 后 ,他 宣布 证 明了 谷山 - 志 村 
猜想 对 于 半 稳 定 的 椭圆 曲线 是 正确 的 .我 们 在 下 面 将 会 看 到 ,这 对 于 证 明 费 马 
大 定理 已 经 足够 了 .当时 ,据说 在 怀 尔 斯 证 明 的 初稿 还 没有 拿 出 来 以 前 ,他 的 证 
明 加 起 来 有 200 多 页 ,但 是 数学 界 许多 人 士 相 信 证 明 是 经 得 起 仔细 审查 的 . 

有 趣 的 是 , 弗 雷 不 是 看 出 费 马 大 定理 与 椭圆 曲线 有 联系 的 第 一 位 .过 去 的 
联系 多 为 用 关于 费 马 大 定理 的 已 知 结果 来 证 明 椭 圆 曲 线 的 定理 .但 是 ,1975 年 
赫 勒 高 区 (Hellegouareh) 于 文章 《椭圆 曲线 的 2p* 阶 点 》( Acta Arith. 20(1975)， 
253-263) 的 第 262 页 给 出 了 对 于 n =2p' 的 费 马 方程 解 的 弗 雷 曲线 . 不 容 置疑 ， 
弗 雷 第 一 个 猜 出 由 谷山 - 志 村 猜想 可 推出 弗 雷 曲线 是 不 存在 的 . 

为 了 解释 清楚 谷山 - 志 村 猜想 ,我们 首先 需要 知道 什么 是 模 函 数 . 

定义 ”上 半 平 面 {x +iyly >0} 上 的 函数 /(z) 叫 作 水 平 N 的 模 函 数 ,是 指 ; 

(1)7(z) (包括 在 尖 点 处 ) 是 亚 纯 的 (这 是 复 变 函数 可 微 性 的 模拟 ). 


(2) 对 每 个 方 隆 ( ,其中 ,a -be =1,avbyerd EZ 并 且 N1c, 有 


Eb) = (az) 
猜想 (谷山 - 志 村 ) 给 了 Q 上 一 条 椭圆 曲线 这 = ax? + bo2 + cx + d, 必 
存在 水 平均 为 N 的 两 个 不 为 常数 的 模 函 数 /(z) 和 g(z) ,使 得 
f(z2)* = ag(z) + bg(z) + cg(z)+d 
所 以 谷山 - 志 村 猜想 是 说 :Q 上 的 椭 图 曲线 均 可 由 模 函数 来 参数 化 . 即 
攻 入 这 梓 的 和 图 曲线 叫 作 生 出线 . 怀 尔 斯 对 一半 鸡 定 的 本 图 昌 线 证 明了 


这 个 猜想 .值得 指出 的 是 ,我 们 对 这 一 猜想 的 叙述 是 非常 狭义 的 ,而 且 也 是 不 完 
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全 的 ,还 必须 要 求 这 类 参数 化 在 某 种 意义 下 “定义 于 Q 上 ”. 实 际 上 ,数学 家 们 工 
作 时 是 采用 模 曲 线 的 其 他 一 些 定义 方式 . 

除了 模 函 数 之 外 ,我 们 还 需要 知道 什么 是 权 2 的 模 形式 .给 出 这 种 模 形式 
的 最 容易 的 办 法 是 利用 椭 图 积分. 所谓 椭 圆 积分 是 形 如 


| dx 
Vaxr’i+ bxr+cer+d 
的 积分 (严格 说 来 ,这 只 是 第 一 类 椭圆 积分 ,还 有 许多 其 他 类 型 的 椭圆 积分 ). 如 
果 了 2 = an + be?+ cr + 山 则 积分 为 | 此 .如 果 这 是 一 条 本 曲线 , 则 = = 7(z)， 
y = 8(z), 而 
A- F(z)dz 

由 于 F(z) 在 定义 中 矩阵 作用 的 变换 方式 ,我 们 称 F(z) 为 水 平 N 和 权 2 的 模 形 
式 .函数 (2z) 有 一 些 很 值得 注意 的 性 质 : 它 是 全 纯 的 并 且 在 尖 点 处 取 值 为 零 ， 
所 以 叫 作 尖 点 形式 .此 外 ,F(z) 是 尖 点 形式 向 量 空 间 对 于 某 个 赫 克 (Hecke) 代 
数 作用 的 本 征 形式 .所 以 F(z) 是 多 种 性 质 混 于 一 身 的 数学 对 象 . 

奇迹 出 现 于 P(z) 和 曲线 7 = ax3+ bx? + cx + d 有 密切 的 联系 ,粗糙 地 说 ， 
只 要 对 所 有 素数 p 知道 了 同 余 式 y? = ax3 + bx?+ cx +d (mod p) 的 解数 , 便 可 
由 此 构造 出 F(z). 然 后 由 于 F(z) 是 水 平 N 和 权 2 的 模 形式 ,可 以 告诉 我 们 关 
于 上 述 椭圆 曲线 的 一 些 深刻 的 性 质 . 这 是 使 谷山 - 志 村 猜想 吸引 人 的 一 个 原 
因 . 即使 它 没有 和 费 马 大 定理 的 联系 , 它 的 证 明 也 会 使 数论 专家 们 兴奋 不 已 . 

现在 我 们 可 以 粗略 地 讲 一 下 弗 雷 和 塞 尔 的 推理 , 即 说 明 为 什么 费 马 大 定理 
是 谷山 - 志 村 猜想 和 塞 尔 的 水 平 约 化 猜想 的 推论 . 设 费 马 方程 有 解 a? + br = 
以 .我 们 仍 像 前 面 一 样 假定 p 为 大 于 3 的 素数 ,而 a,b,c 为 互 素 的 整数 ,b 是 偶 
数 而 c。 = 1(mod 4). 第 一 步 需要 计算 弗 雷 曲线 y? = x(x + 如 )(x + 中 ) 的 一 些 
不 变量 . 

三 次 多 项 式 *(x + 如 )(x + oz) 的 判别 式 为 根 差 平 方 之 乘积 

(- -0(- eo-0(e+b) 

由 于 a,b,c 为 费 马 方程 的 解 ,可 知 它 等 于 a2pb2zc2p . 

除了 上 面 定 义 的 判别 式 之 外 ,椭圆 曲线 还 有 一 个 更 精细 的 不 变量 叫 作 最 小 
判别 式 .可 以 证 明 , 上 述 弗 雷 曲线 的 最 小 判别 式 为 2-5a*?b*?c”?. 由 于 4 为 偶数 及 
p > 5, 这 个 最 小 判别 式 仍旧 是 整数 .( 区 别 在 于 :判别 式 和 定义 曲线 的 具体 方程 
有 关 , 而 最 小 判别 式 是 曲线 本 身 的 内 蕴 性 质 ) 

上 述 弗 雷 曲线 的 导 子 为 V = []p. 谷 山 - 志 村 猜想 的 更 精细 形式 认为 这 


plabe 
个 导 子 等 于 将 曲线 参数 化 的 模 函 数 的 水 六 N. 
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上 述 弗 雷 曲线 的 j 不 变量 为 j} = 28(b2 + c*? -bPe?)/(abc)”. 

然后 可 得 到 关于 弗 雷 曲线 的 如 下 结果 . 

定理 1 弗 雷 曲线 是 半 稳 定 的 . 

证 明 ”我 们 首先 要 说 明 半 稳定 的 含义 . 如果 某 个 素数 1 除 尽 判别 式 , 则 三 
个 根 当中 至 少 有 两 个 根 是 模 ! 同 余 的 .粗粮 地 说 ,一 条 椭圆 曲线 叫 作 半 稳定 的 ， 
是 指 对 每 个 可 除 尽 判别 式 的 素数 1, 恰 好 只 有 两 个 根 模 ! 同 余 ( 在 1 = 2 和 3 的 
情形 还 应 复杂 一 些 ). 于 是 在 除 尽 判 别 式 的 1 大 于 3 时 ,上 述 条 件 是 满足 的 ,因为 
判别 式 为 (abc)2 ,而 三 个 根 为 0, - 和 -of, 其 中 如 和 c? 互 素 .对 于 1 = 2 和 
1 = 3 的 情形 ,验证 半 稳定 性 还 需 再 花 点 力气 .对 于 1 = 2 需要 用 条 件 216b 和 
c = 1(mod 4). 

推论 ( 怀 尔 斯 ) 弗 雷 曲线 是 模 曲 线 . 

引 理 。 对 每 个 奇 素数 ! 1 NN, 弗 需 曲线 的 j 不 变量 可 写成 1 .gq, 其 中 m 
为 正 整数 ,而 9 是 分 数 ,并 且 g 的 分 子 分 母 均 不 包含 因子 1.( 这 时 ,我 们 称 j 不 变 
量 恰好 被 1-"” 除 尽 ) 

证 明 ”车 上 恰好 除 尽 j 不 变量 的 分 母 , 则 1 显然 为 p 的 倍数 ,而 j 不 变量 的 
分 子 为 

28(b2 + cP - be) =2002+c (ar + be)) =28(bcz -ar 加) = 
28((ar + 加) - ap 如 ) = 28(a2zz + bP + aPbr) = 
(az + bar + br)) = 2a + brer) 

由 11 WN 可知 1 除 尽 a,b,c 当中 的 至 少 一 个 .由 于 a,b,c 互 素 而 且 1 为 奇数 ,可 
知 ! 不 能 除 尽 分 子 .这 就 证 明了 引 理 2. 注意 此 引 理 在 ! = 2 时 不 成 立 , 因 为 分 子 
有 因子 2 

由 于 上 述 三 个 结果 (曲线 是 半 稳定 的 模 曲线 , 并 且 对 每 个 奇 素数 ! 1 N, 恰 
好 除 尽 了 不 变量 的 ! 的 赛 指数 为 p 的 倍数 ), 下 面 要 讨论 的 塞 尔 水 平 约 化 猜想 可 
用 于 所 有 奇 素数 ! 1 N. 现 在 我 们 可 以 证 明 费 马 大 定理 

定理 2 ”对 每 个 奇 素数 p, 方 程 ?+ y? = zz 没有 整数 解 a,b,c 使 abc = 0. 

证 明 ”假设 有 解 w+ = ?并 且 p,a,b,c 满 足 前 面 的 假定 , 则 我 们 有 -- 
条 弗 雷 曲线 ,由 推论 它 给 出 水 平 N 和 权 2 的 一 个 尖 点 形式 .这 条 曲线 还 有 一 
个 伽 罗 瓦 表示 p, 作 用 于 曲线 的 p 阶 点 上 (我 们 不 能 说 明 它 的 确切 含义 了 ). 下 和 
表示 p 之 间 以 非常 好 的 方式 联系 在 一 起 

如 上 所 述 , 塞 尔 水 平 约 化 猜想 的 假设 对 于 N 的 每 个 奇 素 因子 1 均 成 立 .这 
时 ,由 里 伯 特 所 证 的 塞 尔 猜想 可 推出 :存在 水 平 N/1 和 权 2 的 尖 点 形式 严 ,使 得 

F' = F(mod p) 
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全 信之 大 成 一 士 人 般 吉 多样 磋 搬 通 


他 完成 了 一 个 思想 链 . 
一 一 尼克 拉 斯 ， 卡 英 (Nicholas Katz) 
引 言 
1993 年 6 月 在 关于 “p - adic 伽 罗 瓦 表示 , 岩 坡 理论 和 玉川 (Tamagawa) 的 动 
机 数 "的 为 期 一 周 的 讨论 班 上 , 怀 尔 斯 宣布 他 可 以 证 明 有 * 许 多 ”条 椭圆 曲线 是 
模 曲 线 ,这 种 椭圆 曲线 的 数量 有 足够 多 ,从 而 蕴含 费 马 大 定理 .那么 怀 尔 斯 关 
于 椭圆 曲线 的 工作 ,究竟 是 怎样 和 费 马 大 定理 联系 起 来 的 . 这 是 所 有 数论 爱好 
者 和 数学 家 都 极 感 兴趣 的 . 
怀 尔 斯 在 剑桥 讲演 中 提出 的 思想 对 数论 的 研究 将 有 重大 的 影响 .鉴于 人 们 
对 此 问题 有 极 大 的 兴趣 ,同时 又 缺乏 可 以 公开 获得 的 手稿 , 瑞 宾 与 塞 尔 韦 伯 格 
根据 怀 尔 斯 的 报告 详尽 地 介绍 了 证 明 的 主要 思路 . 以 下 便 是 报告 内 容 . 这 份 报 
告 不 仅 对 数学 界 是 有 用 的 ,而且 对 那些 数学 爱好 者 也 有 一 定 用 处 . 这 种 用 途 并 
非 是 指望 他 们 能 从 中 学 到 多 少 定理 及 方法 .客观 地 说 ,这 些 对 专业 数学 家 来 说 
也 是 很 艰深 的 . 钱 钟 书 先生 的 《 管 锥 篇 》 和 《 谈 艺 录 》 对 几乎 所 有 人 来 说 都 是 属 
于 那 种 壁 立 千 倪 的 爷 止 之 作 , 但 却 发 行 量 极 大 . 这 说 明 看 慌 并 不 是 想 看 的 唯一 
动机 .还 有 一 个 重要 原因 是 敬仰 ,对 于 热衷 于 费 马 大 定理 猜想 的 爱好 者 来 说 ,这 
种 稍微 详细 的 介绍 或 许可 以 起 到 高 山 仰 止 和 “ 知 难 而 退 ”的 作用 . 一 是 让 他 们 
通过 这 套 精深 工具 的 运用 看 到 现代 数学 距离 他 的 知识 水 平 有 多 远 . 另外 ,使 他 
们 产生 临 渊 羡 鱼 不 如 退 而 结 网 的 念头 ,并 大 概 知道 漳 有 多 深 , 鱼 有 多 大 ,反省 出 
他 现在 的 数学 水 平 之 于 痪 马 大 定理 无 疑 于 用 捉 虾 的 网 去 捕 鲸鱼 ,用 自行 车 去 登 
月 球 .从 这 个 意义 上 说 ,看 不 明白 要 比 看 明白 似乎 更 好 ,而 以 前 大 多 数 通俗 过 劲 
了 的 科普 文章 对 一 些 具 体 过 程 过 于 省 略 给 一 些 急功近利 的 读者 造成 自己 离 费 
马 大 定理 没 多 远 , 竹 短 脚 , 伸 伸手 就 能 够 着 的 感觉 .这 也 是 造成 目前 假 证 明 稿子 
满天飞 的 原因 之 一 ,要 根治 这 种 狂热 症 ,把 证 明 的 细节 展示 给 他 似乎 是 一 剂 良 
方 .几乎 没什么 业余 数学 家 企图 证 明 黎 曼 猜想 . 比 勃 巴 替 猜 想 , 范 . 德 . 瓦尔 登 
猜想 ,因为 他 们 从 记号 上 就 品 出 这 类 问题 并 不 是 给 他 预备 的 ,另外 这 种 介绍 对 
科普 界 以 玄 对 玄 的 学 风 也 有 帮助 . 
本 文 整数 有 理 数 .复数 和 p - adic 整数 分 别 用 Z,Q,C 和 ,表示 , 若 所 是 
一 个 域 , 则 表示 FF 的 代数 闭 包 . 
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$1 ” 费 马 大 定理 和 椭圆 曲线 之 间 的 联系 

1.1 ”从 椭圆 曲线 的 模 性 导出 费 马 大 定理 

假设 费 马 大 定理 不 真 , 则 存在 非 零 整数 a,b,c 及 n > 2 使 "+b"=c". 易 
见 , 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 n 是 大 于 3 的 素数 也 可 假设 n > 4x 10; 对 n = 3 及 
4, 且 a 与 b 互 素 . 写 出 三 次 曲线 

P= x(x+a)(x- b") 0 

在 1.3 中 我 们 将 看 到 ,这 种 曲线 是 椭圆 曲线 ,在 1.4 中 我 们 要 说 明 “ 椭 圆 曲 
线 是 模 曲 线 ” 的 含义 . 瑞 宾 证 明了 如 果 n 是 大 于 3 的 素数 ,a,b,c 为 非 零 整数 ， 
且 a" + 如 = ce”, 那么 椭圆 曲线 @ 不 是 模 曲线 .但 是 怀 尔 斯 宣布 的 结果 蕴含 下 
面 的 定理 . 

定理 1.1 (人 怀 尔 斯 ) 若 4 与 及 是 不 同 的 非 零 互 素 整数 , 且 4B(4 - B) 可 被 
16 整除 ,那么 椭圆 曲线 

Y= x(x+A)(r+ B) 
是 模 曲 线 . 

取 4 = a",B =- 了 ,这 里 a,b,c 和 n 是 取 上 述 费 马 方 程 的 假设 存在 的 解 ， 
我 们 看 到 ,由 于 n > 5 且 a,b,c 中 有 一 个 是 偶数 ,所 以 定理 1.1 的 条 件 是 满足 
的 .从 而 定理 1.1 和 瑞 宾 的 结果 合 起 来 就 将 含 着 费 马 大 定理 . 

1.2 历史 

费 马 大 定理 和 椭圆 曲线 之 间 的 联系 始 于 1955 年 ,当时 谷山 提出 了 一 些 问 
题 ,它们 可 以 看 成 是 下 述 猜想 的 较 弱 的 形式 . 

谷山 - 志 村 猜想 ”Q 上 的 每 条 椭 贺 曲线 都 是 模 曲线 . 

这 一 猜想 目前 的 这 种 形式 是 大 约 在 1962 ~ 1964 年 间 由 志 村 五 郎 作 出 的 ， 
而 且 由 于 志 村 和 安德鲁 的 工作 ,这 一 猜想 变 得 更 易于 为 人 们 所 理解 .谷山 - 志 
村 猜想 是 数论 中 的 主要 猜想 之 一 . 

从 20 世纪 60 年 代 后 期 开始 , 赫 勒 高 区 把 费 马 方程 a" + 如 = c" 和 形 如 @ 
的 椭圆 曲线 联系 起 来 ,并 且 用 与 费 马 大 定理 有 关 的 结果 来 证 明 与 椭圆 曲线 有 关 
的 结论 . 1985 年 ,形势 发 生 了 突然 的 变化 , 弗 雷 在 Oberwolfach 的 一 次 演讲 中 说 ， 
由 费 马 大 定理 的 反例 所 给 出 的 椭圆 曲线 不 可 能 是 模 曲 线 . 此 后 不 久 , 罗 贝 特 按 
照 塞 尔 的 思想 证 明了 这 一 点 . 换 句 话说 ,谷山 - 志 村 猜想 蕴含 着 费 马 大 定理 . 

前 进 的 路 线 就 这 样 确定 了 :通过 证 明 谷山 - 志 村 猜想 (或 者 确 知 费 马 方程 
给 出 的 椭圆 曲线 均 为 模 曲 线 也 就 够 了 ) 来 证 明 费 马 大 定理 . 

1.3 ”椭圆 曲线 

定义 1.1 Q@ 上 的 椭圆 曲线 是 由 形 如 


2 3 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


yY +axy+ay= x + aax2 + dax + a6 © 
的 方程 所 定义 的 非 奇 异 曲 线 ,其 中 诸 系 数 mi(i = 1,…,6) 均 为 整数 , 解 (- %， 
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+ m) 也 可 看 成 是 椭圆 曲线 上 的 一 个 点 . 

注意 (1) 曲线 /f(x,y) = 0 上 的 奇 点 是 两 个 偏 导数 均 为 0 的 点 .曲线 称 为 
非 奇异 的 ,如 果 它 没有 奇 点 . 

(2)Q 上 的 两 条 椭圆 曲线 称 为 同 构 的 , 如 果 其 中 一 条 可 经 坐标 变换 x = 
42x' + BB,y = 人 Y + Cx' + D 从 另 一 条 曲线 得 到 ,这 里 4,B,C,DE Q 且 代 
换 后 两 边 要 被 4s 除 之 . 

(3)Q 上 每 条 椭圆 曲线 必 与 形 如 

7 = x + a2x? +aax+ ae 
(ai 为 整数 ) 的 一 条 曲线 同 构 .这 种 形状 的 曲线 是 非 奇 异 的 , 当 且 仅 当 右 方 的 三 
次 多 项 式 没有 重 根 . 

例 1.1 方程 y= x(x +32)(x 一 个) 定义 了 Q@ 上 的 一 条 椭圆 曲线 . 

1.4 ” 模 性 

令 人 表示 上 半 复 平面 jz € C1 Im(z) > 0| ,其 中 Im(z) 为 z 的 虚 部 . 若 N 
为 正 整数 ,定义 卸 阵 群 


rw = 1(° We SLa(Z) 1c 可 以 被 N 整除 | 


和 To(N) 用 线性 分 析 变 换 { ”“] (>) = 区 二 和 作用 在 N 上 , 商 室 间 N/To(N) 


是 一 个 ( 非 紧 的 ) 黎 曙 曲面 .通过 加 进 称 为 “ 尖 点 ”的 有 限 点 集 可 将 此 商 空间 变 
为 一 个 紧 黎 曼 曲面 ,在 Fo( N) 的 作用 下 , 尖 点 集 是 Q U liw1 的 有 限 多 个 等 价 
类 .椭圆 曲线 上 的 复 点 也 可 看 成 是 一 个 紧 黎 曼 曲面 . 

定义 1.2 椭 贺 曲线 是 模 椭 加 曲线 ,如 果 对 某 个 整数 N 存 在 从 Xo( NN) 到 
上 的 一 个 全 纯 映 射 . 

例 1.2 可 以 证 明 , 存 在 从 Xo(15) 到 椭圆 曲线 y= x(x + 3)(x - 42) 上 
的 (全 纯 ) 映射 . 

注意 ” 模 性 有 许多 等 价 的 定义 . 某 些 情形 的 等 价 性 是 很 深刻 的 结果 .为 讨 
论 怀 尔 斯 对 费 马 大 定理 的 证 明 , 只 要 用 后 面 1.7 中 给 出 的 定义 就 够 了 . 

1.5 “ 半 稳 定性 

定义 1.3 Q 上 一 条 椭圆 曲线 称 为 在 素数 p 处 是 半 稳 定 的 ,如 果 它 与 Q 上 
一 条 椭圆 曲线 同 构 ,后 者 mod g 或 者 是 非 奇 异 的 ,或 者 有 一 个 奇 点 ,在 该 奇 点 有 
两 个 不 同 的 切 方向 .Q 上 一 条 椭圆 曲线 称 为 是 半 稳定 的 ， 四 它 在 每 个 素数 点 
是 半 稳 定 的 . 

例 1.3 ”椭圆 曲线 y= x(x + 32)(x -下 ) 是 半 稳定 的 ,因为 它 同 构 于 )2 + 
妙 +y = 妈 + 和 -10x -10, 但 是 椭圆 曲线 y? = x(x +4)(z - 32) 不 是 半 稳 
定 的 ( 它 在 2 不 是 半 稳 定 的 ). 
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后 面 我 们 要 前 述 怀 尔 斯 是 怎样 证 明 他 关于 伽 罗 瓦 表示 的 主要 结果 蕴含 下 
面 这 部 分 . 

半 稳定 谷山 - 志 村 猜想 Q 上 每 条 半 稳 定 的 椭圆 曲线 均 为 模 曲线 . 

命题 1.1 半 稳 定 谷山 - 志 村 猜想 蕴涵 定理 1.1. 

注意 ”我 们 看 到 定理 1. 1 和 罗 贝 特定 理 合 起 来 蕴涵 费 马 大 定理 .于 是 , 半 
稳定 谷山 - 志 村 猜想 蕴涵 费 马 大 定理 . 

1.6 ” 模 形式 

本 节 中 我 们 涉及 的 模 性 是 用 模 形式 定义 的 . 

定义 1.4 ”如 果 NN 是 正 整 数 ,关于 To(N) 的 一 个 权 为 上 的 模 形式 /是 一 个 


全 纯 函 数 广 N 一 C ,对 每 个 y = {” 中 E To(N) 和 = E N, 它 满 是 


JUx(z)) = (cz + d)cz) @ 
而 且 它 在 尖 点 也 是 全 纯 的 . 


模 形式 满足 /(z) = f(z + Dde(s je Ta( N) 用 于 式 @), 故 它 有 伟 里 


叶 展 开 式 f(z) = De es ,其 中 an 为 复数 ,n > 0, 这 是 因为 /在 尖 点 iw 是 


全 纯 的 . 我 们 称 /是 - -个 尖 点 形式 ,如 果 在 所 有 尖 点 处 它 取 值 0. 特别 有 , 尖 点 形 
式 的 系数 oo( 在 io 的 值 ) 为 0. 称 一 个 尖 形 式 是 正规 化 的 ,如 有 ai = 1. 

N 固定 时 ,对 整数 m > 1, 在 关于 To(N) 权 为 2 的 尖 点 形式 组 成 的 (有 限 
维 ) 向 量 空间 上 , 存在 交换 的 线性 算 子 Tu( 称 为 汉 克 算 子 ), 如 果 F(z) = 


2 anezxim ,那么 
per 


Tw(z) = DD doe) dr @ 


这 里 (a,6) 表示 a 与 4 的 最 大 公约 数 ,a | 6 表示 a 整除 5. 赫 克 代数 T(N) 
是 乙 上 由 这 些 算 子 所 生成 的 环 . 

定义 1.5 ”本 节 中 特征 形式 是 指 对 某 个 Fo( N) 来 说 权 为 2 的 一 个 标准 化 
的 尖 点 形式 , 它 是 所 有 汉 克 算 子 的 特征 函数 . 


根据 @ ,如果 f(z) = Doe 是 一 个 特征 形式 , 则 对 所 有 mm 有 Tu = 


anf 

1.7 ”再 谈 模 性 

设 E 是 Q 上 一 条 椭圆 曲线 .如 果 p 是 素数 , 则 用 户 记 有 P 个 元 素 的 有 限 域 ， 
而 用 E(F,) 记 E 的 方程 的 - 解 (包括 无 穷 远 点 ). 现在 来 给 出 燃 圆 曲线 模 性 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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的 第 二 定义 . 
定义 1.6 Q 上 一 条 椭 轩 曲线 是 模 曲 线 , 如 果 存在 一 个 特征 形式 
六 oemr ,对 除去 有 限 多 个 素数 外 的 所 有 素数 g 代 有 


了 四 = 9+1-#(E(P)) ® 

$2 概述 

2.1 “ 半 稳定 模 提 升 

设 Q 表 示 Q 在 C 中 之 代数 闭 包 , Co 表示 伽 罗 瓦 群 Gal(Q@/Q) .车 为 素数 ， 
记 

ep: Co Fx 
为 特征 , 它 给 出 Go 到 p 次 单位 根 上 的 作用 .如 果 EE 是 Q 上 的 椭圆 曲线 ,FF 是 复 
数 域 的 一 个 子 域 ,那么 已 的 严 - 解 集 上 存在 自然 的 交换 群 构造 ,并 以 无 穷 远 点 
为 单位 元 . 记 这 个 群 为 E( 玉 ). 如 果 p 是 素数 ,用 E[p] 记 E(Q) 中 阶 整除 p 的 点 
构成 的 子 群 , 则 有 E[p] w F2 . GQ 在 E[p] 上 的 作用 就 给 出 连续 表示 
pE,, : Go™ Gla(F,) 

(在 同 构 意 义 下 ) ,使 得 


det(pE,,) = €, © 
且 对 除去 有 限 多 个 素数 以 外 的 所 有 素数 9 
ee =g+1- #(E(F,))(mod p) (@ 


(对 每 个 素数 g 有 一 个 弗 罗 比 尼 乌 斯 (Frobenius) 元 素 Frob, € Go) 


如 果 f/(z) = Do e™™ 是 一 个 特征 形式 ,用 Yj 记 数 域 Q(a,,as,…) 的 整 
数 环 ， 《 记 住 这 里 特征 形式 皆 为 正规 化 的 ， 故 有 al = 1) 

下 面 的 猜想 是 梅 热 一 个 猜想 . 

猜想 2.1 〈 半 稳定 模 提升 猜想 ) 设 p 是 一 个 奇 素数 ,已 为 Q 上 一 条 半 稳 定 
椭圆 曲线 , 它 满足 

(1)pE,，, 是 不 可 约 的 . 


(2) 存在 一 个 特征 形式 /(:) = 六 Em™ 和 Or 的 一 个 素 理想 4, 使 PE 4， 


且 对 除去 有 限 个 以 外 的 所 有 素数 9 ， 有 
ay = 9+1- #(E(F,))(mod 4) 
那么 已 是 模 曲线 . 
2.2 朗 兰 兹 - 腾 内 尔 定理 
为 了 叙述 朗 兰 兹 - 腾 内 尔 定理 ,我 们 需要 关于 Fo( N) 的 子 群 的 权 为 1 的 模 
形式 . 
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令 
nm -1 人 ")e SI(Z)1e = 0(mod N),a = d = 1(mod N)| 
c 


在 1.5 中 用 T( NN) 代 替 To(N), 可 以 定义 (NN) 上 的 尖 点 形式 这 一 概念 .关于 
(CN) 的 权 为 1 的 尖 点 形式 组 成 的 空间 上 的 赫 克 算 子 和 定义 ， 

定理 2.1 ( 朗 兰 效 - 腾 内 尔 ) 设 po: Co- GLa(C) 是 连续 不 可 约 表 示 , 它 在 
PGL2a(C) 中 的 像 是 54( 四 个 元 素 的 对 称 群 ) 的 一 个 子 群 ,r 是 复 共 罗 , 且 


det(o(r)) = - 1. 那么 ,对 某 个 Pi(N) 有 -个 权 为 1 的 尖 点 形式 eam, 它 


是 所 有 相应 的 赫 克 算 子 的 特征 函数 ， 对 除去 有 限 多 个 以 外 的 所 有 素数 g 有 
b, = trace(p(Frob,)) ® 
由 朗 兰 兹 和 腾 内 尔 所 陈述 的 这 一 定理 ,与 其 说 产生 了 一 个 尖 点 形式 ,不 如 
说 是 产生 出 一 个 自 守 表示 .利用 det(o(r)) = - 1 及 标准 的 证 法 ,可 以 证 明 , 这 
一 自 守 表示 对 应 于 定理 2.1 中 的 权 为 1 的 尖 点 形式 . 
2.3 ” 半 稳 定 模 提升 猜想 蕴涵 半 稳 定 谷山 - 志 村 猜想 
命题 2.1 设 对 p = 3 半 稳 定 模 提升 猜想 为 真 ,为 半 稳 定 椭 圆 曲 线 ,pE 
不 可 约 ,那么 尼 为 模 曲线 . 
证 明 ”只 要 证 明 对 P = 3, 给 定 的 曲线 E 满足 半 稳 定 提升 模 猜想 的 假设 
(2) 就 够 了 ,存在 一 个 忠实 的 表示 
p:Gh(F3) > Gl(ZIV -2]) C Gia(C) 
使 得 对 每 个 g € CLs(F) 有 


3 


trace(y(g)) = trace(g)(mod(1+ V -2)) 9 
和 
det(y(g)) = det(g)(mod 3) 四 
乡 可 以 用 
到 -Cd (PE 


通过 GL2( P) 的 生成 元 给 出 显 式 定义 令 p = WoDE,。 如果 + 是 复 共 艺 , 则 由 @ 
和 四 得 到 det(o(r)) = -1.y 在 PGLs(C) 中 的 像 是 PGL2( 下 ) 之 S4 的 一 个 子 
群 .利用 oF,; 不 可 约 , 可 证 p 也 是 不 可 约 的 . 

设 是 可 中 包含 1+ V2 的 -个 素 元 , 设 5(z) = De 是 把 朗 兰 


兹 - 腾 内 尔 定理 (定理 2.1) 应 用 于 o 所 得 到 的 一 个 权 为 1 的 尖 点 形式 (对 某 个 
TI(N) 而 言 ). 由 @ 与 @ 推 出 ,N 被 3 整除 .函数 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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E(Z) +1+6 xy(d)emn 


ET 
是 关于 (3) 的 权 为 1 的 模 形式 .其 中 
0,d = 0(mod3) 
x(d) = 41,d = 1(mod 3) 
-1,d = 2(mod 3) 
乘积 g(z)E(z) = Doe 是 关于 To( NN) 的 权 为 2 的 尖 点 形式 ,其 中 co = 


如 (mod p)( 对 所 有 n). 现在 可 在 To(N) 上 求 出 一 个 特征 形式 /(z) = 
> ) oe“ ,使 得 对 每 个 上 有 as = 如 (mod p) .由 四,@,@ 知 ,满足 = 3 时 的 
et 

半 稳 定 模 提升 猜想 , 且 4 = p 门 Or. 

命题 2.2 ( 怀 尔 斯 ) 设 半 稳定 模 提升 猜想 对 p = 3 与 5 为 真 ,EF 是 Q 上 的 
半 稳 定 椭圆 曲线 ,pE ,3 可 约 , 则 已 是 模 曲线 . 

证 明 ”已 知 ,车 pE ,3 和 ppE,s 均 为 可 约 , 则 相应 的 椭圆 曲线 是 模 曲线 ,于 
是 可 以 假定 pE,s 是 不 可 约 的 .只 要 找到 像 半 稳定 模 提升 猜想 中 的 (2) 所 示 的 一 
个 特征 形式 就 够 了 ,但 是 这 一 次 没有 与 朗 兰 兹 - 腾 内 尔 定理 类 似 的 结果 可 以 帮 
我 们 的 忙 . 怀 尔 斯 把 希 尔 伯 特 的 不 可 约 性 定理 应 用 到 椭圆 曲线 的 参数 空间 ,从 
而 得 到 Q 上 另 一 条 半 稳 定 椭圆 曲线 E', 它 满足 

(1)pE',s 同 构 于 pE,s, 且 

(2)pE' ,3 是 不 可 约 的 .事实 上 ,这 样 的 E' 有 无 穷 多 个 ,现在 根据 命题 2.3 


得 , E' 是 模 曲线 . 令 f(z) = 2 anexis 是 对 应 的 特征 形式 .那么 ,对 除去 有 限 个 
以 外 的 所 有 素数 g 有 (根据 O) 
ay = qg+1- #(E(F,)) = trace(pE' ,s(Frob,)) = 
trace(OB ,s(Froby)) = g + 1 - #(E(E,))(mod 5) 
于 是 ,f 满足 半 稳 定 模 提升 猜想 中 的 假设 (2) ,从 而 推导 出 已 是 模 曲 线 . 
机 把 命题 2. 1 与 命题 2.2 合 起 来 就 证 明了 对 p = 3 和 35 成立 的 半 稳 定 模 提 升 
猜想 蕴涵 半 稳 定 朗 兰花 - 腾 内 尔 猜想 . 
§3 ”和合 罗 瓦 表示 
下 一 步 要 把 半 稳 定 模 提 升 猜想 变换 成 关于 伽 罗 瓦 表 示 的 提升 的 模 性 的 一 
个 猜想 (猜想 3.1). 在 整个 这 节 中 , 如果 4 是 一 个 拓扑 环 ,那么 表示 p: Co 一 
GL2( 4) 总 是 指 一 个 连续 同 态 ,而 [p] 总 是 表示 p 的 同 构 类 . 如果 p 是 素数 , 令 
Ep: Co 2 
为 特征 , 它 给 出 Go 在 p 次 告 单 位 根 上 的 作用 . 
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3.1 ”伴随 椭圆 曲线 的 p - adic 表示 

设 E 为 Q 上 一 条 椭 贺 曲线 ,p 是 素数 .对 每 个 正 整 数 n 用 E[p"] 记 E(Q) 中 
阶 能 整除 p" 的 点 组 成 之 子 群 ,用 7,(E) 记 E[p"] 关 于 5p 的 乘法 逆向 极限 .对 每 
个 n 有 E[p"] ws (Z/p"2Z)?, 因 此 7,(E) ww ZGo 的 作用 诱导 出 表示 

pE,,: Co Cla(Z,) 
使 得 det(pE,,) = ep 且 除 有 限 个 素数 外 ,对 所 有 素数 g 有 
trace(pE,, (Frobs)) = g + 1- #(E(F,)) 0 

把 pE,, 和 2, 到 下 , 的 约 化 映射 合 起 来 就 给 出 2.1 的 ZE, 

3.2 ” 模 表示 

如 果 f 是 一 个 特征 形式 ,A 是 0y 的 一 个 素 理想 ,用 0 记 O0/ 在 4 的 完备 化 . 

定义 3.1 ”如 果 4 是 一 个 环 , 我 们 称 表示 p: Go-> CL,(4) 是 模 表示 ,如果 


存在 一 个 特征 形式 /(z) = asemw、 一 个 包含 4 的 环 小 和 一 个 同 态 r， 
Oi4' ,使 对 除去 有 限 个 以 外 的 所 有 素数 g 有 
trace(p(Frob,)) = rt(a,) 


如 果 给 定 一 个 特征 形式 /(z) = >) ane”~ 和 0 的 一 个 索 理 想 X , 埃 舍 尔 和 志 村 
构造 出 一 个 表示 
pa: Go™ Gla( 0g) 
使 得 det(orx) = 6,( 这 里 A 站 Z = pZ), 且 对 除去 有 限 个 以 外 的 所 有 素数 g 有 
trace( pp.a) (Frobs) = ou ® 
于 是 or, 是 模 表示 ,r 取 为 0/ 到 Oj. 里 的 包含 关系 . 
设 p 是 素数 ,已 是 Q 上 一 条 椭圆 曲线 . 若 已 是 模 曲 线 , 由 团 ,D,@O 可 知 ， 
PE ,和 pk,， 均 为 模 表示 .反之 , 若 oE,， 是 模 表 示 . 则 由 四 推出 E 是 模 曲 线 ,这 
就 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 3.1 设 E 是 Q 上 一 条 椭圆 曲线 ,那么 
EE 是 模 曲 线 es 对 每 个 p,pE,， 均 为 模 表示 > 对 一 个 p,oE,， 是 模 表 示 . 
注意 。” 换 种 说 法 , 半 稳定 模 提升 猜想 可 说 成 :如 果 p 是 奇 素数 ,已 是 Q 上 
一 条 半 稳 定 椭圆 曲线 ,又 pE ,， 是 模 表示 且 不 可 约 , 那 么 pk ,， 是 模 表示 . 
3.3 ”人 徊 罗 瓦 表示 的 提升 
固定 一 个 素数 p 和 特征 p 的 有 限 域 #, 记 大 表示 上 的 代数 闭 包 . 
给 定 映射 5:4 一 B, 则 CL:(4) 到 GL2( 8) 的 诱导 映射 也 记 为 纺 . 
如 果 p : Go 一 GL2(4) 是 一 个 表示 ,4' 是 一 个 包含 4 的 环 ,我 们 用 Pp®@4A' 
表示 p 和 GL2(4) 在 GLs(4') 中 包含 关系 的 合成 . 
例 (1) 如 果 E 是 一 条 椭圆 曲线 ,那么 poF,， 是 pE,, 的 提升 . 
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(2) 如 果 巨 是 一 条 椭圆 曲线 ,p 是 素数 ,猜想 2.1 中 的 假设 (1) 与 (2) 对 一 个 
特征 形式 /和 素 理想 成 立 ,那么 pr 是 PE,, 的 提升 . 

3.4 ”形变 数据 

我 们 并 非 对 给 定 p 的 所 有 提升 感 兴趣 .而 是 对 那些 满足 各 种 限制 条 件 的 提 
升 感 兴趣 ,我 们 称 Co 的 一 个 表示 p 在 素数 4 处 是 非 分 歧 的 ,如 果 p(1,) = 1. 如 
果 > 是 一 个 素数 集 , 我 们 称 p 在 > 的 外 部 是 非 分 歧 的 ,如 果 在 每 个 pe 3p 
都 是 非 分 歧 的 . 

定义 3.2 ”形变 数据 指 的 是 元 素 对 

D=(2,) 

其 中 , >) 是 一 个 有 限 素数 集 ,t 是 通常 的 (ordinary) 和 平坦 的 (fat) 这 两 个 词 中 
的 一 个 . 

如 果 4 是 一 个 Z- 代数 , 令 st : Go 一 ZX 一 A* 是 分 圆 特征 6, 和 结构 映射 
的 复合 . 

定义 3.3 ”给 定形 变数 据 忆 ,表示 o : Go 一 GLs( 4) 称 为 是 D - 型 的 ,如 果 
4 是 完全 的 诺 特 局 部 Z- 代数 ,det(p) = e4,p 是 在 》) 之 外 非 分 歧 的 , 且 p 在 p 
处 就 是 !( 这 里 + € {通常 的 ,平坦 的 |). 

定义 3.4 ”表示 p : Go 一 CLs( 上) 称 为 是 D - 模 的 ,如 果 有 一 个 特征 形式 
/和 0 的 一 个 素 理 想 X ,使 得 br,) 是 5 的 一 个 D - 提升 . 

注意 (1) 一 个 有 D - 型 提升 的 表示 本 身 必 是 D - 型 的 .所 以 ,如 果 一 个 
表示 是 D - 模 的 ,那么 它 既是 D - 型 的 ,也 是 D - 模 的 . 

(2) 反之 ,如 果 p 是 D - 型 的 模 表示 , 且 满 足下 面 定理 4.3 的 (2) ,那么 ,根据 
罗 贝 特 和 其 他 人 的 工作 ,p 也 是 D - 模 的 .这 在 怀 尔 斯 的 工作 中 有 重要 的 作用 . 

3.5 ” 梅 热 猜想 

定义 3.5 ”表示 p : Go -> GL2() 称 为 绝对 不 可 约 的 .如 果 万 @ 下 是 不 可 
约 的 . 

梅 热 猪 想 的 如 下 变 体 蕴含 半 稳定 模 提升 猜想 . 

猜想 3.1 ( 梅 热 ) 设 p 为 奇 素数 ,k 是 特征 为 p 的 有 限 域 ,D 是 形变 数据 ， 
PP: Go 一 CIa( 有 是 一 个 绝对 不 可 约 的 D - 模 表示 .那么 ,5 到 @ 的 有 限 扩张 
的 整数 环 的 每 个 D - 型 提升 都 是 模 表示 . 

注意 ”用 不 太 严格 的 话 来 说 ,猜想 3.1 表明 ,如 果 三 是 模 表 示 , 那 么 每 个 
“看 起 来 像 模 表示 ”的 提升 均 为 模 表示 . 

定义 3.6 Q 上 一 条 椭圆 曲线 E 在 素数 点 9 处 有 好 的 ( 坏 的 ) 约 化 ,如 果 
.mod 9 是 非 奇 异 的 (奇异 的 ).Q 上 一 条 椭圆 曲线 E 在 g 有 通常 的 ( 超 奇 异 
的 ) 约 化 ,如 果 巨 在 9 有 好 的 约 化 ,用 E[g] 有 (没有 ) 在 惯性 群 作用 下 稳定 的 
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4 阶 子 群 . 

命题 3.1 猜想 3.1 蕴涵 猜想 2.1. 

证 明 ” 设 p 是 奇 素数 ,E 为 Q 上 满足 猜想 2.1 中 (1) 与 (2) 的 半 稳 定 椭圆 
曲线 .我 们 要 对 p = pE,, 应 用 猜想 3.1. 记 + 为 复 共 季 , 则 r? = 1, 又 由 @ 有 
det(pE,,(r)) = -1. 由 于 pE,, 不 可 约 且 p 为 奇 ,用 简单 的 线性 代数 方法 可 证 
PE ,, 是 绝对 不 可 约 的 . 

由 于 EE 满足 猜想 2.1 的 (2), 所 以 pE,, 是 模 表示 . 令 

了 = Ip} U {素数 g1E 在 g 有 坏 的 约 化 | 

+ 等 于 通常 的 ,如 果 EE 在 p 有 通常 的 或 坏 的 约 化 ;等 于 平坦 的 ,如 果 尼 在 
有 超 奇异 的 约 化 . 

D = (2),) 

利用 EE 的 半 稳 定性 可 证 ,pE,, 是 pE,, 的 万 - 型 提升 , 且 ( 把 几 个 人 的 结果 
合 起 来 可 证 )pE,, 是 六 - 模 表示 .猜想 3.1 给 出 pE,, 是 模 表示 ,由 定理 3.1 得 已 
是 模 曲线 . 

$4 ” 怀 尔 斯 解决 梅 热 猜想 的 方法 

这 一 节 里 我 们 要 扼要 人 氢 述 怀 尔 斯 解决 猜想 的 思想 .第 一 步 (定理 4.2), 也 
是 怀 尔 斯 证 明 中 关键 的 一 步 ,是 把 猜想 归结 为 限定 余 切 空间 在 R 的 一 个 素 元 
处 的 阶 的 界限 .在 4.2 中 我 们 看 到 对 应 的 切 空间 是 斯 梅 尔 群 ,在 4.3 中 我 们 要 简 
要 叙述 求 斯 梅 尔 群 大 小 的 界限 的 一 个 一 般 性 的 程序 , 它 属 于 科 里 瓦 尼 
(Kolyvagin) , 科 里 瓦 尼 方 法 要 用 到 的 基本 材料 称 为 欧 拉 系 (Euler system). 怀 尔 
斯 工作 中 最 困难 的 部 分 (4.4), 也 是 他 12 月 宣告 中 所 说 的 “还 不 完备 ”的 部 分 ， 
就 是 构造 一 个 合适 的 欧 拉 系 .在 4.5 中 我 们 要 叙述 怀 尔 斯 所 宣布 的 结果 (定理 
4.3,4.4 及 推论 4.5) ,并 要 说 明 为 什么 定理 4.3 就 足以 证 明 半 稳定 谷山 - 志 村 
猜想 3. 作 为 推论 4.5 的 一 个 应 用 ,我 们 可 以 写 出 无 穷 的 模 椭圆 曲线 入 


在 这 里 ,我 们 如 在 上 文中 一 样 固定 p,k,D,p,0,f(z) = >) aneri< 和 ). 则 
存在 一 个 同 态 - 
x:T—»0 

使 得 x。pr 同 构 于 py.a @ 0. 并 且 , 对 有 限 多 个 以 外 的 所 有 素数 g 缘 有 x( 7，) = 
ay. 

4.1 关键 的 转化 

怀 尔 斯 用 到 梅 热 一 个 定理 的 如 下 推广 ,这 定理 说 的 是 “7 是 Gorenstein”. 

定理 4.1 ”存在 一 个 ( 非 标准 的 )7 - 模 同 构 


Homo(7,0) 一 > 了 
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用 了 记 元 素 rE Homo(T,O) 在 复合 
Homo(T,0) -= 了 一 =~0 
下 的 像 所 生成 的 0 的 理想 . 理想 7 有 确切 的 定义 , 它 与 定理 4.1 中 同 构 的 选取 
无 关 . 
映射 x 确定 了 7 和 尺 的 不 同 的 素 理想 
PT = ker(x),PR = ker(r。p) = 9!(PT) 
定理 4.2 ( 怀 尔 斯 ) 如 果 
#(Pr/PR) <*(0/7) < ~ 
那么 pg:R 一 了 是 同 构 . 
证 明 ”全 是 交换 代数 方法 ,p 是 满 射 表 示 * (Pr/P%) “(Pr/P3), 而 怀 
尔 斯 证 明了 *( Pr/P3) >*(0/7). 于 是 ,如 果 *( Pa/ 访 ) <*(0/7), 那 么 
(Pr/PR) = “(Pr/P$) =* (0/7) 四 
@@ 中 第 一 个 等 式 表明 ,9 诱导 出 切 空间 的 一 个 同 构 . 怀 尔 斯 用 @ 中 第 二 个 等 式 
和 定理 4.1 推出 :7 是 0 上 的 一 局 部 完全 交叉 (这 就 是 说 , 存在 /1,…,/, € 
0[[x1,…,%,]]) 使 得 作为 0 - 代数 有 
T a O[[x1%, 1] /ff) 
怀 尔 斯 把 这 两 个 结果 组 合 起 来 证 明了 yw 是 同 构 的 . 

4.2 ”斯 梅 尔 群 

一 般 来 说 ,如 果 MM 是 一 个 挠 Ca 模 ,那么 与 M 相伴 的 斯 梅 尔 群 就 是 伽 罗 瓦 
上 同调 群 H'( Ca, M) 的 一 个 子 群 , 它 由 下 述 方式 给 出 的 某 种 “局 部 条 件 ” 所 决 
定 .如 果 9 是 素数 ,相应 有 分 解 群 D, Cc Co, 则 有 限制 映射 

resy : H'( Go, M)— H'(D,,M) 
对 一 组 国定 的 ,与 考虑 的 特殊 问题 有 关 的 子 群 /= |] C WH1(D,,M) 1 9 为 素 
数 | ,对 应 的 斯 梅 尔 群 是 
S(M) = ,ress'(J,) © H'(Go, M) 
用 研 (Q,M) 表示 Hi( Co,M), 用 厂 (Q, ,MM) 表示 Hi(D,,M). 

例 4.1 斯 梅 尔 群 最 初 的 例子 来 自 椭圆 曲线 .固定 一 条 椭圆 曲线 已 和 一 个 
正 整数 m, 取 M = E[m], 它 是 E(Q) 中 阶 整除 m 的 点 组 成 的 子 群 .有 一 个 自然 
的 包含 关系 

E(Q)MmE(Q) — H'(Q, ELm]) 四 
它 是 把 *E E(Q) 映射 成 余 圈 o>o(y) - y 所 得 到 的 ,这 里 yE E(Q) 是 满足 
my = x 的 任 一 点 .类 似 地 ,对 每 个 素数 9, 有 一 个 自然 的 包含 关系 
E(Q,)/mE(Q,) — H'(Q,, ELm]) 
在 这 种 情形 下 定义 斯 梅 尔 群 S(BE[m]) 的 方法 是 : 对 每 个 9 取 群 万 是 
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E(Q,)/mE(Q,) 在 H'(Q,,E[Lm]) 中 的 映像 .这 个 斯 梅 尔 群 是 研究 的 算术 的 
一 个 重要 工具 ,因为 它 ( 通 过 人 @) 包含 E(Q)/mE(Q). 

保留 §4 开 始 的 记号 ,用 m 表示 0 的 极 大 理想 , 取 一 个 固定 的 正 整数 n. 切 
空间 Homo( Pk/ 访 ,0/m") 可 以 按 下 法 和 一 个 斯 梅 尔 群 等 同 起 来 . 

令 是 矩阵 代数 M,(Q/m"), Go 通过 伴随 表示 o( B) = pj.a(o)Bya(o)-! 
而 起 作用 .有 一 个 自然 的 单 射 

s : Homo( Pr/ PR,0/m")— H'(Q,Y,) 
怀 尔 斯 定义 了 一 组 = {J C H(Q,，V,)1 ,它们 依赖 于 DD. 用 Sp(V,) 记 与 之 有 
关 的 斯 梅 尔 群 . 怀 尔 斯 证 明了 * 诱导 出 一 个 同 构 
Homo( Pr/P%, 0/m’) ww Sp(V,) 

4.3 ” 欧 拉 系 

我 们 现在 来 把 梅 热 猜想 的 证 明 归 结 成 求 斯 梅 尔 群 Sp( V) 的 大 小 . 科 里 瓦 
尼 根 据 自己 以 及 塞 恩 (Thaine) 的 思想 ,为 估计 斯 梅 尔 群 的 大 小 引进 了 一 种 革命 
性 的 新 方法 .此 法 对 怀 尔 斯 的 证 明 至 关 重 要 , 它 正 是 我 们 要 讨论 的 . 

假设 履 是 一 个 奇 次 里 m 的 Co-- 模 ,如 4.2 中 所 述 ,J = {Jc H'(Q,,M)! 
是 与 斯 梅 尔 群 5S( M) 相伴 的 一 组 子 群 , 令 应 = Hom(MW ,pn), 其 中 mn 是 m 次 单 
位 根 群 .对 每 个 素数 g, 上 积 给 出 一 个 非 退 化 的 塔 特 对 , 即 


C0) : HQ M) x HQ WH) (Qs pm) >” Z/mZ 
如 果 c € i(Q,M),d € 由 (Q, 亡 ) ,那么 
Dress(e) ,ress(d)), = 0 四 


7 
假设 C 是 一 个 有 限 素数 集 , 设 52 C H'(Q, 放 ) 是 由 局 部 条 件 J”= |]; Cc 
H'(Q, ,让 )| 给 出 的 斯 梅 尔 群 ,其 中 
，。 /J 在 (,》 下 的 正 交 补 ,车 g gC 
人 EC 
如 果 d € 如 (Q, 契 ) ,定义 
6: [TJ > Z/mzZ 


EC 


为 be((c)) = De,sres,(d)), 
EC 
用 resc : H'(Q,M) 一 [[H'(Q,，M) 表示 限制 映射 的 乘积 .根据 @ 和 J; 的 定 


9EC 
义 ,如 果 dE SC ,那么 resc(S(MW)) C ker(04). 如 果 resc 在 S(M 以 ) 上 还 是 单 射 ， 
那么 
*(S(M)) <*( Nker(0,)) 


d€se 
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困难 在 于 做 出 S 中 足够 多 的 上 同调 类 ,以 便 证 明 上 述 不 等 式 右边 是 很 小 的 . 
仿照 科 里 瓦 尼 , 对 很 大 的 一 组 (无 穷 多 个 ) 素数 集 C 来 说 , 欧 拉 系 就 是 一 组 相 容 
的 类 k(C) E SC .粗略 地 说 , 相 容 是 指 :如 果 1 e C, 那 么 resi:(k(C U iD)) 与 
resi:(k( C)) 相关 . 欧 拉 系 一 旦 给 出 , 科 里 瓦 尼 就 有 一 个 归纳 程序 来 选取 集 C ,使 
得 

(1)resc 是 5(M) 上 的 单 射 . 

(2) ,Qker(0.(P)) 可 用 k() 加 以 计算 .( 注 :如 果 p c C, 则 SF C SC ,从 


而 k(P)E Se). 

对 若干 重要 的 斯 梅 尔 群 ,可 以 构造 出 欧 拉 系 ,对 此 可 用 科 里 瓦 尼 的 程序 做 
出 一 个 集合 C ,对 此 集合 实际 上 给 出 等 式 

#(S(M)) = “Quker(o(CP))) 

这 正 是 怀 尔 斯 要 对 斯 梅 尔 群 Sc(V,) 做 的 .文献 中 有 一 些 例子 较 详细 地 做 了 这 
种 讨论 .在 最 简单 的 情形 下 ,所 讨论 的 斯 梅 尔 群 是 一 个 实 阿 贝尔 数 域 的 理想 类 
群 ,而 k(C) 可 用 分 圆 单位 构造 出 来 . 

4.4 ” 怀 尔 斯 的 几何 欧 拉 系 

现在 的 任务 是 构造 上 同调 类 的 一 个 欧 拉 系 ,并 用 科 里 瓦 尼 的 方法 和 这 个 欧 
拉 系 定理 *( Sp(V)) 的 界 .这 是 怀 尔 斯 的 证 明 中 技术 上 最 困难 的 部 分 ,也 是 他 
在 12 月 宣告 中 所 指 的 尚未 完成 的 部 分 . 我 们 仅 对 怀 尔 斯 的 构造 给 出 一 般 性 的 
说 明 . 

其 构造 的 第 一 步 属 于 弗 拉 奇 (Flach) ,他 对 恰 由 一 个 素数 组 成 的 集合 C 构 
造 出 类 kk(C) € S2 .这 使 他 能 定 出 Sp(V) 的 指数 ,而 不 是 它 的 阶 . 

每 个 网 拉 系 都 是 从 某 些 明 显 ,具体 的 对 象 出 发 . 欧 拉 系 的 更 早 的 例子 来 自 
分 圆 或 椭圆 单位 ,高 斯 和 ,或 者 椭圆 曲线 上 的 赫 格 纳 (Heegner) 点 . 怀 尔 斯 (仿效 
弗 拉 奇 ) 从 模 单位 构造 出 上 同调 类 , 模 单 位 即 是 模 曲线 上 的 半 纯 函数 ,它们 在 
尖 点 外 均 为 全 纯 且 不 为 0. 更 确切 地 说 ,k(C) 使 得 自 模 曲线 加 (ZL,N) 上 一 个 显 
函数 ,而 这 条 模 曲 线 又 是 由 下 法 得 到 的 : 取 上 半 平 面 在 群 作用 


TI(L,N) = 人 人 je SL2(Z) | ¢ = 0(mod LN),a = d = 1(mod L)} 
下 的 商 空间 ,并 联结 尖 点 ,其 中 L = [1 且 AN 就 是 4.2 中 的 NN. 关于 类 kk(C) 的 


i€EC 
构造 与 性 质 ,都 大 大 地 有 赖 于 法 尔 延 斯 以 及 他 人 的 结果 . 
4.5 ” 怀 尔 斯 结果 
在 关于 表示 p 的 两 组 不 同 的 假设 下 ,在 梅 热 猜想 这 个 方向 上 怀 尔 斯 宣布 了 
两 个 主要 结果 (下 面 的 定理 4.3 和 定理 4.4). 定 理 4.3 落 含 半 稳定 谷山 - 志 村 猜 
想 及 费 马 大 定理 . 怀 尔 斯 对 定理 4.3 证 明 依 赖 于 (尚未 完成 ) 构造 出 一 组 合适 的 
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欧 拉 系 (如 4.4 中 所 述 ) ,然而 定理 4.4 的 证 明 ( 虽 未 充分 予以 检验 ) 则 不 依赖 于 
它 .对 定理 4.4 怀 尔 斯 并 未 构造 新 的 欧 拉 系 ,而 是 用 岩 坡 关于 虚 二 次 域 的 理论 
的 结果 给 出 了 4.2 中 斯 梅 尔 群 的 界 ,这些 结果 反 过 来 依赖 于 科 里 瓦 尼 的 方法 和 
椭圆 单位 的 欧 拉 系 . 

为 了 容易 说 清楚 ,我们 是 用 Fo( N) 而 不 是 用 Pi(W) 来 定义 表示 的 模 性 的 ， 
所 以 下 面 所 说 的 定理 比 坏 尔 斯 宣布 的 要 弱 一 些 ,但 对 椭圆 曲线 有 同样 的 应 用 . 
注意 ,根据 我 们 对 D 型 的 定义 ,如 果 p 是 D - 型 的 ,就 有 det(p) = &,. 

如 果 p 是 Go 在 向 量 空间 V 上 的 一 个 表示 ,就 用 Sym*(p) 来 记 在 了 的 对 称 
平方 上 由 所 诱导 出 的 表示 . 

定理 4.3 ( 怀 尔 斯 ) 设 p,k,D,p 和 0 如 上 所 述 ,p 满足 如 下 附加 的 条 件 : 

(1)sym?(p) 是 绝对 不 可 约 的 . 

(2) 如 果 p 在 9 是 分 歧 的 且 9 关 P, 那 么 p 到 DJ 的 限制 是 可 约 的 

(3) 如 果 p 是 3 或 5, 就 有 某 个 素数 q, 使 p 整除 6(1,), 那 么 p:R 一 了 是 
同 构 . 

由 于 对 = 3 和 5, 定 理 4.3 得 不 到 完全 的 梅 热 猜想 ,我 们 需要 重新 检查 $2 
的 讨论 ,以便 弄 清楚 对 pe,3 和 pe,s 应 用 定理 4.3 可 以 证 出 什么 样 的 椭圆 曲线 是 
模 曲 线 . 

如 果 pg,s 在 GL2( F,) 中 的 像 足 够 大 (例如 ,如 果 ps,， 是 满 射 的 话 ) ,那么 定 
理 4.3 的 条 件 (1) 是 满足 的 .对 p = 3 和 p = 5, 如 果 pe,p 满足 条 件 (3) 而 且 还 是 
不 可 约 的 ,那么 它 也 满足 条 件 (1). 

如 果 EE 是 半 稳 定 的 ,p 是 一 个 素数 ,pg,, 是 不 可 约 的 模 表示 ,那么 对 某 个 
D,pe,s 是 D - 模 的 ( 见 命题 3.3 的 证 明 ), 且 pe,， 满足 (2) 和 (3)( 利 用 塔 特 曲 
线 ), 于 是 ,根据 命题 3.3 和 上 文 ,定理 4.3 蕴含 “ 半 稳 定 模 提升 猜想 (猜想 2.1) 
对 p =3 和 P= 5 成 立 ". 如 $2 中 所 指出 的 ,由 此 就 推出 半 稳 定 谷山 - 志 村 猜 
想 和 费 马 大 定理 

定理 4.4 ( 怀 尔 斯 ) 设 p,k,D,p 和 0 如 在 上 文中 所 给 出 的 , 且 0 不 包含 
非 平凡 的 p 次 单位 根 . 又 设 有 一 个 判别 式 与 p 的 虚 二 次 域 和 一 个 特征 
X : Gal(Q/F) -~ 0* ,使 得 Go 的 诱导 表示 Indy 是 p 的 (D,0) - 提升 ,那么 
9 : R 一 了 是 同 构 的 . 

推论 ( 怀 尔 斯 ) 设 E 是 Q 上 一 条 椭圆 曲线 ,有 用 虚 二 次 域 下 作 的 复 乘法 ， 
了 是 一 个 奇 素数 ,EE 在 p 有 好 的 约 化 .如 果 E' 是 Q 上 一 条 椭圆 曲线 , 它 满足 到 
在 p 有 好 的 约 化 , 且 pg, 同 构 于 pe,,, 那 么 E' 是 模 曲 线 . 

推论 的 证 明 ” 设 是 正中 包含 p 的 一 个 素 元 ,定义 

(0 = FF 在 P 的 完备 化 的 整数 环 

(2)k = 0/PO. 
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(3) > = | 素数 | 与 g' 在 这 些 素数 点 均 有 坏 的 约 化 | U pj|. 

(4)t 等 于 通常 的 ,如 果 已 在 P 有 通常 的 约 化 ; 等 于 平坦 的 ,如 果 已 在 有 
超 奇异 的 约 化 . 

(5)D = (2 ,0). 令 

xX : Gal(Q/F)— Auto(E[P=]) a 0* 

是 特征 , 它 给 出 Gal(Q/F) 在 E[P”] 上 的 作用 (这 里 B[ P=] 是 已 中 的 被 妃 的 
那样 一 些 自 同 态 去 掉 的 点 组 成 的 群 ,这 些 自 同 态 含 在 P 的 某 个 等 中 ). 不 难看 
出 pg,p @ 0 与 ndy 同 构 . 

由 于 E 有 复 乘法 ,熟知 E 是 模 曲线 而 pe,, 是 模 表示 .既然 已 在 p 有 好 的 约 
化 ,可 以 证 明正 的 判别 式 与 p 互 素 , 且 0 不 包含 非 平凡 的 p 次 单位 根 .我 们 可 以 
证 明 ,p = pe,p @ 上 满足 定理 4.4 的 所 有 条 件 . 根据 我 们 对 E' 所 作 的 假设 ， 
pg @ 0 是 p 的 一 个 (D,0) - 提升 ,我 们 就 推出 (用 命题 3.1 的 证 明 同样 扒 
理 ),pe,, 是 模 表 示 , 从 而 br 是 模 曲 线 . 

注 (1) 推论 中 的 椭圆 曲线 gp' 不 是 半 稳 定 的 . 

(2) 设 EE 和 p 如 推论 中 所 给 出 , 且 p = 3 或 5, 一 样 可 以 证 明 Q 上 的 椭圆 曲 
线 Er 如果 在 p 有 好 的 约 化 且 使 pg',, 同 构 于 ps,, ,那么 它 给 出 无 穷 多 个 C - 同 构 
类 . 

例 4.2 取 E 是 由 

Y=0-s-3s-1 
所 定义 的 椭圆 曲 线 , 则 E 有 Q(V -2) 给 出 的 复 乘法 , 且 EE 在 3 有 好 的 约 化 . 定 
义 多 项 式 
as( 上 ) =-243004 -151223 - 3961? - 56! -3 
a6(t) = 40 82415 + 31 10415 + 8 3701* + 50473 - 14812 ~ 24t -1 
对 每 个 + € Q, 令 E, 是 椭圆 曲线 
P= x+ at)xr + ao(t) 
(注意 6 = E), 可 以 证 明 , 对 每 个 +E€ Q,ps,3 同 构 于 pa. 如 果 1E€2Z 且 t= 
0 或 1(mod 3)( 一 般 地 讲 , 如 果 1 = 3a/b 或 1 = 3a/b+1,a 与 为 整数 且 不 
能 被 3 整除 ), 则 E, 在 3 有 好 的 约 化 ,比如 ,因为 E, 的 判别 式 是 
2(2722 + 101 + 1)3(2722 + 18t + 1)3 

于 是 对 :的 这 些 值 ,推论 表明 E, 是 模 曲线 ,于 是 Q 上 任 一 条 在 C 上 与 E, 同 构 的 
椭圆 曲线 也 是 模 曲 线 , 也 就 是 说 ,Q 上 任 一 条 j - 不 变量 等 于 


(i +6: +1)(135g? + 541 + 2D) 
(ZE + 101 + D2 + 181 + 1) 


的 椭圆 曲线 皆 为 模 曲线 . 
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这 就 用 显 式 给 出 了 Q 上 无 穷 多 条 模 椭 圆 曲线 ,它们 在 C 上 均 不 同 构 . 
5. 好 事 多 锚 一 一 证 明 有 汤 油 沸沸扬扬 


跟 以 前 谁 宣布 证 明了 费 马 大 定理 马上 就 会 被 否定 的 情形 相反 , 怀 
尔 斯 的 证 明 得 到 了 那些 理解 他 的 证 明 方法 的 专家 的 强 有 力 的 支持 . 
一 一 阿 林 * 杰 克 进 (Allyn Jackson) 


“好 事 多 磨 "仿佛 是 宇宙 间 的 普 适 定律 ,任何 使 人 们 感到 兴奋 的 好 事 都 逃 不 
掉 这 一 规律 .数学 家 杰克 进 在 美国 数学 会 会 报 中 对 费 马 大 定理 的 进展 的 介绍 恰 
好 验证 了 这 点 ,他 写 道 : 


“1993 年 6 月 ,对 数学 界 来 说 是 一 个 令 人 心醉 的 时 刻 , 忆 - mail( 电 
子 邮 件 ) 在 全 球 飞 驰 , 都 是 宣传 怀 尔 斯 证 明了 费 马 大 定理 : 怀 尔 斯 在 英 
国 剑桥 大 学 作 的 三 次 系列 演讲 中 宣布 了 这 一 成 果 . 伊 萨 克 * 牛 顿 学 院 被 
济 没 在 访问 者 的 提问 、 解 释 以 及 照相 机 的 闪光 之 中 .全 世界 的 报纸 都 在 
大 力 宣 传 ,说 这 个 貌似 简单 , 却 曾 使 很 多 人 努力 求索 而 久 攻 不 下 的 难 
题 ,终于 土崩瓦解 了 . 跟 以 前 谁 宣布 证 明了 费 马 大 定理 马上 就 会 被 否定 
的 情形 相反 , 怀 尔 斯 的 证 明 得 到 了 那些 理解 他 的 证 明 方法 的 专家 的 强 
有 力 的 支持 .” 


然而 ,在 1994 年 12 月 初 , 怀 尔 斯 发 出 一 个 E - mail, 确 认 了 与 正 流传 的 谣 
言 相 一 致意 见 , 即 证 明 中 有 漏洞 (gap) . 早 在 1994 年 7 月 ,有 的 专家 就 对 怀 尔 斯 
的 证 明 中 使 用 了 欧 拉 系 的 部 分 结果 提出 了 尖锐 的 问题 , 那 时 还 没 发 现 错误 . 欧 
拉 系 是 科 里 瓦 尼 近 年 才 提 出 的 , 它 是 同调 群 中 元 素 的 一 个 序列 .尽管 罗 贝 特 利 
用 它 在 许多 情形 下 获得 过 成 功 ,但 数学 家 们 对 欧 拉 系 的 一 般 理 论 还 只 能 说 理解 
了 一 部 分 .漏洞 正 是 出 现在 由 斯 梅 尔 群 构成 的 欧 拉 系 上 ,正如 上 节 所 述 此 处 的 
斯 梅 尔 群 是 由 跟 椭 图 曲线 对 应 的 对 称 平方 表示 得 出 的 . 怀 尔 斯 的 这 种 构造 受到 
费 拉 奇 工作 的 启发 并 推广 了 后 者 的 结论 . 

有 关 出 现 漏洞 的 含混 的 流言 ,是 由 1994 年 秋季 开始 广泛 传播 并 渐渐 地 变 
得 似乎 越 来 越 确切 , 越 肯定 了 .最 后 在 1994 年 11 月 15 日 ,关于 漏洞 的 传闻 被 
怀 尔 斯 的 博士 导师 科 茨 (John Coates) 在 一 次 演讲 中 所 证 实 .这 次 演讲 早 在 计划 
之 中 并 于 报告 的 几 周 前 就 向 外 界 公布 了 , 巧 的 是 它 在 牛顿 学 院 怀 尔 斯 作 报告 的 
同一 房间 中 举行 .修补 怀 尔 斯 的 证 明 可 能 需要 数学 家 们 参与 讨论 ,但 他 的 手稿 
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始终 未 向 外 界 公布 ,手稿 通过 贝尔 (Barre) 投 给 了 “Inventiones Mathematicae "准备 
出 版 . 梅 热 是 该 杂志 的 编辑 ,他 和 一 个 很 小 的 审 稿 组 成 员 得 以 接触 手稿 . 

在 那 一 段 时 间 里 , 怀 尔 斯 避免 和 与 论 接 触 ,安静 地 在 手稿 上 工作 ,改正 审 稿 
人 提出 的 有 问题 的 部 分 ,并 试图 使 手稿 变 成 更 易于 传播 的 形式 .虽然 世界 各 地 
请 他 演讲 的 邀请 信 如 雪 片 般 飞 至 ,但 他 不 肯 对 他 的 证 明 再 讲 一 句 话 . 直 到 1994 
年 12 月 4 日 ,他 发 了 一 个 下 - mail, 承 认 了 证 明 中 的 漏洞 .在 信 中 说 : 


“鉴于 对 我 关于 谷山 - 志 村 猜想 和 党 马 大 定理 的 工作 情况 的 推测 ， 
我 将 对 此 作 一 简要 说 明 ,在 审 稿 过 程 中 ,发 现 了 一 些 问题 ,其 中 绝 大 多 
数 都 已 经 解决 了 .但 是 ,其 中 有 一 个 特别 的 问题 我 至 今 仍 未 能 解决 .把 
谷山 - 志 村 猜想 归 钻 为 斯 梅 尔 群 的 计算 (在 绝 大 多 数 情形 ) 这 一 关键 想 
法 没有 错 . 然 而 ,对 半 稳定 情形 ( 即 与 模 形式 相 适应 的 对 称 平方 表示 的 
情形 ) 斯 梅 尔 群 的 精确 上 界 的 计算 还 未 完成 .我 相信 在 不 久 的 将 来 我 将 
用 我 在 剑桥 演讲 时 说 过 的 想法 解决 这 个 问题 . 

“由 于 手稿 中 还 留 下 很 多 工作 要 做 ,因此 现在 作为 预 印 本 公开 是 不 
适当 的 ,2 月 份 开始 我 在 普林斯顿 上 课 , 在 课 上 我 将 给 出 这 个 工作 的 充 
分 的 说 明 .” 


在 辛辛那提 召开 的 联合 数学 会 议 上 ,伯克利 加 州 大 学 的 罗 贝 特 关 于 怀 尔 斯 
的 工作 做 了 一 个 演讲 .在 演讲 中 , 罗 贝 特 说 ,在 怀 尔 斯 的 工作 以 前 ,谷山 - 志 村 
猜想 看 起 来 是 一 个 完全 达 不 到 的 目标 .而 怀 尔 斯 把 一 个 给 定 的 椭圆 曲线 的 谷 
山 - 志 村 猜想 归结 为 一 个 数值 不 等 式 ,这 下 把 数论 专家 们 镇 住 了 . 罗 贝 特 说 ,这 
是 “震动 整个 数论 界 " 的 大 功绩 . 

罗 贝 特 还 为 怀 尔 斯 的 工作 加 入 一 个 背景 材料 ,他 说 ,每 个 椭圆 曲线 有 一 个 
宁 一 不 变量 ”, 这 是 一 个 有 理 数 ,由 曲线 的 定义 方程 很 容易 算出 来 .每 个 有 理 数 
都 是 某 个 椭圆 曲线 的 j -不 变量 .进一步 ,两 个 椭 贺 曲线 有 相同 的 j - 不 变量 当 
且 仅 当 两 者 作为 黎 曼 曲面 是 相同 的 .最 后 一 点 是 ,一 个 椭圆 曲线 是 否 是 模 曲 线 
取决 于 它 的 j -不 变量 .这 样 ,谷山 - 志 村 猜想 可 重新 叙述 为 :所 有 有 理 数 都 是 
模 椭 圆 曲 线 的 j -不 变量 . 

直到 1994 年 6 月 以 前 ,人 们 只 知道 有 限 多 个 有 理 数 是 模 椭圆 曲线 的 j -不 
变量 . 怀 尔 斯 在 剑桥 的 第 一 个 报告 中 ,宣布 他 能 够 对 一 类 椭圆 曲线 证 明 谷山 - 
志 村 猜想 ,而 这 类 椭圆 曲线 的 j - 不 变量 构成 一 无 限 集合 .在 他 最 后 一 次 报告 
中 , 怀 尔 斯 宣布 ,他 能 够 对 第 二 类 椭圆 曲线 证 明 谷 山 - 志 村 猜想 .由 于 第 二 类 中 
包括 了 弗 雷 构造 的 与 费 马 问题 有 关 的 椭圆 曲线 , 怀 尔 斯 在 第 一 类 曲线 中 的 成 功 
在 征服 费 马 问 题 的 兴奋 中 被 人 们 忘 得 一 干 二 净 . 而 怀 尔 斯 关于 费 马 问题 的 证 明 
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出 现 的 漏洞 仅仅 影响 了 第 二 类 曲线 ,不 影响 第 一 类 . 

新 闻 媒 介 对 于 怀 尔 斯 证 明 中 出 现 了 漏洞 没有 作出 与 他 最 初 宣布 (证 明了 费 
马 定理 ) 时 同样 的 关注 《纽约 时 报 》 在 怀 尔 斯 剑桥 演讲 的 第 二 天 就 在 第 一 版 上 
报道 了 此 事 ,并 配 有 费 马 的 相片 .而 在 怀 尔 斯 承认 证 明 中 有 漏洞 之 后 的 一 周 ， 
《纽约 时 报 ) 才 报道 了 这 件 事 ,并 把 这 消息 藏 在 了 第 九 版 .由 于 确信 证 明 所 用 的 
框架 及 策略 仍 是 强 有 力 的 ,故而 新 闻 媒介 比较 着 慎 地 表示 了 宽容 .事实 上 ,没有 
人 声称 这 个 漏洞 是 不 可 弥补 的 , 架 桥 通 过 看 来 也 是 可 行 的 .最 为 重要 的 一 点 是 ， 
即使 不 包括 费 马 大 定理 的 完全 证 明 , 怀 尔 斯 的 成 果 已 是 对 数论 的 意义 深远 的 贡 
献 . 

在 怀 尔 斯 剑桥 演讲 之 后 数 月 中 ,新 闻 媒介 对 他 的 关注 对 于 一 个 数学 家 而 言 
是 不 同 寻常 的 .他 被 (人 物 》)(《People》) 杂 志 列 为 "1993 年 最 令 人 感 兴趣 的 25 个 
人 物 " 之 一 .与 他 一 起 被 列 和 的 有 戴 安娜 王妃 、 麦 克 尔 "杰克 偿 (Michael Jackson) 
以 及 克林顿 总 统 和 他 夫人 希拉 里 "克林顿 等 等 ,但 怀 尔 斯 拒绝 了 Gap 牛仔 裤 公 
司 想 让 他 作 广 告 的 企图 .关于 电影 女 演员 斯 通 (Sharon Stone) 要 求 会 见 他 的 传闻 
被 证 明 是 谣言 .这 谣言 是 由 于 在 怀 尔 斯 演讲 后 ,一 个 显然 是 伪造 的 ,署名 为 斯 通 
的 也 - mail 被 发 送 到 牛顿 学 院 给 怀 尔 斯 .其 他 在 怀 尔 斯 的 结果 中 作出 重要 贡献 
的 人 也 与 怀 尔 斯 分 享 了 出 风头 的 快乐 .传言 说 , 弗 雷 在 美国 一 个 机 场 上 被 海关 
官员 叫 住 ,并 问 他 :“ 你 是 发 现 费 马 (大 定理 ) 与 椭圆 曲线 的 联系 的 那个 弗 雷 吗 ?” 

一 般 来 说 ,宣传 媒介 都 是 以 称赞 .欣赏 的 态度 热情 地 欢迎 怀 尔 斯 所 作出 的 
杰出 的 工作 .然而 ,有 一 则 报道 却 激 起 了 强烈 的 反响 :从 怀疑 的 低语 到 义愤 填 
麻 . 萨 瓦特 (Marilyn Von Savant) ,这 个 以 “最 高 智商 "之 名 列 入 “ 吉 尼 斯 世界 纪录 ” 
的 女人 给 《Parade Magazine》 的 周 六 增刊 写 了 一 篇 专栏 文章 (这 个 杂志 夹 在 报纸 
中 发 行 到 全 国 ).1993 年 11 月 21 日 ,她 的 专栏 主题 是 说 明 为 什么 怀 尔 斯 关于 费 
马 大 定理 的 证 明 是 错误 的 . 

在 她 的 文章 中 ,她 指出 著名 问题 “化 圆 为 方 "已 被 证 明 是 不 可 能 的 ,所 以 关 
于 这 个 论断 的 任 一 “证 明 " 都 可 以 被 认为 是 有 缺陷 的 . 当 她 由 此 推断 出 波 雷 雅 
《Janos Bolyai) 在 双 曲 线 几何 中 化 圆 为 方 是 错 的 时 ,她 的 推理 就 变 得 行 不 通 了 . 
她 说 波 雷 雅之 所 以 错 是 因为 “他 的 双 曲 型 证 明 对 欧 氏 几何 不 起 作用 ”. 然 后 她 说 
怀 尔 斯 的 证 明 也 是 “基于 双 曲 几何 ”, 她 把 同样 的 逻辑 用 到 怀 尔 斯 的 工作 上 :“ 如 
果 我 们 在 化 圆 为 方 上 拒绝 双 曲 法 ,我 们 应 当 也 拒绝 费 马 大 定理 的 双 曲 性 证 明 .” 

那么 她 是 如 何 得 到 这 些 结论 呢 ? 原来 ,在 辛辛那提 的 数学 大 会 上 ,哈佛 大 
学 的 梅 热 接受 美国 数学 会 的 Chauvenet 奖 .他 的 得 奖 文章 是 《 像 牛 巡 的 数论 》 
(《Number Theory as Gadqty》) .这 篇 文章 虽然 写 于 怀 尔 斯 宣布 其 结果 的 两 年 前 ， 
但 还 是 解释 了 一 些 数论 与 费 马 大 定理 的 关系 及 怀 尔 斯 的 工作 .在 答谢 讲话 时 ， 
梅 热 提 到 :哈佛 大 学 数学 系 曾 收 到 了 萨 瓦 特 的 请 求 ,要 求 提供 有 关 费 马 问题 证 
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明 的 信息 ,因此 他 给 她 寄 去 了 一 份 “ 牛 巡 "文章 . 萨 瓦特 拿 了 这 篇 文章 后 不 仅 写 
了 专栏 文章 ,而 且 写 了 一 本 关于 费 马 大 定理 的 书 ,由 圣 马 丁 (St. Martin) 出 版 社 
出 版 .虽然 萨 瓦特 在 她 的 书 中 感谢 梅 热 ,也 感谢 罗 贝 特 和 罗 宾 ,但 在 收 到 文章 后 
她 从 未 与 梅 热 有 过 任何 接触 .另外 两 位 也 说 他 们 从 来 没有 和 她 有 过 任何 接触 . 
梅 热 已 写 信 给 圣 马 丁 出 版 社 ,痛斥 这 本 书 ,否认 此 书 与 自己 有 任何 关系 . 

虽然 有 这 段 插曲 , 费 马 大 定理 已 经 帮助 公众 更 好 地 理解 了 数学 的 性 质 . 公 
众 渐渐 意识 到 要 努力 将 “经 济 竞争 "和 ”技术 传播 "与 数学 联系 起 来 . 费 马 大 定理 
将 数学 特有 的 魅力 展现 给 每 个 人 ,使 他 们 能 欣赏 它 . 


人 .加重 就 地 一 -巧妙 绝 过 欧 拉 条 


虽然 在 稍 长 一 点 时 间 里 保持 小 心 谨慎 是 明智 的 .但 是 肯定 有 理由 
表示 乐观 . 
一 卡尔 罗 袜 (Karl Rubin) 


自从 怀 尔 斯 那 篇 长 达 200 页 的 论文 被 发 现 漏洞 之 后 ,从 1993 年 7 月 起 他 
就 在 修改 论文 .终于 在 1994 年 9 月 , 怀 尔 斯 克服 了 困难 ,重新 写 了 一 篇 108 页 
的 论文 .并 于 1994 年 10 月 14 日 寄 往 美国 . 

1994 年 10 月 25 日 ,美国 俄亥俄 州立 大 学 教授 罗 宾 向 数学 界 的 朋友 发 了 一 
个 电子 信件 之 后 ,这 个 电子 信件 就 在 数学 界 反复 传递 ,全 文 如 下 


“今天 早 展 ,有 两 篇 论文 的 预 印 本 已 经 公开 ,它们 是 :《 模 椭圆 曲线 
和 货 马 最 后 定理 》, 作 者 是 怀 尔 斯 《 某 些 赫 克 代数 的 环 论 性 质 》, 作 者 是 
泰勒 (Richard Taylor) 和 怀 尔 斯 .” 


第 一 篇 是 一 篇 长 文 ,除了 包含 一 些 别 的 内 容 之 外 , 它 宣 布 了 费 马 最 后 定理 
的 一 个 证 明 ,而 这 个 证 明 中 关键 的 一 步 依赖 于 第 二 篇 短文 . 

第 一 篇 文章 于 1995 年 5 月 发 表 在 《数学 年 刊 》X《Annals of mathematics)) 第 
41 卷 第 3 期 上 .大 多 数 读者 都 已 经 知道 , 怀 尔 斯 在 他 的 剑桥 演讲 中 所 描述 的 证 
明 被 发 现 有 严重 的 漏洞 , 即 欧 拉 系 的 构造 .在 怀 尔 斯 努力 补救 这 个 构造 没有 成 
功 之 后 ,他 回 到 他 原先 试 过 的 另 一 途径 ,以 前 由 于 他 偏爱 欧 拉 系 的 想法 而 放弃 
了 这 个 途径 .在 作 了 菜 些 赫 克 代数 是 局 部 完全 交换 的 假设 之 后 ,他 可 以 完成 他 
的 证 明 .这 一 想法 以 及 怀 尔 斯 在 剑桥 演讲 中 描述 的 其 余 想 法 写成 了 第 一 篇 论 
文 . 怀 尔 斯 和 泰 勤 合 作 ,在 第 二 篇 论文 中 ,建立 了 所 需 的 赫 克 代数 的 性 质 . 
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证 明 的 整个 纲要 和 怀 尔 斯 在 剑桥 描述 的 那个 相似 .新 的 证 明和 原来 那个 相 
比 ,因为 排除 了 欧 拉 系 , 所 以 更 为 简单 和 简短 了 .实际 上 ,法 尔 廷 斯 在 看 了 这 两 
篇 论文 以 后 ,似乎 是 提出 了 那 部 分 证 明 的 进一步 的 重要 简化 . 

在 一 些 重大 的 问题 上 ,小人物 唆 唆 不 休 的 谈论 是 毫 无 意义 的 .因为 他 们 只 
能 将 问题 搞 精 ,只 有 那些 大 家 才 有 发 言 的 资格 . 像 当 年 评价 爱 因 斯 坦 的 相对 论 
一 样 ,当今 世界 能 够 对 费 马 大 定理 说 三 道 四 的 大 家 并 不 多 .但 法 尔 廷 斯 肯定 是 
其 中 一 位 . 

以 下 是 法 尔 廷 斯 对 修改 后 的 怀 尔 斯 证 明 的 简单 介绍 , 据 法 尔 廷 斯 自己 说 : 
“是 由 我 将 这 个 问题 的 几 个 报告 改编 而 成 ,但 绝 不 是 我 本 人 的 工作 .我 要 试图 把 
这 里 的 基本 想法 介绍 给 更 广大 的 数学 听众 .在 讲述 时 ,我 略 去 了 一 些 我 认为 非 
专业 人 员 不 大 感 兴趣 的 细节 ,而 专家 们 可 以 来 找 找 错误 并 改正 它们 ,以 缓解 阅 
读 时 的 无 聊 . "大 家 风范 溢于言表 . 

虽然 在 前 面 我 们 已 反复 介绍 过 怀 尔 斯 的 思路 ,但 法 尔 延 斯 的 介绍 却 另 有 一 
种 简洁 的 风格 . 

“椭圆 曲线 

从 我 们 的 目的 出 发 ,椭圆 曲线 已 可 由 方程 = f(x) 的 解 1x,y| 的 集合 给 
出 ,其 中 f(x) = x? +… 是 一 个 三 次 多 项 式 .通常 是 定义 在 有 理 数 域 Q 上 的 ， 
这 就 是 说 /的 系数 在 Q 中 .我 们 还 要 求 /的 三 个 零点 两 两 不 同 (E 是 “ 非 奇异 ” 
的 ). 我 们 可 以 考虑 EE 作为 方程 在 Q\R 或 C 上 的 解 ,分 别 记 为 E(Q),E(R) 或 
E(C). 通 常 在 这 个 集合 中 加 入 一 个 无 穷 远 距离 点 , 记 作 %. 加 上 ww 后 , 解 集合 
就 有 阿 贝 尔 群 的 结构 ,并 以 m 为 零 元 素 .(x,y) 的 逆 是 (x, - y), 且 若 三 个 点 在 
一 条 直线 上 , 则 它们 的 和 为 零 . 群 E(Q) 是 有 限 生成 的 ( 莫 德 尔 定理 ),E(R) 同 
构 于 R/Z 或 R/Z x 2Z/22, 而 E(C) ws C/ 格 (例如 y? = x3 ~- x 生 成 的 这 个 格 是 
Z@ Zi). 对 任 一 整数 n, 用 E[nj] 记 n - 分 点 集合 , 即 乘 n 后 得 零 的 点 的 集合 . 
在 C 上 它 同 构 于 (Z/nZ)?, 且 坐标 是 代数 数 .例如 ,2 - 分 点 集 恰 是 % 和 /的 三 
个 零点 (此 时 y = 0). 因 为 定义 方程 系数 在 Q 中 , 故 绝对 伽 罗 瓦 群 Gal(Q/Q) 可 
作用 于 ELn] 上 .这 样 就 产生 了 一 个 伽 罗 瓦 表 示 : Gal(Q@/Q) 一 CI2(Z/nZ). 利 
用 坐标 变换 可 使 / 变 为 整 系数 . 作 模 素数 p 的 约 化 ,我 们 得 到 一 个 有 限 域 岂 上 
的 多 项 式 .如 约 化 多 项 式 的 零点 仍 是 不 同 的 , 则 得 到 一 个 F, 上 的 椭圆 曲线 . 除 
了 /的 判别 式 的 有 限 个 素 因 子 外 ,对 其 他 一 切 素数 都 是 这 种 情况 .还 有 ,f 的 选 
择 不 是 唯一 的 ,但 若 我 们 可 以 找到 一 个 /, 它 的 零点 模 p 后 仍 不 同 , 则 我 们 称 E 
在 p 处 有 好 约 化 ;这 个 断言 对 p = 2 是 不 完全 正确 的 ,由 于 有 办 这 一 项 之 故 . 反 
之 则 EE 在 p 处 有 坏 约 化 .这 时 ,如 果 f 只 有 两 个 零点 mod p 重合 ,我 们 称 已 有 半 
稳定 的 坏 约 化 ,如 果 玉 对 所 有 p 都 有 好 约 化 或 半 稳 定 约 化 , 则 称 为 半 稳定 的 . 
曲线 六 = x -x 对 p = 2 不 是 半 稳 定 的 (没有 一 条 CM - 曲线 是 半 稳 定 的 ). 
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半 稳 定 曲线 的 一 个 例子 (在 最 后 我 们 知道 它 实际 上 不 存在 ) 是 弗 雷 曲线 . 
对 费 马 方程 ol + b = cf 的 一 组 解 (其 中 a,6,c 互 素 ,1 > 3 为 素数 ) ,我 们 可 造 
出 相应 的 曲线 

E:y = x(x - al)(x -~ c!) 

该 曲线 只 在 abe 的 素 因 子 处 有 坏 约 化 . 它 有 下 面 这 个 值得 注意 的 性 质 . 考虑 对 
应 的 伽 罗 瓦 表示 Gal(Q@/Q) 一 GL2( Fi) .该 表示 在 一 切 使 具有 好 约 化 的 素数 
处 是 无 分 歧 的 (好 约 化 的 一 种 模拟 ). 当 p = 1 时 我 们 需 以 “透明 
的 "(crystalline) 来 代替 “无 分 层 的 .由 于 的 方程 的 特殊 形式 ,这 一 点 对 于 abc 
的 所 有 大 于 2 的 素 因 于 p 也 是 如 此 .因此 1 -分 点 集 的 性 质 与 EE 在 所 有 p > 2 处 
有 好 约 化 非常 相似 .但 是 我 们 将 会 看 到 ,没有 半 稳 定 的 Q 上 的 椭圆 曲线 具有 这 
种 性 质 .这 是 我 们 所 希望 得 到 的 矛盾 . 

为 了 能 用 这 种 方法 达到 目的 , 我 们 必须 用 模 形式 来 替换 椭圆 曲线 . 从 谷 
山 - 韦 尔 猜想 (其 本 质 上 是 属于 志 村 的 ,以 下 会 详细 介绍 ) 可 以 做 到 这 点 .如 果 
满足 这 一 猜想 的 结论 ,就 是 说 已 是 “ 模 ” 的 , 则 依照 罗 贝 特 的 定理 ,我 们 可 以 
对 To(2) 找到 一 个 模 形式 , Fo(2) 对 应 于 E[1] 的 表示 . 然而 ,并 不 存在 这 样 的 
模 形式 .泰勒 和 怀 尔 斯 的 文章 正 是 对 Q 上 半 稳 定 的 椭圆 曲线 证 明了 谷山 - 志 村 
猜想 .为 了 解释 这 个 结论 我 们 需要 几 个 关于 模 形式 的 基本 事实 ,及 有 关 赫 克 代 
数 的 有 关 结 论 .为 了 使 更 多 的 读者 了 解 这 些 背 景 材料 ,我 们 先 插入 一 些 粗浅 介 
绍 . 它 基 于 选 自 美国 马里 兰 大 学 和 西 德 波 恩 大 学 教授 扎 格 (D.Zagier) 一 次 来 华 
的 通俗 演讲 ,这 是 由 代数 数论 专家 汉 克 勤 先 生 翻译 的 . 

* 模 形式 

模 形 式 理论 是 单 复 变 函 数理 论 研究 中 的 一 个 专门 的 论题 ,所 以 说 它 是 分 析 
学 的 一 个 分 支 .但 是 它 和 数论 群 表 示 论 以 及 代数 几何 有 着 许多 深刻 的 关系 . 基 
于 这 些 联系 ,许多 数学 家 ,包括 20 世纪 一 些 大 数学 家 都 研究 过 模 形式 . 在 它 与 
许多 分 支 的 联系 中 , 它 和 数论 的 关系 是 最 容易 解释 的 . 利用 模 形式 ,人 们 可 以 得 
到 数论 函数 之 间 许 多 非常 新 奇 的 恒等式 ,这 些 恒等式 当中 有 许多 是 绝 不 能 用 其 
他 方法 得 到 的 . 先 给 出 一 些 例子 . 

例 1 令 ma(n) 为 n 表 示 成 四 个 整数 之 平方 和 的 表 法 数 ,于 是 

ra(1) = 8(1 = (+ 1)? +0+0,4 个 置换 x 2 个 符号 ) 
ri(2) = 24(2 = (+ 1)? + (+1)?+0+0,6 个 置换 x 4 个 符号 ) 
mn(3) = 32(3 = (+ 1 + (+t1)?+ (+1)? +0,4 个 置换 x 8 个 符号 ) 
Tr4(4) = 24(4 = (+2) +0+0+0= (+1)2+(+z1D)2+(+1)2+(+1)2) 
ra(5) = 48(5 = (£2 + (+1)+0+0) 
欧 拉 和 拉 格 朗 日 证 明了 ,对 于 每 个 自然 数 n 均 有 rs(n) > 0. 事 实 上 ,我 人 有 公 
式 
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ra(n) = 8>)d 


EH 
类 似 地 , 令 re(n) 为 自然 数 n 表示 成 八 个 整数 的 平方 和 的 表 法 数 ， 我 们 有 
ra(n) = 1 (- Di 


am 


这 些 关系 式 很 古老 ,也 很 吸引 人 ,但 是 确实 没有 容易 的 办 法 来 证 明 它们 ,然而 在 
模 形式 理论 上 可 以 对 这 些 公式 作出 切实 的 解释 . 
例 2 ”利用 下 面 的 展开 式 来 定义 数 r(n), 即 
r(l)xz + r(2)xz2 + r(3)xz3 +… = xz(1- x)24(1- x2)24(1 一 xx3)24… 
这 个 定义 看 起 来 很 奇怪 ,但 是 等 式 右边 的 椭圆 函数 理论 上 是 基本 的 函数 之 一 ， 
因此 是 很 自然 的 . 它 的 前 几 个 值 为 并 且 r 满足 
人 = r(pin)r(pz2)…r(pw")( 即 r 是 “ 积 性 "的 ) 
r(p?) = r(p)2 - pu,r(pP3) = r(p)3 - 2pur(p), 对 于 r(P4) 等 有 类 似 的 公式 
拉 马 努 然 (在 本 书 中 有 关于 他 的 较为 详尽 的 介绍 ) 于 1916 年 猜想 出 这 些 公 
式 , 莫 德 尔 于 次 年 证 明了 它们 .随后 赫 克 于 20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 作 了 推广 ， 
并 且 发 展 成 理论 .我 们 不 久 将 叙述 赫 克 的 推广 . 
我 们 对 上 述 那 些 奇怪 的 恒等式 * 作 同 解释 ,是 基于 函数 x[[ (1 - x*)* 的 
如 下 一 个 值得 注意 的 性 质 . 
定理 1 对 于 zE C,Im(z) > 0, 定 义 


入 (z) = e a- Ee 
则 对 于 满足 ad - be = 1 的 任意 整数 0.，c,d, 均 有 


(E48)= (e+ PA:) 


这 个 定理 来 源 于 椭圆 函数 理论 ,我 们 在 这 里 不 给 出 证 明 ( 目 前 已 有 许多 证 
明 , 其 中 包括 西 格 尔 给 出 的 一 个 非常 简短 的 证 明 ,只 用 到 柯 西 留 数 公式 D). 这 
个 性 质 正 是 说 人 (z) 是 模 形式 . 
我 们 令 
I1HI= {lz€ClIm(z) >0| 


r=， 


定义 模 形 式 是 一 个 函数 


abc,dEZ,ad- bc = 中 


@ CiLSiegel, 7(1 - 十 ) = 9(r)W 于 ,一 种 简单 证 明 ,Mathematika,1(1954).P4. 
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fls}s= Daln)er,: EH 
并 且 满 足 


如 二 b 
Eh) = (e+ a ELH er) «* 


其 中 ,k 是 某 个 整数 , 叫做 是 模 形式 了 的 权 . 如 果 它 的 系数 a(n) 满足 恒等式 
* (但 是 11 要 改 成 上 - 1) ,我 们 称 /为 赫 克 形式 .我 们 以 Mi 表示 全 体 权 大 的 模 
形式 所 组 成 的 集合 .显然 M 是 (复数 域 上 的 ) 向 量 空间 ,注意 当 上 是 奇数 时 , 则 


ab /-1 0 ， 
M, = 101 ,这 是 因为 取 人 下- | 可 和 7 = (~ DC). 


定理 2 向量 空间 Mt 是 有 限 维 的 ,并 且 它 的 维 数 是 
0O,k=2 
dimMi = di = 区 = 0,4,6,8,10 
din+1,k > 12 
to 2 4 6 8 012 14 1 1 2 2 4 2 
4|10 1 1 1 :2 3 : 


这 个 定理 是 不 难 的 ,后 面 我 们 将 给 出 证 明 . 

赫 克 理论 中 的 最 重要 的 “财富 ”是 下 述 定理 . 

定理 3 ( 赫 克 )(1) Mi 中 的 赫 克 形式 构成 一 组 基 , 即 恰好 存在 di 个 权 上 的 
赫 克 形式 ,并 且 它 们 是 线性 无 关 的 . 

(2) 赫 克 形式 的 系数 a(n) 均 是 代数 数 . 

事实 上 ,aln) 均 是 某 个 代数 数 域 中 的 代数 整数 ( 当 上 < 24 时 ,这 个 代数 数 
域 可 取 为 Q. 而 对 k = 24 则 是 Q(V 144 169)). 

注意 ,对 于 一 个 赫 克 形式 ,只 要 知道 了 a(p)(p 为 全 体 素数 ) ,我们 便 可 以 
(由 式 * ) 得 到 所 有 的 系数 a(n). 而 a(p) 是 很 神秘 的 ,对 于 它 我 们 基本 上 只 知 
道 : 

定理 4 设 /是 权 上 的 赫 克 形式 ,系数 为 a(n), 并 且 a(0) = 0, 则 对 于 每 个 
素数 p 均 有 


la(p) 1< 2p3 
这 是 由 拉 马 努 然 首先 对 于 r(p) 作 了 上 述 猜想 ,后 来 彼得 森 (Petersson) 将 
猜想 推广 到 任意 赫 克 形式 上 去 . 它 是 由 德 利 哥 尼 ( Deligne) 于 1974 年 证 明 的 .这 
可 能 是 迄今 所 证 明 的 最 困难 的 定理 . 
现在 我 们 给 出 另 一 些 模 形式 的 例子 . 令 


= 
A cdg (mt ay EH 


ma (0 
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这 个 级 数 绝对 收 全 .如 果 人 “ je P, 则 


az + 1 了 1 :2 4 
让 -中 史 mn A 
c+d c+d 


+,(")=(; “)(®) um/e M4. 但 是 
fz) = Df+ f= 2 之 > 1 


m=0 m>0 


A 


一 公式 是 泊 松 (Poisson) 求 和 公式 的 特殊 情形 . 而 泊 松 求 和 公式 告诉 我 们 如 
何 将 任意 函数 了 D(z + n) 傅 里 叶 展 开 ,ese. 从 而 


而 


1 1 1 
(z) = 20+ 二 + 十 +) +21G mie 
hs i 


28(4) + I a(n em 
pt 
因此 数 oa(n) = 3)d? 是 一 个 模 形式 的 储 里 叶 系数 .利用 同样 的 推理 方法 可 以 
Cr 
证 明 . 
定理 5 令 


Gt(z) = c+ Dori(n)er™,zEH 


nal 


其 中 上 > 4 并 且 上 是 偶数 ,ok_i(n) = 之 4， 而 


ia + 六 和 ¥ 和 


| 
则 Gi(z) € 1. 

这 里 我 们 需要 h > 4 以 保证 级 数 绝对 收 全 ,从 而 可 以 将 + (m,n) 放 在 一 
起 . 

现在 我 们 来 证 明 如 何 能 得 到 维 数 di 的 公式 :由 于 c #0, 我 们 可 以 将 任意 
模 形式 E M.(k > 4,2 1 上) 写成 Ci 的 常数 倍加 上 一 个 新 的 模 形式 


f= Daln)er E M, 


其 中 5(0) = 0. 于 是 g = 大 是 权 为 -12 的 权 形 式 (g 在 的 作用 下 显然 满足 
变换 公式 * * (对 于 权 忆 -12), 又 由 于 A(z) 是 收敛 的 无 穷 乘积 ,从 而 它 不 等 
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于 零 ,并 且 在 % 处 展开 式 为 人 (z) = ew -24er* +…); 反 之 ,如 果 g € Mi-12， 
而 ce € C, 则 cGi(z) + 8g(z)A(z) € Mi 因此 Mi CO@ Men(k > 4,21k). 
再 注意 , 当 k < 0 和 大 = 2 时 ,Mi = 101 ,而 Mo = C ,然后 由 数学 归纳 法 即 得 结 
果 . 
现在 我 们 给 出 另 一 些 应 用 .我 们 已 经 证 明了 
G4 = cd+ Dyan) € Masx = er 
G8 = cg + Dan)x" €E Me 


其 中 c++ 高 G+ 吉 + 二 + 


但 是 dimMs = 1, 从 而 G3 和 Gs 只 相差 一 个 常数 因子 .我 们 有 


Gl(c4 +xz+9xz+28x3+…)2 = cf+2caxr + (18c4s + 1)x2 + ee 


G2 = ca + x+129x + 


于 是 
18c +1 
129 = 25 
4 
i Pe 


1 ba 

1+A%+3+ = % 

推论 1+ 二 + 可 + = 5 
注 ” 欧 拉 曾 用 不 严格 的 类 比 法 证 明了 

Ph hs WA 

+A+¥+"= 6 


利用 类 似 的 推理 ,可 得 到 所 有 ci 的 值 , 它 们 均 是 有 理 数 .特别 地 
C4 = +8 


G = 看 +*+3302 + 
作为 模 形式 的 进一步 应 用 ,我 们 注意 全, Ci 和 G3 有 一 定 线性 相关 (由 于 
dimMiz = 2). 计 算 它们 的 前 几 个 系数 可 得 到 恒等式 
和 =80006i - 147G2 
从 而 可 得 到 用 cs(n) 和 os(n) 表达 r(n) 的 一 个 公式 . 
这 里 需要 一 个 引 理 ,容易 直接 证 明 
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som (去 + Ear) = 19(- 遍 + 了 oo) 


的 系数 均 是 有 理 整数 . 

于 是 整个 思路 是 很 清晰 的 :由 于 Mi; 是 有 限 维 的 ,一 旦 得 到 一 些 同 权 模 形式 
之 间 的 线性 关系 ,然后 考察 它们 的 伟 里 叶 系 数 , 便 可 得 出 数论 函数 的 恒等式 . 现 
在 我 们 证 明 如 何 按 此 法 得 到 例 1 中 的 等 式 . 首先 我 们 有 


六 (mm =1+8xz+2424+4…= 2 x mt 六 0) 
类 似 地 Draln)w = (Dx) 
定理 6 令 


0(z) = 3 rims,2 EH 


则 6()* 是 对 于 群 Pi = 人 人” je Tle = 0(mod 4) } 的 权 2 模 形 式 , 即 


b\4 ab 
(a):0 (E84) = (er atetot( er 


注意 M， = 10| ,而 Ms 只 有 去 + oa(n)g"(g = ex), 但 是 群 T 比 厂 
小 ,所 以 对 于 Ps 可 以 有 更 多 的 模 形式 .采用 与 证 明 CE Mi 相 类 似 的 方法 ,可 


知 二 + 六 (Caoe 是 对 于 群 TI 的 权 2 模 形式 .然后 利用 上 面 例子 中 我 们 已 经 


nal dln 
sd 


谈 过 的 方法 , 即 可 得 到 rs(n) = 8》)d. 类 似 地 得 到 ra(n) = 165)(- 1)"-4d3， 
4d 


为 什么 公式 ( 公 ) 成 立 ?根据 上 面 提 到 的 泊 松 求 和 公式 ,我 们 有 
。 。 2 
DY enim) - > J 


取 2 = 0, 即 得 到 Yew_l De 人 


n= es 
令 4= 侍 , 则 得 到 9(z) = 起 9(- 十), 从 而 


o(- 二 = 一 4220(z) 


也 就 是 说 ,着 不 考虑 符号 , 则 6(z) 对 于 | 。。) = 人 EA 


一 方面, 显然 有 9(z + D = 0(:), 从 而 9(z)' 对 于 (“ 中 到 EE ]) 汪 吓 式 


满足 式 * *. 另 
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ans el, sa 


1 
入 二 
le 2 | 
2c 2d 


从 而 车 不 考虑 符号 , 则 对 于 每 个 ( 外 荆 ; 均 满足 式 * * ,而 负 号 恰好 是 


a,b,c,d E ZL,4ad -bc = 二 


对 于 久 - P 中 的 矩阵 . 

最 后 ,我 们 讲 一 下 模 形式 与 数论 之 间 的 另 一 种 联系 . 这 也 是 本 书 感 兴趣 的 
联系 . 设 a 和 46 是 整数 ,考虑 方程 

说 = 和 妇 +ax+ 类 关 关 

如 果 忆 = (4a3 + 2702) = 0, 则 * * * 的 右边 有 重 因子 ( 即 为 (x - mn)2(x + 
2n)), 其 中 n =V -a/3 = \ 光 07. 否则 我 们 就 称 x x x 定义 出 一 个 椭圆 曲线 . 
这 时 ,我 们 有 如 下 所 述 的 猜想 : 

(1) (谷山, 韦 尔 ) 给 了 一 个 椭圆 曲线 x * x , 则 存在 一 个 对 于 群 Po 的 权 2 
赫 克 形式 (IT 的 定义 类 似 于 上 述 的 T4) , 即 

f(z) = San = em: 
其 中 对 于 每 个 素数 p 目 DD, 均 有 
a(p) = p -((x* x )mod p 的 解数 ) 

对 于 p1D 的 a(p) 也 猜想 出 一 个 公式 .这 样 一 来 ,给 了 椭圆 曲线 * x * ,我 们 就 
有 了 全 部 系数 a(p), 然 后 利用 公式 * 可 以 把 所 有 的 a(n) 通过 a 和 4b 表示 出 
来 ,问题 在 于 要 证 明 :由 此 得 到 》) a(n)g" 满足 x * * .( 对 于 群 T,) 

(2)( 伯 奇 - 斯 温 纳 顿 - 戴尔 (Birch - Swinnerton - Dyer) ) * * x 有 无 穷 多 


组 有 理解 >| fCin)de = 0 
已 经 计算 了 成 百 个 例子 ,这 两 个 猜想 都 是 正确 的 .但 是 ,目前 离 证 出 这 两 个 
猜想 还 相距 甚 远 .大 约 几 十 年 前 , 德 林 对 于 一 类 (无 穷 多 个 ) 椭圆 曲线 ( 即 所 谓 
具有 复 乘法 的 椭圆 曲线 ,例如 当 a。= 0 或 者 = 0 时 ), 证 明了 猜想 (1). 而 大 约 
在 7 年 前 , 科 蒋 (Coates) 和 怀 尔 斯 对 于 某 些 情形 证 明了 猜想 (2). 
现在 让 我 们 回 到 法 尔 廷 斯 对 怀 尔 斯 证 明 的 介绍 中 去 . 设 H= ijrE Cl 
Im(r) > 0| 为 上 半 平 面 , SL(2,R) 以 通常 的 方式 (ar + 6)/(cr + d) 作用 于 其 
上 . SL(2,Z) 的 子 群 To( N) 由 矩阵 
(2 
cd 


组 成 ,其 中 c = 0(mod N). 一 个 ( 权 为 2) 相对 于 To( N) 的 模 形式 是 万 上 的 全 纯 
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函数 /(z), 对 于 一 切 | “|E To(N) 满足 
cd 


fl((ar + b)/(cr + d)) = (cr + d)*/(r) 
且 f(r)“ 在 尖 点 处 为 全 纯 ”. 后 者 即 是 说 对 人 租 里 叶 级 数 ( 因 f(r + 1) = f(r)) 


f(r)= De” 
当 n < 0, 则 a, = 0, 若 再 加 上 ao = 0, 则 f 称 为 检点 形式 , 赫 克 代数 了 作用 于 尖 
点 形式 空间 . 它 由 赫 克 算 子 7,( 若 p 与 N 互 素 ) 和 U,( 若 p 1N) 生成 .对 于 傅 里 
叶 系 数 , 有 

Gn( Tf) = amw(f) + pan/p(f) 

an( Uf) = am(f) 
一 个 特征 形式 是 指 所 有 的 赫 克 算 子 的 公共 特征 形式 .我 们 总 可 将 其 正规 化 ,使 
得 a1(f) = 1, 于 是 a,(/) 就 是 对 应 于 7, 或 U, 的 特征 值 .上 面 的 等 式 使 我 们 可 
以 递归 地 定 出 所 有 a, ,从 而 可 定 出 特征 形式 /. 反 之 ,对 于 给 定 的 一 系列 特征 值 
1ap1 ,我 们 也 可 构造 一 个 傅 里 叶 级 数 FLr) = 》) anezair. 根 据 韦 尔 的 定理 ,此 
f(z) 为 模 形式 当 且 仅 当 L - 级 数 


L(s,f) = >) om- 
在 全 s - 平面 上 有 全 纯 延 拓 并 满足 适当 的 函数 方程 .对 于 带 有 狄 利克 雷 特征 的 
了 上 - 函数 这 也 是 对 的 . 

对 所 有 的 a, 都 在 Q 中 的 情形 ,特征 形式 对 应 于 一 条 椭圆 曲线 已, 它 在 除 
了 N 的 素 因子 外 的 -- 切 素数 处 都 有 好 约 化 .对 于 与 N 互 素 的 P,E( 忆 ) 的 忆 - 
有 理 点 数 等 于 

#E(F,)=p+1l-a, 
反 过 来 ,对 每 个 Q 上 的 椭圆 曲线 ,我 们 可 以 定义 一 个 汉 斯 - 韦 尔 L - 级 数 
L(s,) ,并 猜想 它 具 有 上 面 讲 到 的 好 性 质 .这 样 ,根据 韦 尔 定理 ,这 个 L - 函数 
一 定 属于 一 个 具有 有 理 特 征 值 的 特征 形式 .这 就 是 谷山 - 韦 尔 猜想 的 内 容 ( 注 
意 与 查 格 的 叙述 对 比 一 下 ). 

即便 系数 m 不 在 Q 中 ,我 们 也 可 以 构造 一 个 与 特征 形式 对 应 的 伽 罗 瓦 表 
示 . 

赫 克 代数 了 是 一 个 有 限 生成 乙 - 模 .我 们 现在 以 个 记 它 在 一 个 合适 的 极 大 
理想 m( 非 爱 森 斯 坦 因 理想 ) 之 下 的 完备 化 ,x = 7/m 表示 特征 1 的 剩余 类 域 . 
于 是 有 一 个 2 维 的 伽 罗 瓦 表 示 , 即 

p: Gal(Q@/Q) -= Gl?) 
它 对 于 与 N 互 素 的 p 是 无 分 歧 的 (或 相应 地 为 透明 的 ) , 且 
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trace(p(Frob,)) = 1, 
det(p(Frob,)) = p 

每 个 有 理 特 征 值 的 特征 形式 产生 一 个 同 态 个 一 Z1;p 诱 导出 1 - adic 表示 , 它 是 

由 与 之 对 应 的 椭圆 曲线 E 给 出 的 , 它 描述 了 在 E 的 全 部 严 分 点 上 的 伽 罗 瓦 作 

用 . 反 过 来 ,也 可 以 证 明 E 是 模 的 , 当 且 仅 当 1 - adic 表示 能 以 这 种 方式 构造 出 

来 . 

* 形变 (Deformations) 

从 3 分 点 的 表示 出 发 ,可 以 构造 出 1 = 3 的 1 - adic 表示 ,已 知 它 同 余 于 一 
个 模 表示 ,于 是 ,可 以 证 明 ,该 表示 的 万 有 提升 是 模 的 . 这 是 整个 证 明 的 核心 ,这 
里 素数 3 是 非常 特殊 的 ,所 以 我 们 从 ! = 3 开始 考虑 . 

我 们 可 局 限于 3 分 点 产生 的 满 映射 

Gal(Q/Q) ~ GL(2, F;) 
(这 一 段 推理 对 5 分 点 也 适用 ). 因 PGL(2, 3) ww 54( P'( Fs)) 上 四 个 元 素 的 对 
称 群 是 可 解 群 .故而 依 朗 兰 兹 和 腾 内 尔 的 (提升 ) 定理 可 知 3 分 点 的 表示 已 经 是 
模 的 了 .这 里 充分 利用 了 素数 ! = 3 的 特殊 性 质 ; 对 1 = 2, 由 于 种 种 理由 ,一 般 
的 理论 都 不 能 奏效 ;而 对 ! > 5, 这 开头 一 步 也 行 不 通 .现在 我 们 找 一 种 形变 的 
论证 法 ,对 于 模 9,27,81,243,729 等 的 表示 ,依次 可 认定 它们 全 是 模 表 示 . 为 此 ， 
运用 了 模 3 表 示 的 万 有 形变 , 即 一 个 刀 代数 R = Zs[[71,…,7,]]/1(1 是 一 理 
想 ) 及 一 个 “万 有 ” 伽 罗 瓦 表示 

p: Gal(Q/Q) -~ GL(R) 
它 有 下 列 性 质 : 

(1) 对 于 与 W 互 素 的 P( 这 就 是 说 已 在 p 处 有 好 约 化 ),p 是 无 分 歧 的 (或 是 
透明 的 ); 

(2) 在 与 NN 非 互 素 的 p 处 ,p 具有 某 些 局 部 性 质 (此 处 不 讨论 * 某 些 " 之 所 
指 ); 

(3) 对 与 W 互 素 的 p,det(pFrob,) = p; 

(4)pmod(3, 71,…, 7T,) 即 是 我 们 给 定 的 E[3] 上 的 表示 ; 

(5) 任 一 其 他 的 表示 Gal(Q/Q) 一 GL,( 4), 着 具有 上 述 性 质 (1) 到 (4). 则 
都 可 通过 一 个 同 态 R -> 4 用 唯一 方法 产生 . 

R 的 构造 照 一 般 的 原则 进行 , 基本 上 是 取 一 个 侈 罗 瓦 群 的 生成 元 集合 
1o,…,0s| ,考虑 4 个 变 元 的 圭 级 数 环 , 并 除 以 一 极 小 理想 1, 这 样 在 模 ! 后 就 
得 到 了 满足 (1) 到 (4) 的 一 个 表示 ,只 要 我 们 给 每 个 ci 指定 一 个 2x2 和 抢 阵 ,这 和 矩 
阵 有 四 个 对 应 于 o; 的 未 定 元 作为 素数 . 

在 完成 上 述 构造 后 ,我 们 得 到 下 面 的 换 向 图 
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亿 - T/m 
ZF 
其 中 左 方 的 两 个 映射 是 由 模 伽 罗 瓦 表 示 和 E 的 伽 罗 瓦 表示 产生 的 .至 此 ,人 怀 尔 
斯 的 想法 是 证 明 R 同 构 于 他 ,这样 权 圆 伽 罗 瓦 表示 就 自然 是 模 表示 了 . 

为 此 ,我 们 当然 需要 关于 R 的 信息 ,这 些 信息 不 能 从 一 般 的 构造 法 中 得 
到 . 令 掏 表 示 sl(2,Z/3"Z)( 迹 为 0 的 2x2 和 矩阵 ) 的 伴随 伯 罗 瓦 表示 . 生成 元 的 
最 小 个 数 Y(R = Zs[[71,…,7y]]/7) 由 dimk Hy(Q, Wi) 给 出 ,其 中 厂 表 示 满 
足 与 上 面 (1), (2) 相对 应 的 某 种 局 部 条 件 的 上 同调 群 . 这 种 群 也 称 为 斯 梅 尔 
群 .在 定义 中 ,我 们 见 到 的 是 令 4 = 及 [7]/( 丈 ) 的 情形 .可 以 证 明 HYX(Q, W,) 
的 阶 对 mn 是 一 致 有 界 的 .这 个 阶 出 现 于 为 了 证 明 R = 个 而 作 的 一 系列 数值 判定 
中 :存在 一 个 Za - 同 构 9 -~ 0,0 是 Z 在 Q 的 有 限 扩张 中 的 整 闭 包 .为 了 简单 
起 见 ,我 们 假定 0 = 2. 已 知 个 是 总 伦 斯 坦 (Gorenstein) 环 ,这 就 是 说 Homz(， 
乙 ) 是 一 个 自由 个- 模 .此 时 满 映 射 个 -> Z3 有 一 伴随 映射 Zs 一 7; 两 个 映射 的 
合成 是 乘 以 Z 中 一 元 素 9, 除了 差 一 个 单位 数 外 是 定义 合理 的 ,而 且 hz 0. 另 
一 方面 , 设 p C R 是 满 映 射 R -> 全 ~ Z3 的 核 , 则 有 #(p/p?) > #(Za[1 ， 
如 )( 这 里 # 表示 阶 ), 等 号 成 立 当 且 仅 当 R= 全 且 这 是 一 个 完全 交 (7 可 由 7 个 
元 素 生 成 ). 左 方 # (p/p?) 等 于 斯 梅 尔 群 由 (Q, W,) 的 阶 (n > 0). 开 始 的 打算 
是 试图 用 欧 拉 系 (是 科 里 瓦 尼 发 明 的 ) 来 建立 等 式 ,然而 仅 能 证 明 p/p? 被 了 所 
零 化 .这 是 弗 拉 奇 定理 的 内 容 . 较 高 层 的 欧 拉 系 ,未 能 被 构造 出 来 . 
“证 明 

先 对 最 小 情形 进行 证 明 , 然 后 说 明 问 题 可 归结 为 最 小 情形 . 所 谓 最 小 情形 
意 指出 现 的 所 有 相应 于 坏 约 化 的 素数 都 已 经 模 了 3( 不 仅仅 模 了 高 次 短 ). 依照 
罗 贝 特 和 其 他 人 的 定理 (对 ! = 3 应 用 而 不 是 对 费 马 方程 中 的 赛 次 1 应 用 它 )， 
属于 曲线 模 3 的 伽 罗 瓦 表示 的 层 为 3 模 表示 .在 最 小 情形 下 计算 欧 拉 特 征 ( 波 伊 
托 - 塔 特 )(Poitou - Tate) ,可 证 明 H}(Q, Wi) 和 3(Q, Wi) 有 相同 维 数 ". 对 每 
个 mn, 选 取 个 素数 qi,…,9, 满足 模 3" 同 余 于 1. 再 进一步 应 用 To(N) 的 子 群 . 
该 子 群 包含 To(W) 与 (gq1,…,g,) 的 交 . Fo(N) 对 此 子 群 的 商 群 同 构 于 G = 
(Z/3"Z)". 相 应 的 赫 克 代数 名 是 Zs[ G] 上 的 自由 模 ,具有 G - 不 变量 了 ,是 一 
表示 环 的 商 R = Zs[[7T，,…,7,]]/1, 它 又 可 由 个 元 素 生 成 .由 于 群 6 的 自 
由 作用 ,理想 1 是 小 的 .现在 取 n 一 % 时 的 极限 ,在 极限 情况 下 R 和 名 变 成 
最 寡 级 环 而 且 相等 了 . 进而 从 Ri 得 到 及 ,人 得 到 全 ,同时 加 入 r 个 关系 “ci = 
1”, 其 中 ci,…,cor 是 G 的 生成 元 .最 后 R = 个 , 旦 这 是 一 个 完全 交 . 

如 何 将 之 归结 为 最 小 情形 ?只 要 估计 不 等 式 

#(p/p°) > #(Zs/7°* 2) 
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当 从 层 MM 过 渡 到 更 高 的 层 N(M | N) 时 左右 两 边 的 变化 ,对 于 左边 的 # HQ， 
了 ), 那 种 局 部 条 件 被 减弱 ,可 得 到 一 个 上 界 . 对 于 右边 则 存在 着 “合并 ”现象 ， 
即 老 形式 与 新 形式 间 是 同 余 的 .这 里 的 下 界 已 由 罗 贝 特 和 伊 哈 拉 (Ihara) 作出 . 
幸运 的 是 这 两 个 界 一 样 ,于 是 ,一 切 都 被 证 明了 . 

的 确 , 怀 尔 斯 是 幸运 的 ,他 终于 提出 了 一 个 使 世人 相信 的 关于 费 马 大 定理 
的 证 明 , 从 而 从 数学 家 那 装 满 众多 未 解决 猜想 的 重负 中 印 下 了 几乎 是 最 大 的 ， 
而 且 已 背负 了 长 达 350 年 之 久 的 一 块 . 

这 场 精彩 的 大 戏 ,最 后 以 怀 尔 斯 荣获 著名 的 沃 尔 夫 奖 而 进入 尾声 .让 我 们 
读 一 下 ,《 美 国 数学 会 会 刊 ) 一 篇 来 自 沃 尔 夫 基 金 新 闻 发 布 会 的 消息 . 


新 泽 西 州 普林斯顿 大 学 的 安德鲁 ， 怀 尔 斯 与 普林斯顿 高 等 研究 所 
的 关 兰 兹 (Robert P.Langlands) 将 分 享 1995 ~ 1996 年 度 的 沃 尔 夫 数 学 
燃 , 以色列 总 统 书 英杰 (Ezer Weizman) 将 于 1996 年 3 月 24 日 在 耶 路 撤 
冷 的 Knesset( 国 会 ) 大 厦 颁 发 该 奖 ， 奖 金 为 十 万 美元 . 同时 颁发 的 还 有 
取得 杰出 成 就 的 沃 尔 夫 化 学 、 医 药 、 农 业 和 艺术 奖 . 


由 于 证 明 费 马 大 定理 的 成 就 ,使 怀 尔 斯 在 得 沃 尔 夫 奖 之 后 ,又 于 同年 获得 
了 美国 国家 科学 院 数学 奖 (National Academy of Sciences Award in Mathematics) ,此 
奖 是 美国 数学 会 为 纪念 该 学 会 成 立 100 周年 ,而 于 1988 年 设立 的 .此 奖 每 四 年 
颁发 一 次 ,奖励 过 去 十 年 内 发 表 杰 出 数学 研究 成 果 的 数学 家 . 

朗 兰 效 获 沃 尔 夫 (Wolf) 奖 是 由 于 “他 在 数论 、 自 守 形 式 和 群 表示 论 领 域 里 
所 作 的 引 人 注 目的 开拓 工作 和 非凡 的 洞察 ". 朗 兰 效 形成 了 自 守 形式 包括 爱 森 
斯 坦 因 级 数 的 基本 工作 , 群 表示 论 ,L - 函数 和 阿 丁 (Artin) 猜 想 , 函 子 原理 ,及 
广泛 的 朗 兰 兹 程序 的 系统 阐述 的 现代 理论 .他 的 贡献 与 洞察 为 目前 与 未 来 在 这 
些 领域 的 研究 者 提供 了 基础 和 灵感 . 

朗 兰 效 ,1936 年 生 于 加 拿 大 英 属 哥伦比亚 (British Columbia) 的 新 威 斯 敏 特 . 
他 先后 于 1957 年 和 1958 年 在 英 属 哥 伦比 亚 大 学 获 学 士 学 位 和 硕士 学 位 . 并 于 
1960 年 在 耶鲁 大 学 (Yale University) 获 博士 学 位 ,同年 他 被 任命 为 耶鲁 大 学 讲师 
并 于 1967 年 获 教授 职位 .1972 年 他 得 到 目前 的 普林斯顿 高 等 研究 所 教授 职位 . 
他 已 荣获 的 主要 奖项 有 耶鲁 大 学 克 罗 斯 (Wilbur L. Cross) 奖 章 (1975) ,美国 数学 
会 科 尔 (Cole) 奖 (1982), Sigma Xi 联邦 奖 (1984) ,及 美国 科学 院 数学 奖 (1988). 
1972 年 他 被 选 为 加 拿 大 皇家 学 会 会 员 .1981 年 他 又 被 选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 . 
朗 兰 兹 荣获 英 属 哥 伦比 亚 大 学 . 麦 吉尔 大 学 纽约 城 市 大 学 .滑铁卢 大 学 .巴黎 
第 七 大 学 、 麦 吉尔 大 学 及 多 伦 多 大 学 的 名 誉 博士 学 位 .他 们 二 位 得 奖 的 相关 次 
料 见 1996 年 2 月 号 的 Notices of the American Mathematical Society Ppp: 221-222; 
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Langlands and Wiles share wolf prize 一 文 . 

怀 尔 斯 获 沃 尔 夫 奖 是 由 于 “他 在 数论 和 相关 领域 的 杰出 贡献 ,在 某 些 基本 
猜想 上 所 作 的 重大 推进 ,及 解决 费 马 大 定理 .” 怀 尔 斯 引进 了 既 深 又 新 的 方法 ， 
从 而 解决 了 数论 中 长 期 悬而未决 的 重要 问题 .他 自己 以 及 他 的 合作 者 致力 于 研 
究 的 问题 包括 伯 奇 (Birch,1931 一 ) 和 戴尔 (Swinnerton Dyer) 猜 想 , 岩 坡 理论 的 主 
要 猜想 ,及 谷山 - 志 村 - 韦 尔 猜想 .他 的 工作 终 致 著名 的 费 马 大 定理 的 证 明 . 在 
过 去 的 两 个 世纪 里 ,数论 中 的 许多 结果 和 方法 都 是 为 证 明 费 马 大 定理 而 形成 
的 . 

怀 尔 斯 ,1953 年 生 于 英国 剑桥 .他 于 1974 年 在 牛津 大 学 的 默 顿 (Merton) 学 
院 获 学 士 学 位 .1977 年 在 剑桥 大 学 的 克莱尔 (Clare) 学 院 获 博士 学 位 .他 是 哈佛 
大 学 助教 (1977 ~ 1980) 和 高 等 研究 所 的 成 员 (1981) .在 访问 了 多 所 欧洲 大 学 之 
后 ,1982 年 他 被 任命 为 普林斯顿 大 学 的 教授 .从 1984 年 起 ,他 是 普林斯顿 的 
Eugene Higgins 数学 教授 .从 1988 年 到 1990 年 ,他 还 拥有 牛津 皇家 研究 教授 学 
会 的 职位 .从 1985 年 到 1986 年 , 怀 尔 斯 是 古 根 海 姆 (Guggenheim) 研 究 员 .1989 
年 他 被 选 为 伦敦 皇家 学 会 会 员 . 

自 1978 年 以 来 ,已 有 160 位 来 自 18 个 国家 的 最 杰出 成 就 者 被 沃 尔 夫 基金 
会 授予 此 殊荣 .该 基金 由 已 故 的 里 卡尔 ' 沃 尔 夫 (Ricardo Wolf) 所 建立 .他 是 发 明 
家 、 外 交 官 和 慈善 家 . 设 此 基金 的 目的 在 于 “有 利于 提高 人 类 的 科学 和 艺术 水 
平 ”. 沃 尔 夫 1887 年 生 于 德国 ,后 移民 于 古巴 ,于 1961 年 被 任命 为 古巴 驻 以 色 
列 大 使 .从 那 时 起 他 一 直 生 活 在 以 色 列国 直到 1981 年 去 世 . 沃 尔 夫 数学 奖 是 一 
种 “终身 成 就 奖 ”, 获 奖 者 大 都 年 逾 古稀 ,著作 等 身 , 硕 果 累 累 .如 德国 数学 家 西 
格 尔 在 82 岁 时 获奖 .法国 数学 家 壳 尔 73 岁 获奖 ,法国 的 嘉 当 76 岁 获 奖 、 芬 兰 
的 阿尔 福 斯 74 岁 获奖 、 匈 牙 利 的 厄 尔 多 斯 71 岁 获奖 、 陈 省 身 73 岁 获奖 ,所 以 
此 奖 颇 有 " 盖 棺 定论 "的 意味 .而 怀 尔 斯 正当 盛 年 (获奖 时 才 43 岁 ) ,实在 是 令 人 
吃惊 .当然 这 都 托 费 马 的 福 ,是 费 马 大 定理 使 怀 尔 斯 年 纪 轻 轻 就 功成名就 . 

怀 尔 斯 还 获得 过 1997 年 的 Frank Nelson Cole Prize in Number Theory. Frank 
Nelson Cole 曾 长 期 任 美国 数学 学 会 的 秘书 (1896 ~ 1920) .并 当 过 美国 数学 学 会 
的 刊物 Bulletin 主编 长 达 21 年 ,经 由 他 自己 及 美国 数学 学 会 会 员 的 捐款 设立 了 
Frank Nelson Cole Prize in Algebra 及 Frank Nelson Cole Prize in Number Theory. 1928 
年 首次 颁奖 ,每 五 年 一 次 ,为 代数 及 数论 方面 的 大 奖 .1903 年 ,在 美国 数学 学 会 
的 一 次 会 议 中 ,时 任 美国 哥伦比亚 大 学 教授 的 Cole 作 了 一 个 令 人 惊奇 的 报告 ， 
他 走 上 讲台 , 一 声 不 响 地 在 黑板 写 下 

2 - 1 = 193 707 721.761 838 257 287 

但 是 , 像 许 多 美好 的 事物 都 有 争论 一 样 . 怀 尔 斯 的 证 明 也 不 是 满堂 喝彩 . 

1996 年 《科学 美国 人 》 杂 志 发 表 了 一 篇 名 为 “证 明 的 消亡 "的 文章 ,该 文 引 用 了 
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许多 著名 数学 家 的 言论 .以 表明 在 概念 框架 之 下 的 经 典 证 明 将 自然 地 被 用 计算 
机 所 作 的 可 视 化 验 法 所 代替 .从 而 怀 尔 斯 关于 费 马 大 定理 的 证 明 则 被 认为 是 一 
个 “ 极 大 的 时 代 错 误 ”. 但 文章 一 发 表 即 引起 了 一 场 轩 然 大 波 ,即使 是 那些 在 文 
中 被 引用 了 言论 的 数学 家 也 都 认为 实际 情况 被 完全 地 误解 .专家 们 指出 ,严格 
的 论证 将 导致 只 是 在 某 一 概念 绝对 成 立 的 近似 真理 ,甚至 是 错误 的 结论 ,而 且 
为 了 得 到 这 个 不 一 定 正确 的 结论 还 需 耗费 大 量 的 时 间 . 

关于 沃 尔 夫 奖 获奖 者 之 情况 本 书 还 有 详细 论述 . 

千年 等 一 回 .数论 史上 最 重要 的 一 页 终于 翻 了 过 去 .这 既 使 那些 路 踢 满 志 
的 失意 者 眉 然 车 失 , 也 使 那些 像 怀 尔 斯 这 样 的 成 功 者 信心 百倍 地 迈 向 新 的 领 
域 . 
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二 ermats Contribution and 
Influence to Mathematics 


费 马 对 数学 的 贡献 及 其 影响 
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不 幸 之 至 的 猜测 


1. 不 素 之 至 的 猜测 


1640 年 , 费 马 在 给 僧侣 数学 家 梅森 的 一 封 信 中 , 提 到 
了 一 种 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 数 一 一 费 马 数 , 即 
F, = 2 +1,n = 0,12… 
其 中 ,Fo, ,Fi, FF3, Fs 都 是 素数 , 费 马 宣称 :对 所 有 的 自然 数 
n, ,都 是 素数 .但 不 到 100 年 ,到 了 1732 年 ,瑞士 大 数学 家 欧 拉 
就 指出 : Fs 是 合 数 , 它 可 分 解 为 
Fs = 4 294 967 297 = 641 x 6 700 417 
对 此 人 们 一 直 怀疑 , 费 马 作为 伟大 的 业余 数学 家 似乎 不 可 
能 仅 凭 这 5 个 数 就 做 出 这 样 的 断言 .美国 著名 的 趣味 数学 专家 
享 斯 贝 格 (R.Honsberger) 在 1973 年 出 版 的 (Mathematical Gems》 
中 提出 了 一 个 令 人 较为 信服 的 解释 ,他 指出 : 早 在 2 500 年 前 ,中 
国 古人 就 通过 数值 检验 而 确信 了 这 样 一 条 "定理 ": 
“车 正 整 数 n > 1, 且 n12" - 2, 则 n 一 定 为 素数 .” 
这 可 以 看 做 是 费 马 小 定理 : 
“ 著 忆 是 素数 ,aEZ, 则 Pi1(ar -a).” 
当 a = 2 时 的 逆 命 题 , 现 代 的 计算 已 经 证 明 , 当 1 < n < 300 
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羔 默 (D.H. 
Lehmer, 
1905 一 1991), 美 
国 数学 家 . 生 于 
伯克利 


时 ,这 个 命题 是 正确 的 .但 对 超过 这 个 范围 的 数 就 不 一 定 了 .例如 n = 341 就 是 
一 个 反例 ,我 们 将 满足 n 1 2" - 2 的 合 数 称 为 假 素 数 ,我 们 还 能 用 341 构造 出 无 
穷 多 个 奇 假 素数 . 1950 年 美国 数论 专家 莱 默 还 找 了 偶 假 素数 161 038, 紧 接着 
1951 年 荷兰 阿姆斯特丹 的 比 格 (N.G.W.H. Beeger) 证 明了 偶 假 素数 也 有 无 穷 
多 个 .但 这 些 都 是 后 话 , 当 时 就 连 莱 布 尼 兹 这 样 的 大 数学 家 在 研究 了 《 易 经 》 的 
这 一 记载 之 后 都 相信 了 这 一 结果 . 所 以 , 费 马 很 可 能 也 知道 这 个 中 国 最 古老 的 
数论 “定理 ”并 也 信以为真 , 且 用 它 来 检验 F,. 

实际 上 ,我 们 不 难 推断 出 ,| 25. - 2, 这 只 要 注意 到 n > 1 时 ,n+ 1 <2"， 
所 以 2"+11 2 . 设 22 = 2"+1 .k(k 是 自然 数 ), 那 么 

25 2 2 2 1) 22 ) 1) 

所 以 2 1 21+ 1) = F271) 
于 是 有 F125 -2. 

于 是 ,我 们 就 不 难 理解 费 马 为 什么 会 做 出 这 样 的 断言 . 

需要 指出 的 是 :用 n 12" - 2 来 检验 n 的 素性 虽然 可 能 出 错 ,但 出 错 的 可 能 
是 相当 小 的 . 有 人 计算 过 , 在 n < 2 x 10" 的 范围 内 出 错 的 概率 小 于 


[三 15 8565) ~ 0.000 002 5. 因 为 隆 德 大 学 的 博 最 (Bohman) 教授 曾 


证 明了 小 于 100 x2 的 素数 有 882 206 716 个 ,而 塞 尔 弗 里 奇 (Selfridge) 和 瓦 格 斯 
塔 夫 (Wagstaff) 计算 出 底 为 2 的 伪 素 数 ( 即 满足 n 12" -2 的 合 数 ) 在 1 到 2x 100 
之 间 只 有 19 865 个 .所 以 ,华罗庚 先生 在 其 《数论 导 引 》 中 称 :“ 此 一 推测 实 属 不 
幸 之 至 .” 

我 们 把 假 素数 叫做 波 利 特 数 . 1926 年 波 利 特 (P.Poulet) 发 表 了 到 5 x 10 为 
止 的 奇 假 素数 表 ,1938 年 他 又 把 这 个 表 扩 充 到 10?. 因此 , 假 素数 被 称 为 波 利 特 
数 .例如 ,我 们 可 以 证 明 2 047 是 一 个 波 利 特 数 . 

首先 ,2 047 = 20 - 1, 并且 2 047 = 11 .186 +1, 所 以 2% -2 = 211"186+1 - 
2 = 2(20 -1) = 2((2°)% — 1%) = 2(020 - 1)(…) = 2(2047)(…). 

我 们 注意 到 这 个 波 利 特 数 具 有 下 述 性 质 : 它 的 所 有 因子 4 也 都 满足 波 利 特 
数 的 定义 关系 d 124 - 2. 因为 2 047 的 素数 分 解 是 23. 89, 可 见 2 047 的 因子 就 
是 这 两 个 素数 ,从 而 费 马 小 定理 保证 这 两 个 素 因 子 满足 d 1 24 - 2. 一 个 波 利 特 
数 ,如 果 它 的 所 有 因子 d 都 满足 4 1 24 - 2, 就 叫做 超 波 利 特 数 .我 们 已 经 看 到 ， 
费 马 定理 保证 了 所 有 素 因 子 满足 这 个 关系 . 因此 ,我 们 可 以 给 出 超 波 利 特 数 的 
一 个 等 价 定义 :一 个 波 利 特 数 ,如 果 它 的 合成 因子 也 都 是 波 利 特 数 ,就 叫做 超 波 
利 特 数 . 

并 非 所 有 波 利 特 数 都 是 超 波 利 特 数 . 例如 , 对 于 波 利 特 数 561, 我 们 有 
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561 = 3 .11 . 17, 所 以 33 是 一 个 因子 ,但 是 33 站 23 - 2. 为 了 看 出 这 点 ,注意 
2 =1024 = 11 .93 +1+1(mod 11), 所 以 20 = 1(mod 11). 可 是 2 = 8(mod 
11), 所 以 23 = 8(mod 11),23 - 2 = 6(mod 11). 因 此 ,11 十 23 - 2, 从 而 33 十 
23 - 2. 于 是 , 波 利 特 数 有 的 是 超 波 利 特 数 , 有 的 则 不 然 . 原来 ,不 论 是 波 利 特 数 
还 是 超 波 利 特 数 ,每 种 都 有 无 穷 多 个 . 

1936 年 ,美国 数学 家 莱 莱 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 波 利 特 数 ,每 一 个 都 只 有 两 个 
素 因子 ,例如 2 047, 从 而 保证 了 有 无 穷 多 个 超 波 利 特 数 . 另 一 方面 ,任何 偶数 都 
不 可 能 是 超 波 利 特 数 ,而 比 格 定理 (1951) 断定 有 无 穷 多 个 偶 波 利 特 数 .我 们 可 
以 证 明 : 所 有 超 波 利 特 数 都 是 奇数 . 

假若 不 然 ,偶数 2n 是 超 波 利 特 数 .这 时 我 们 有 

(1) 2n 1 2 - 2. 

(2) 对 于 因子 n 也 有 n 12" -2. 

把 (1) 遍 除 以 2 可 见 ,n 122"-! -1, 所 以 n 必定 是 奇数 .因此 ,关系 (2) 即 是 
n12(2""1 - 1) 将 给 出 n12"-! -1. 从 而 ,我 们 看 出 ,n 整除 差 数 (22"-1 - 1) - 
(2"… - 1)( 因 为 n 整除 每 一 项 ), 即 是 n122"1 -2"1, 或 n12"-1(2* - 1). 由 于 
n 是 奇数 ,所 以 n 1 2" - 1. 由 于 n 也 整除 2" - 2, 所 以 它 必须 整除 两 者 之 差 , 即 
是 整除 1. 从 而 ,mn = 1,2n = 2. 于 是 ,素数 2 是 超 波 利 特 数 ,因而 是 波 利 特 数 .但 
是 , 按 定义 , 波 利 特 数 都 是 合成 数 ,所 以 2 不 可 能 是 波 利 特 数 . 

与 费 马 小 定理 有 关 的 还 有 其 他 的 数 . 费 马 小 定理 说 ,素数 n 整除 o" - a, 不 
论 a 是 什么 整数 ,对 于 与 n 互 素 的 整数 ,我们 有 

nla"-a= a(a"!-1) 
所 以 n 1 a"' - 1. 如 果 , 只 要 a 和 n 互 素 ( 即 (ae,n) = 1) ,就 有 nm 1 an"-1- 1, 这 
样 的 合成 数 n 中 心 叫做 卡 迈克 尔 数 ,因为 这 是 卡 迈 克 尔 于 1909 年 首先 考虑 的 . 
显然 ,绝对 假 素数 ( 即 是 一 个 合成 数 n ,使 得 对 所 有 整数 a 满足 n | a - a) 都 是 
卡 迈克 尔 数 , 反 过 来 也 对 ,这 就 说 明 卡 迈克 尔 数 和 绝对 假 素 数 是 一 回 事 . 

还 有 一 些 合成 数 n ,使 得 只 要 (a,n) = 1, 就 有 n1a"-?- a. 例 如 n = 195 
就 是 这 样 的 数 . 195 的 素 分 解 是 3 . 5. 13, 这 些 素数 每 一 个 都 整除 cl - a ,不论 
a 是 什么 整数 .我 们 考虑 素数 5 的 情形 ,其 余 的 类 似 , 即 

193 = ( 5- 1)48+1=4.48+1 
所 以 am a= at -a= ao((ao)@ -18) = 
a(os -1)() = (o-a)() 
由 于 5 是 素数 , 费 马 小 定理 给 出 51 a5 - a, 从 而 保证 51 al -a. 
如 果 a 和 nn 互 素 , 则 关系 
nla?-a=a(a-1) 


给 出 n1a"? -1. 大 于 3 的 自然 数 n( 不 只 是 合成 数 ), 使 得 只 要 (a,n) = 1, 则 


卡 迈 克 尔 
(Robert 
Carmichael, 
1879 一 1967) 美 
国 数学 家 . 生 于 
古 德 沃 特 ,1911 
年 普林斯顿 大 学 
博士 . 
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mla2-1 
则 称 为 D 数 .这 是 莫 罗 (D.C.Morrow) 在 1951 年 研究 的 .我 们 可 以 证 明 奇 素数 的 
三 信和 总 是 一 个 也 数 ,这 就 表明 D 数 有 无 穷 多 . 

奇 素数 p = 3 单独 考虑 ,这 时 n = 3p = 9. 我 们 要 证 明 : 对 于 所 有 的 整数 a， 

只 要 (a,9) = 1, 就 有 91as -6. 因 为 a 和 9 互 素 ,所 以 我 人 有 
a=+1,+2,+4(mod9) 
在 每 种 情况 下 我 们 都 容易 验证 as = 1(mod 9), 即 所 求证 . 

现在 假设 n = 3p, 其 中 p 是 大 于 3 的 奇 素数 .我 们 来 证 明 只 要 (a,n) = (a， 
3p) = 1, 则 

n=3plar3-1 
因为 (a,3p) = 1, 所 以 a 不 是 3 的 倍数 ,于 是 a =+ 1(mod 3),a? = 1(mod 3)， 
从 而 对 所 有 自然 数 上 有 ax = 1(mod 3). 这 就 是 说 ,a 的 所 有 偶数 次 筹 都 模 3 余 
1. 由 于 p 是 奇数 ,所 以 3p - 3 是 偶数 ,从 而 oz-3 - 1 被 3 整除 . 

由 于 p 大 于 3 而 p 是 素数 ,所 以 (3,p) = 1. 于 是 ,如 果 3 和 p 每 一 个 都 整除 
a -1, 则 其 乘积 n 也 是 如 此 .为 了 完成 我 们 的 证 明 ,只 须 证 明 p 整除 oa-3 - 
1. 我 们 有 

a3p-3 过 于 (ap-1)3 二 1 并 (ar-! 到 1)(…) 
据 费 马 小 定理 ,由 于 (a,p) = 1, 我 们 看 出 ,p | o*-! - 1. 证 毕 . 

1962 年 马 可 夫 斯 基 (A.Makowski) 证 明 : 对 所 有 自然 数 k >> 2 都 存在 无 穷 多 

个 合成 数 n, 使 得 只 要 (a,n) = 1, 则 

nila™*t-l1 
对 于 k= 3, 这 个 定理 肯定 了 存在 无 穷 多 个 合成 D 数 .对 于 k = 2, 这 个 定理 断定 
存在 无 穷 多 个 合成 数 ,使 得 ,只 要 (a,n) = 1, 则 


nla™?-l1 


对 于 这 样 的 ,我 们 看 出 ,只 要 (a,n) = 1, 则 nn1a"!- a. 我 们 还 可 以 进一步 断 
定 :存在 无 穷 多 个 合成 数 n ,使 得 n 1 a"! - a 对 所 有 整数 a 都 成 立 ,不 论 a 和 n 
是 否 互 素 .我 们 来 证 明 :车 p 是 奇 素数 , 则 n = 2p 就 是 这 样 的 数 . 

显然 ,a 和 a"-! 同时 是 奇数 或 同时 是 偶数 ,所 以 21 ao"-! - a. 由 于 p 是 奇 素 
数 ,我 人 有 (2,p) = 1, 所 以 ,只 要 2 和 p 都 是 整除 a"-! - a. 则 n 亦 然 .既然 

ql-a= a a= a(ar?-1)= oo(o-02-12) = 
a(a -1(o-+1l) =(o - a)(or! +1) 

而 费 马 小 定理 给 出 p 1 a? - a, 这 就 完成 了 所 要 的 证 明 . 

让 p 表示 的 最 小 素 因子 ,于 是 p 也 是 奇数 ,因而 

《P,2) = 2 

按照 费 马 小 定理 ,我 们 有 p 122-! - 1. 
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现在 我 们 考虑 使 得 p 12” -1 的 m 的 值 .我 们 已 知 m = p -1 是 一 个 值 ,也 
许 还 会 有 mm 的 一 些 值 是 小 于 p - 1 的 ,让 9 表示 m 的 最 小 值 ,于 是 我 人 有 9 < 
Pp -1,p 12? -1. 由 于 p 是 素数 , 它 大 于 1, 所 以 要 使 2? - 1 被 p 整除 ,必须 g 大 
于 1. 于 是 我 们 有 

1]<4<p-1 

即 l<g<p 
如 果 我 们 能 证 明 g 整除 n, 则 p 不 是 的 最 小 素 因子 (4 的 任何 素 因 子 都 比 p 
小 ), 从 而 得 到 矛盾 . 

我 们 仍然 用 反 证 法 ,假设 9 不 整除 n. 这 时 我 们 将 有 

n=hy+r kt€EZ0<r<g 
既然 p 129 - 1, 即 29 = 1(mod p), 所 以 
24-1=28 1=2(2): 12 -1(modp) 
由 于 nn142" -1, 而 p1n, 所 以 p12" -1, 即 2 -1= 0(mod p). 因 此 ,我 们 有 
2 -1e0modp) 或 p127-1 

但 是 + < 9, 这 与 4 作为 m 的 最 小 值 矛盾 . 

不 难 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 自然 数 n, 使 得 n12" + 1. 事 实 上 ,mn = 3:,k = 0， 
1,2,…, 就 是 这 样 的 数 .证 明 留 给 读者 ,是 归纳 法 的 简单 应 用 . 

最 后 ,存在 无 限 多 个 自然 数 ,使 得 n12" +2( 如 n -2,6 以 及 66), 同 时 却 
没有 任何 n > 1 的 自然 数 ,使 得 n 1 2"-! + 1. 

平 心 而 论 , 像 费 马 提出 的 这 种 表 素数 的 公式 绝 不 是 可 以 随便 提出 来 的 , 同 
时 这 个 问题 也 吸引 着 许 许多 多 业余 爱好 者 .例如 ,1983 年 9 月 (数学 通讯 ) 编辑 
部 收 到 广西 富川 县 朱 声 贵 先生 的 一 件 来 稿 ,他 提出 一 个 问题 , 即 


“ 当 为 坷 素数 时 , 形 如 2 坟 直 的 数 是 不 是 素数 .” 
为 表示 简便 起 见 ,我 们 令 Z，= 全 壮 +, 朱 声 贵 先生 已 经 验证 : 


当 p = 3 时 ,2Z3 = 和 二 1 = 3 是 素数 ; 

当 p = 5 时 ,Zs = 1! = 11 是 素数 ; 

当 p = 7 时 ,2 = 2 = 43 是 素数 

当 p = 1H 时 ,Zh -= 2 = 683 是 素数 ; 
当 p = 13 时 ,Za = 2 = 2731 是 素数 ; 
当 p = 1I7 时 ,Zn = 1 = 43 691 是 素数 ; 
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当 p = 19 时 ,Ze =“ 亏 1 - 174 763 是 素数 . 
根据 这 些 数据 , 朱 声 贵 先 生 猜 测 : 


“对 于 奇 素数 p ,一 切 形 如 (生计 的 数 痢 是 素数 .” 

他 问 这 一 猜测 是 否 正确 ? 

很 明显 :这 个 问题 提 得 是 有 意义 的 .同时 从 他 的 来 稿 可 以 看 出 , 朱 声 贵 先生 
本 人 显然 也 花费 了 大 量 的 劳动 ,编辑 部 的 同志 先 对 数 Z, 来 作 初步 的 讨论 . 并 以 
此 说 明 此 猜测 是 错误 的 ,为 此 先 讲 一 个 引 理 . 

引 理 ” 设 d 是 满足 ur = 1(mod m) 的 一 切 正 整数 x 中 的 最 小 者 , 则 必 有 
dlx. 

事实 上 , 令 x = nd + r, 这 里 0 < r < d, 再 注意 到 

as = nd 入 (ad)" or 

从 而 就 有 1= 0 = a(mod m) 
因为 4 是 满足 or = 1(mod m) 的 一 切 正 整数 x 中 的 最 小 者 ,又 由 于 r < d, 故 必 
有 r = 0, 亦 即 有 d | x, 于 是 引 理 成 立 . 

有 了 这 个 引 理 ,下 面 我 们 就 可 以 证 明 关 于 Z, 的 素 因子 的 一 个 定理 . 

定理 。 如果 4 为 Z， = 怪 二] 之 素 因子 ,并 且 4 > 3, 则 必 有 4 = 2pt + 1， 
这 里 4 为 正 整 数 . 

证 明 ”由 定理 的 条 件 可 知 有 

2 +1=0(modg) 


即 2" =- 1(mod g) 

从 而 推 得 2 = 1(mod 9) 

由 于 2p 的 因子 只 有 1,2,p ,2p 这 四 个 数 ,再 注意 9 > 3, 就 显然 有 
2 #1(mod g) 
2°? # 1(mod 9) 


这 就 表明 22 = 1(mod 9) 是 2* = 1(mod 4) 的 一 切 正 整数 x 中 的 最 小 者 .但 另 
一 方面 ,由 费 马 小 定理 又 有 2?- = 1(mod 9) , 故 根据 引 理 可 知 
2p19-1 
亦 即 9 = 2pt + 1( 均 为 正 整数 ) ,定理 证 毕 . 
根据 这 个 定理 ,我 们 要 判定 Z, 是 不 是 素数 ,就 可 大 大 减少 计算 的 工作 量 ， 
经 实际 计算 ,我 们 得 出 结果 如 下 , 即 
Fl 


当 p = 23 时 ,Za = 全 了 -= 2 796 203 是 素数 ; 
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当 p = 31 时 ,Za = 3， = 715 827 883 是 素数 . 

从 上 面 的 计算 已 经 可 以 看 出 :对 于 前 面 的 10 个 Z,, 有 9 个 都 是 素数 ,但 Zs 
却 是 两 个 素数 59 与 3 033 169 的 乘积 ,这 表明 朱 声 贵 先生 的 猜测 是 不 正确 的 . 

对 于 Z 以 后 的 Z, ,利用 上 述 定理 继续 进行 验算 工作 ,还 得 出 了 以 下 一 些 
结果 , 即 

当 p = 37 时 ,Z = 45 812 984 491 = 1 777 . 25 781 083; 

当 p = 41 时 ,Z4 = 733 007 751 851 = 83 . 8 831 418 697; 

当 p = 43 时 ,Za = 2 932 031 007 403; 

当 p = 47 时 ,Z = 46 912 496 118 443 = 283 ,165 768 537 521; 

当 p = 53 时 ,Z5 = 3 002 399 751 580 331 = 107 . 28 059 810 762 433; 

当 = 59 时 ,2sy = 192 153 584 101 141 163 = 2 833 * 67 826 891 670 011. 

在 Za 以 后 的 6 个 Z, 中 , 除 Zss 尚 不 知 其 是 否 是 素数 外 ,其 余 5 个 Z, 均 为 
合 数 ,这 几 个 数 的 素 因 子 是 大 治 有 色 金 属 公司 教育 处 夏 桓 山 同 志 计算 出 来 的 ， 
他 在 这 方面 耐心 地 作 了 许多 计算 工作 .例如 ,他 还 算出 
Zw = 3 223 802 185 639 011 132 549 803 = 499 + 6 460 525 422 122 266 798 697 

最 后 ,除了 对 Zs 尚 不 知 其 是 不 是 素数 外 ,《 数 学 通讯 ) 编辑 部 的 编辑 们 还 
提出 以 下 三 个 问题 : 

(1) 当 p 为 奇 素数 时 ,我 们 已 经 发 现 有 9 个 Z, 为 素数 ,那么 Z, 这 种 形状 的 
素数 是 有 限 多 个 还 是 无 限 多 个 呢 ? 

(2) 能 否 断 定 并 证 明 Z, 的 素 因子 个 数 小 于 一 个 固定 常数 呢 ? 

(3) 关于 2 的 素 因子 除了 具有 上 述 定理 的 性 质 外 ,是 否 还 有 另外 的 规律 或 
性 质 呢 ? 

这 几 个 问题 ,可 供 有 兴趣 的 读者 进一步 思考 和 研究 . 但 那 之 后 并 没有 什么 
新 的 讨论 结果 出 现 . 


2, 一 块 红 手 帕 一 一 寓 马 数 的 挑战 


德 夫 林 (Keith Devlin) 博士 是 兰 开 斯 特 (Lancaster) 大 学 数学 方面 的 高 级 讲 
师 .他 曾 在 伦敦 皇家 协会 举行 的 国际 数学 奥林匹克 发 奖 仪 式 上 所 作 的 演讲 中 指 
出 ,大 多 数 人 会 受挫 于 检验 下 一 个 费 马 数 是 素数 , 即 


Fs = 2 +1=22+1 = 4294967297 
他 说 ,这 表明 费 马 数 从 刚刚 开始 就 引起 了 问题 . 双重 取 圭 意味 着 这 样 的 数 会 迅 
速 地 变 得 非常 大 . 它 对 于 计算 数学 家 就 像 一 块 红 手 帕 对 于 一 头 公 牛 一 样 . 
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据 记载 ,1878 年 苏联 数学 家 伊 凡 ' 米 赫 叶 维 奇 * 彼 尔 乌 辛 证 明了 Piz 能 被 
7 x 24 + 1 = 114 689 整除 , Fw 能 被 5 .25 + 1 = 167 772 161 整除 .这 是 非常 不 
容易 的 ,因为 22 + 1 写成 十 进 制 数 共 有 2 525 223 位 . 若 用 普通 铅字 将 其 排 印 出 
来 ,将 会 是 长 达 5 km 的 一 行 .倘若 印 成 书 将 会 是 一 部 1 000 页 的 巨 册 . 更 令 人 吃 
惊 的 是 ,1886 年 塞 尔 霍 夫 否定 了 Ps 是 素数 ,他 证 明了 Fx 能 被 10 x 28 + 1 = 
2 748 779 069 441 整除 .为 了 帮助 我 们 想象 数字 Fy 的 巨大 , 柳 卡 计算 出 Fy 的 
位 数 比 200 亿 还 多 , 印 成 一 行 铅字 的 话 , 将 比 赤道 还 长 . 

正 是 因为 判断 F, 是 否 为 素数 的 极端 困难 性 ,许多 数学 家 借 此 一 举 成 名 ,可 
以 说 每 一 位 对 费 马 数 做 出 判断 的 人 都 会 为 自己 赢得 巨大 的 荣誉 .如 丹麦 数学 家 
克 劳 森 曾 证 明了 费 马 数 Fe = 2 +1 的 非 素 数 性 ,因此 得 到 高 斯 和 贝 塞 尔 的 赏 
识 . 

克 劳 森 (Thomas Clausen,1801 一 1885) 是 数学 家 、 天 文学 家 . 他 生 于 丹麦 斯 
诺 拜 克 (Snogbaek), 卒 于 多 帕 特 (Porpat) ,现在 的 爱沙尼亚 塔 尔 图 (Tapty). 他 自 
学 成 才 , 早 年 学 习 语言 学 、 数 学 和 天 文学 .1828 年 到 德国 慕尼黑 光学 研究 所 任 
职 .1844 年 在 贝 塞 尔 指导 下 获 博士 学 位 . 1866 年 在 多 帕 特 任 天 文 台 主任 和 大 学 
教授 . 1854 年 ,1856 年 分 别 成 为 哥 廷 根 和 彼得 堡 科 学 院 通讯 院士 . 克 劳 森 一 生 共 
出 版 和 发 表 150 多 种 论著 ,内 容 涉及 纯粹 数学 、 应 用 数学 、 天 文学 、 地 理学 和 地 
球 物理 等 多 门 学 科 . 他 长 于 计算 , 曾 因 得 出 1770 年 的 彗星 轨道 而 获得 哥本哈根 
研究 院 奖励 . 

1992 年 ,加利福尼亚 州 雷 德 市 NEZT 软件 公司 的 首席 科学 家 克 兰 德尔 
(Richard EE. Crandall) 和 多 尼 亚 斯 (Doenias) 及 Amdahl 公司 的 诺 里 (Christopher 
Norrie) 成 功 地 用 计算 机 证 明了 第 22 个 费 马 数 27 + 1 是 合 数 .这 个 数 的 十 进 制 
形式 有 100 万 位 以 上 ,这 一 证 明 被 称 为 有 史 以 来 为 获得 一 个 “一 位 ”答案 ( 即 答 
案 为 是” 或“ 否 ”) 而 进行 的 最 长 计算 ,总 共用 了 10" 次 计算 机 运算 ,这 与 制作 


革命 性 的 迪斯尼 动画 片 (玩具 总 动员 》(《Toy Story》) 时 所 用 的 计算 机 工作 量 相 
当 . 


3 过 会 攻 科 国 蔬 健 衣 市 和 和 的 委 马 数 Fn 的 十 和 市 


1968 年 , 《美国 数学 月 刊 )AMM) 第 1119 页 ,刊登 了 一 个 编号 为 2024 的 问 
题 .此 题 是 由 澳大利亚 库 郎 保 (Cooorangbong) 埃 文 达尔 学 院 (Avondale College) 
的 埃 格 尔 顿 (R.B.Eggleton) 提出 ,由 纽约 市 普 菜 斯 (Harray Pless) 解答 . 
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问题 ”全 世界 图 书馆 的 藏书 之 总 数 能 否 提供 足够 的 地 方 ,以 便 容 
钠 这 个 巨大 的 数 Fs 的 十 进 制 表示 .为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 从 下 面 涉 
及 全 部 图 书 及 图 书馆 的 规模 的 估算 出 发 . 

有 100 万 家 图 书馆 ,每 家 假定 藏书 100 万 册 . 每 册 书 有 1 000 页 ,每 
页 100 行 ,每 行 提供 100 个 数字 的 地 方 . 

作为 第 二 个 问题 ,将 确定 数 Fn 十 进 制 表示 中 的 最 后 三 位 数 . 


解 (1) 给 定 的 假设 表明 ,全 部 图 书馆 总 共 可 容纳 
(100)(100)(1 000)(1 000 000)(1 000 000) = 109 
个 数字 .这 实际 上 是 多 么 大 的 数 啊 ! 显 然 , 我 们 必须 对 数 Fy 的 位 数 加 以 估算 . 
由 于 2 = 1 024 > 10?. 因 而 有 
23=8.2% >8.10 

从 而 27 > 280 - (280)1P ee ((210)8)10 > 10%0 
因此 , Fw 的 位 数 多 于 24， 103” = 240(10”). 这 就 是 说 ,需要 有 比 我 们 所 设想 的 
那样 的 图 书馆 大 240 倍 的 地 方 ,才能 记 下 Fs 的 十 进 制 表示 . 

(2) 为 了 确定 Fs 的 最 后 三 位 数 ,我 们 将 不 加 证 明 地 利用 下 述 两 个 著名 的 
结论 , 即 

i 一 个 自然 数 的 平方 及 其 22 次 方 , 末 两 位 数 相同 , 即 

nm2 = nz(mod 100) 
证 一 个 自然 数 的 三 次 方 与 103 次 方 , 末 三 位 数 相同 , 即 
ni = n3(mod 1 000) 
对 非 负 的 上 ,由 i mod 100 得 出 
n+t2 加 由 | 12 mm n: 家 72 i nt+2 

因此 ,可 以 从 大 于 22 的 徊 指数 减 去 20, 而 不 改变 该 短 函 数 的 mod 100 的 余数 .所 
以 ,多 次 运用 这 种 方法 ,每 次 均 使 寡 指 数 减少 20, 直 到 赛 指数 不 小 于 2 为止 .类 
似 地 ,从 站 可 以 得 知 ,对 赛 指数 的 mod 1 000 可 以 减少 100 倍 ,直到 得 出 的 寡 指 数 
刚刚 大 于 2 为 止 . 

这 就 表明 

22 = 20+3 = 23(mod 100) 
因此 ,由 mod 100 有 
2 =s23 =B.20 8.1024=8:24 = 19 = 9(mod 100) 
借助 一 个 整数 9 可 得 
23 = 100g + 92 

利用 ii, 可 得 2 -= 2me2 = 2o(mod 1 000) 
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简单 的 计算 表明 2 = 896(mod 1 000) ,因此 , Fn = 27” + 1 以 897 结尾 . 
后 来 , 圣 杰 曼 (St. Germagin) 和 斯 带 恩 (Steen) ,利用 计算 机 计算 出 了 数 Fn 
的 最 后 40 位 数 , 即 
8 947 301 518 995 672 165 296 243 935 786 246 864 897 
果然 如 此 ! 顺 便 指 出 ,现代 数学 的 重要 成 就 之 一 ,就 是 得 知 了 巨大 的 数 
Fiys = 2 +1 
是 一 个 合 数 . 

与 这 个 庞然大物 相 比 , Fn 是 极其 渺小 的 .借助 于 上 述 的 方法 ,确定 Fi ws 的 
最 后 三 位 数 ,要 比 确定 Fw 的 最 后 三 位 数 容易 . 读者 可 能 会 喜欢 自己 去 证 明 
Fi %s 的 最 后 三 位 数 是 297. 

我 们 也 可 以 用 另 一 种 方法 来 确定 Fn 的 最 后 三 位 数 ,而 且 这 次 不 再 应 用 前 
述 没有 证 明 的 结论 . 

显然 

2° = 102 = 251 -1=- 1(mod25),: = 41 
由 二 项 式 定理 得 知 

21% = (20)0 = (25¢ ~ 1)® = (25t)10 - 10(251)? + … - 10(25t) + 1 

因为 在 这 个 合 数 里 ,除了 最 后 一 项 外 ,每 一 项 都 可 被 125 整除 ,所 以 


2 = 1(mod 125) 
此 外 2 = (20)7.2=(-17 .2=-8(mod25) 
由 此 可 以 得 出 2 =255-8 


其 中 ,上 为 整数 .另外 ,很 显然 ,4 整除 23. 这 就 表明 
23 =0=- 8(mod4) 


从 而 有 23 =4r-8 
其 中 ,r 为 一 个 适当 的 整数 ,进一步 有 

25k -8=4r-8 
从 而 25k = 4r 
因此 4 1. 


取 上 = 4k1, 我 们 得 到 
23 = 1004 - 8 =- 8 = 92(mod 100) 


这 就 是 说 23 = 1009 + 92 
其 中 ,4 为 一 个 适当 的 整数 . 
因此 ,我 们 得 到 
27 = 2mv2 = 22(2m)9 = 22(1)*(mod 125) 
从 而 2 = 32(mod 125) 
从 毕 达 哥 拉 斯 
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令 22 = x(mod 125), 则 得 
2 .x = 2 = 1(mod 125) 
2 .x = 256x = 1(mod 125) 


6x = 1(mod 125) 

从 而 有 6x = 126(mod 125) 
x = 21 =- 104(mod 125) 
由 此 得 知 2 = * = - 104(mod 125) 


另外 ,显然 8 1 2 ). 这 就 是 说 
27 =0=_-104(mod8) 


结果 得 到 27 = 125s - 104 = 8w - 104 
从 而 导致 8 1 s,1 000 1 12s, 以 及 


2 = 1000v - 104 =- 104 = 896(mod 1 000) 
因此 , Fn 以 897 结尾 .更 大 的 费 马 数 现在 都 具备 研究 方法 ,1987 年 ,汉堡 大 
学 的 凯 勒 (Wilfrid Keller) 使 用 一 种 第 法 找 出 了 大 得 吓人 的 数 Fo 的 一 个 因 
子 , Fa 的 十 进 制 形 式 大 约 有 107 om 位 ,而 凯 勒 找到 的 这 个 因子 本 身 “ 只 有 "大 
约 7 000 位 . 


4. 釉 马 政 财 代 的 知音 一 一 欧 拉 


费 马 一 生 中 从 未 发 表 过 数学 著作 , 并且 他 给 出 的 绝 大 部 分 定理 都 没有 证 
明 . 在 他 逝世 后 的 近 百 年 中 也 很 少 有 人 能 解决 它们 . 但 是 , 当 欧 拉 出 现 之 后 ,一 
切 问题 都 冰释 了 , 他 几乎 独占 地 解决 了 费 马 留 下 的 全 部 问题 (尤其 是 数论 问 
题 ) ,为 完善 费 马 的 数学 思想 做 出 了 非凡 的 贡献 ,也 为 费 马 赢得 了 许多 荣誉 .所 
以 有 人 把 欧 拉 喻 为 “ 费 马 跨 时 代 的 知音 ”. 对 于 费 马 数 问题 , 欧 拉 也 作 了 深入 的 
研究 ,但 在 费 马 数 问题 上 ,他 没 能 为 费 马 赢得 荣誉 ,相反 却 发 现 了 重大 的 错误 . 

据 1729 年 哥 德 巴赫 介绍 , 欧 拉 很 早 就 注意 到 费 马 数 问题 ,他 曾 给 出 相关 的 
两 个 性 质 : 

(1) 任何 费 马 数 F, 都 没有 小 于 100 的 因数 . 

(2) 任意 两 个 党 马 数 都 没有 公 因 数 . 

欧 拉 给 出 的 性 质 (1) 预示 着 如 果 费 马 素数 猜想 不 成 立 , 即 费 马 数 中 存在 合 
数 , 它 的 因数 也 将 是 很 大 的 ,不 易 找 到 .这 是 对 费 马 数 问题 的 最 早 怀 疑 .1732 年 ， 
欧 拉 终 于 惊喜 地 发 现 第 六 个 费 马 数 Fs 有 真 因数 641, 即 

Fs = 641 .6 700 417 
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从 此 费 马 在 人 们 心目 中 “一 贯 正确 ”的 形象 被 破坏 了 ! 
欧 拉 的 工作 彻底 改变 了 人 们 对 费 马 数 研究 的 观念 ,事实 上 从 这 里 开始 人 们 
再 也 没有 找到 任何 新 的 费 马 素数 ,而 费 马 合 数 却 如 雨后春笋 ,不 断 出 现 . 
在 欧 拉 证 明 Fs 是 合 数 之 后 , 曾 有 人 试图 弥补 费 马 猜想 的 不 足 .例如 ,1828 
年 有 一 位 匿名 者 猜想 :数列 


2 24 + 
将 唯一 地 给 出 所 有 的 费 马 素数 . 然而 这 也 是 一 个 错误 的 猜测 ,1895 年 马尔 威 指 
出 费 马 数 28 + 1 虽 不 在 这 个 数列 中 ,但 它 却 是 素数 . 
至 于 欧 拉 的 第 二 个 结论 可 由 下 列 命题 推出 . 
3,5,17,257,65 537,… 
可 以 看 出 费 马 数列 它 满足 递 推 关系 
F, = FoFr*£F,1+2 
1935 年 ,《 美 国 数学 月 刊 )(AMM) 在 第 569 页 问题 E152 中 ,对 此 给 出 了 下 述 
巧妙 的 证 明 方 法 . 这 个 问题 是 美国 康 奈 狄 格 州 的 哈 特 福 德 联邦 学 院 (Hartford 
Federal College) 的 罗 森 鲍 姆 (J.Rosenbaum) 提出 的 , 纽约 州 布鲁克 莱恩 
(Brooklyn) 的 芬 克 尔 (Daniel Finkel) 给 出 解答 . 
2 四 - 1 恰好 等 于 1. 因 而 
1 FoFo Fs = [2 12 + 1][22) + 1…[22 7 +1] = 
[2 - [225 + 2D + 1]…[27 +41] = 
[2 _ 1][22) + 1 …[202 4 1] = … = 


[2 ) _ 1][22 + 1] =220 -1= 忆 -2 
由 这 个 关系 式 出 发 ,很 容易 证 明 , 任 意 两 个 不 同 的 费 马 数 , 都 是 互 质 的 . 当 
m<n 时 
F, = FoFreFnF, 2+2 
因此 , F 和 ,的 共同 的 约 数 ,也 必定 是 2 的 约 数 .而 2 的 约 数 则 必定 是 1 或 2. 
我 们 知道 这 个 约 数 不 可 能 是 2, 因 为 所 有 的 费 马 数 均 为 奇数 .因此 , 它 只 能 
是 1, 所 以 ,和 后, 互 质 . 
由 于 F, > 1, 因 此 ,每 个 费 马 数 都 有 一 个 素数 约 数 , 它 不 能 整除 其 他 的 费 马 
数 .因为 有 无 穷 多 个 费 马 数 , 所 以 ,对 存在 无 穷 多 个 质数 这 一 点 ,又 得 出 另 一 种 
证 明 . 
这 个 结果 ,又 直接 给 出 了 下 述 问题 的 解 . 
刊 于 《美国 数学 月 刊 )(AMM) ,1968 年 第 1 016 页 的 问题 E2014, 是 由 纽约 市 
布 龙 克 斯 社会 学 院 (Bronx Community College) 的 黄 斯 特 (Erwin Just) 和 肖 姆 伯 格 
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(Norman Schaumberger) 提出 的 . 

问题 ” 试 证 明 ,22) - 1 至少 含有 普 个 不 同 的 质数 约 数 . 

证 明 22) -1=[220+H-2= 忆 -2= PPFPi 
后 者 是 nm 个 不 同 的 费 马 数 之 乘积 .这 些 费 马 数 互 质 , 因 此 ,该 乘积 至 少 含有 nm 个 
不 同 的 质数 约 数 . 

在 费 马 数 的 情形 下 ,还 可 以 证 明 一 个 简单 的 结果 , 即 所 有 费 马 数 都 不 是 一 
个 平方 数 或 三 次 方 数 , 并 且 , 除 F。= 3 之 外 ,它们 也 不 是 三 角 数 . 


(1) FF 不 是 平方 数 . 
显然 ( 忆 -D2= [2 =200 = Fn-l 
由 此 得 出 Fn=1l+(F,-1) 


因此 ,可 由 f= 2(mod 3) 推 得 ,i = 2(mod 3). 由 于 Fi = 5 =2(mod 3), 因 
而 表明 当 n > 0 时 , F, = 2(mod 3)， 

但 是 ,任何 一 个 平方 数 都 不 能 mod 3 与 2 同 余 (因为 ,n = 0,1, - 1(mod 3)， 
从 而 me = 0,1,1(mod 3)). 因 为 Fo = 3 不 是 一 个 平方 数 ,因此 ,任何 F, 都 不 是 
平方 数 ， 

(2)F, 不 是 三 次 方 数 . 

人 们 知道 ,任何 一 个 三 次 方 数 , 均 使 mod 7 与 0,1 或 - 1 同 余 , 即 

n=0,1,2,3,4,5,6 
m= 0,1,4,2,2,4,1 
mem0,l,l, -1,1,-1,-1 

在 费 马 数 的 情形 下 , 则 有 Fo = 3, Fl = 5, 由 

Fi=1+(F,-1) 

得 出 , 当 = 3(mod 7) 时 

Fr = 5(mod 7) 
当 FF = 5(mod 7) 时 

Fr = 3(mod 7) 
因此 , 费 马 数 mod 7 的 余数 在 3 和 5 之 间 交 蔡 变 化 ,不 与 0,1 或 - 1 同 余 . 故 任何 
一 个 费 马 数 , 均 不 可 能 是 三 次 方 数 . 

(3) 大 于 3( 有 > 3) 的 费 马 数 ,不 是 三 角 数 . 


第 个 三 角 数 是 4。= 人 + 卫 , 由 此 得 出 24。= n(n+1). 并 县 n=0,1 


或 2(mod 3). 当 n= 0 或 n 二 2(mod3) 时 ,n 或 n+1 可 被 3 整除 .这 表明 1, = 
0(mod 3). 另 一 方面 , 当 n = 1(mod 3) 时 ,有 等 式 21, = n(n + 1) = 2(mod 3)， 
这 仅 当 i = 1(mod 3) 时 才 可 能 .因此 , 对 mod 3 而 言 ,与 0 或 1 同 余 ,正如 前 
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面 已 看 到 的 那样 ,这 对 大 于 3 的 费 马 数 是 不 成 立 的 . 由 此 即 可 得 证 . 
5. 难 哺 的 硬 昧 一 一 朱 加 猜测 与 费 马 数 


如 何 判断 一 个 很 大 的 自然 数 p 是 否 为 素数 ,这 是 人 们 其 为 关心 的 一 个 问 
题 . 1950 年, 朱 加 (G.Giuga) 猜测 : 
设 p > 1, 则 
SA jp-1 4 1 = 0(mod p) 0 
t=1 
成 立 是 p 为 素数 的 充 要 条 件 . 
由 费 马 小 定理 可 知 ,p 为 素数 时 成立 .但 @ 成 立 则 p 必 为 素数 的 猜测 至 
今 未 能 证 明 . 作为 一 个 难 哺 的 硬 果 至 今 没 有 被 解决 ,但 有 一 些 较 弱 的 结果 . 
成 都 地 质 学 院 的 康 继 占 及 周 国 富 两 位 先生 曾 证 明了 如 下 的 定理 . 
定理 1 GD 成立 的 充 要 条 件 是 或 p 为 素数 ,或 p = 证, 其 中 Pi ,pn 为 
je! 
不 同 的 奇 素数 ,n > 100, 且 
(pp-Di(p-D,pl(m-1),j= 1 
其 中 ,m = 三 . 
pi 
定理 2 (判别 法 1) 费 马 数 Fw = 2”+ 1 是 素数 的 充 要 条 件 为 


Fl 


DH + 1 = 0(mod F,) ® 


#21 
为 了 证 明 以 上 两 个 定理 , 先 介绍 几 个 易 证 的 引 理 . 
引 理 1 若 p 为 素数 ,p 个 a,n 为 任 一 自然 数 , 则 


ap-1 = 1(mod p),a"(-0 = 1(mod p) 
引 理 2 ” 若 p 为 奇 素数 ,(p - 1) 个 m, 则 
-1 
Spm = 0(mod p) 


k=l 


引 理 3 若 P = p"m,p” 为 素数 ,上 且 (p” -1)1(p-1), 则 


1 
人 err1l=1-mmodp) 


证 明 由 于 在 1,…,p -1 中 有 且 只 有 [21] = [全 全 =] = m -1 个 
数 是 p" 的 倍数 ,因此 在 1,…,P - 1 中 有 且 只 有 (p - D) - (mm - 1) = p -mm 个 
数 与 P* 互 京 . 记 户 - 1 = n(p”- 1), 由 于 "是 素数 ,于 是 根据 引 理 1 就 有 
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DD = 号 po -0+1= 人 
本 四 (ap) =1 
引 理 4 车 p = ][ 记 ,其 中 , 记 ，…-，mm 为 不 同 的 奇 素数 ,n > 2, 且 
ee 
其 中 ,mj = 广 " 则 n > 100. 
证 明 。 由 于 py1(m -1),j = 1,…,n, 才 


pit 
jt 
从 而 
s 1 1 Dm-i1 
ee ET | 
Fp ip p> 
因此 
sl 
之 方 >1 9 
又 由 于 (pj ~- 1) 1 (p -1), 而 pi 仆 (p -1), 因 此 
(pop;—1) = 1,i,j= 1 @ 


若 n = 2,@ 显然 不 能 成 立 . 设 n > 3. 

以 下 分 6 种 情况 讨论 ,在 此 , 记 全 体 奇 素数 所 组 成 的 集合 为 P. 

i 车 p 有 因子 3,5. 

置 0 = 1gi| 是 中 去 掉 所 有 形 如 3k + 1 及 5k + 1 的 素数 后 所 成 的 集合 . 
不 妨 设 g < gq， < …. 于 是 由 @ 有 


wm 


D3 be 0.9 <1 @， 
g 


jh =1 
计 若 p 有 因子 3, 但 无 因子 5. 
置 0 = 1gi| 是 已 中 去 掉 5 及 所 有 形 如 3 + 1 的 素数 后 所 成 的 集合 .不 妨 
设 o < 9 < …. 于 是 由 @ 有 


Si< < Slone! @, 
Fp Hy 
诈 车 p 无 因子 3, 但 有 因子 5,7. 此 时 仿 上 讨论 , 知 

100 100 

六 上 < 闷 1L<09%8<1 @， 


Hp fy 


iv 车 p 无 因子 3,5, 但 有 因子 7. 此 时 仿 上 讨论 , 知 


227 HA =2(e>3) 


忆 二 < 病 二 <0%<1 ®, 


mp jg 


v 车 p 无 因子 3,7, 但 有 因子 5. 此 时 仿 上 讨论 , 知 
Di<sY lio0%e<l @; 


HP jg 


i 车 p 无 因子 3,5,7. 此 时 仿 上 讨论 , 知 
wm 四 
Di i<0%e<l @e 


Pp jig 
现在 ,由 @ 及 @! ~ @。, 则 知 x > 100. 
引 理 5 ”和 费 马 数 忆 = 22”+ 1 的 素 约 数 必 形 如 2m+lx + 1. 
下 面 首先 证 明定 理 1. 
证 明 〈1) 充分 性 . 
车 p 为 素数 .此 时 由 引 理 1 有 
Fpl (pl)+1e 0(modp) 


即 @ 成立 . 
车 p 不 为 素数 .此 时 由 引 理 3 知 


和 
Sp +1=1- m=0(modp),) = 1 
[ed 


i 
因此 SY jp-! 4 1 = 0(mod p) 


Ee 
即 @ 成 立 . 

(2) 必要 性 . 

设 Q@ 成立. 车 p 不 为 素数 ,我 们 分 以 下 4 步 进行 讨论 . 

i 车 p = 2m(m > 1). 

此 时 p - ! 为 奇数 .由 二 项 式 定理 知 ,对 于 任何 正 整数 上 有 

妇 e+(P-A)P = 0(mod p) = 0(mod m) © 

从 而 根据 @) 有 


村 入 p-l 
ent+1= D+ (pk!) + (#) +1= 
本 | ta 


Fp +(p- hr)+m!l+l=1mdm) © 
‘lt 
@ 的 左 端 既 然 不 能 被 m 除 尽 , 故 必 不 能 有 @ ,此 与 @D 成 立 相 矛盾 . 
因此 p zx 2m(m > 1), 即 p 无 素 因 子 2. 
让 车 p = p"m(m > 1),p” 为 奇 素数 , 且 (p”- 1) 卡 (p - 1). 此 时 
p=p m=(m-lD)p’ +p” 
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由 引 理 2 有 


Hpil1= Spr1= Hp: +r)"+1ls 
| 如 


rt 
Tin) [0 
@ 的 左 端 既然 不 能 被 p” 除 尽 , 故 必然 不 能 有 @ ,此 与 |， 成 立 相 矛 盾 . 


因此 的 奇 素 因子 P ”必然 有 (P”- 1) 1 (P - 1) ,以 下 进一步 证 明 p 的 奇 
素 因 子 互 不 相同 . 


证 若 P = p”m(m > 1),p" 为 奇 素数 , 且 (p* - 1) 1 (p - 1). 
此 时 由 引 理 3 有 


Spiel pmal(mdp') ® 


与 前 同 理 , 知 @ 与 D 矛盾 , 故 p 的 奇 素 因 子 p" 互 不 相同 , 且 皆 有 (p* -1)1 
(p -1). 


iv 若 p = 企 m(n =2), 其 中 pi,…,p, 为 不 同 的 奇 素数 , 且 (py -1) 1 (p - 


1)(7 = 1,..…,n). 
此 时 由 引 理 3 及 CD 有 


| 
1-ms= Sprl = 0(mod p)),j = 1, ,n 
er 


于 是 得 到 pl(m-1),j=1,,n 
再 由 引 理 4 知 n > 100. 至 此 ,定理 1 证 毕 . 
其 次 ,证 明定 理 2. 
证 明 (1) 充分 性 . 
车 所 是 素数 ,于 是 由 (1) 知 (2) 成 立 . 
(2) 必要 性 . 


车 忆 不 是 素数 . 则 由 定理 1 知 F。= ][p, 其 中 pi,…,p(n > 2) 为 不 同 
的 奇 素数 , 且 、 


(pp- DIZ = 1 @ 
不 妨 设 p| < … < p。. 由 引 理 5 知 ,可 设 


p= 2 +1j = ln 


于 是 pj - 1 = 2"t1%. 再 由 @ 知 2"*ix 122 .因此 可 设 


p=2+1,j)= 1 
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其 中 
全 ;二 本 ®@ 


从 而 


Fo=2 +1= 1(2+1) 0 


3 


由 于 2 + 1 = 1(mod 2%), 又 由 人 @ 有 
G25 4 1) =2 + 1(mod 2) 


于 是 由 有 1 = 2" + 1(mod 2°) 
即 2 = 0(mod 2%), 此 与 a1 < aa 相 矛 盾 , 故 F, 必 是 素数 ,至 此 ,定理 2 证 毕 ， 
(以 上 证 明 属 于 康 继 鼎 、 周 国富 ) 
”有 一 道 国际 中 学 生 数 学 竞赛 题 ; 当 4 个 m 时 ,1" +2" +3" +4" =0(mod 5); 
当 41m 时 ,1"+2"+3"+4" 三 -1(mod 5), 若 将 5 改 为 素数 p, 则 陈景润 已 得 
到 漂亮 的 结果 : 
定理 3 mm 为 自然 数 ,p 为 素数 , 则 
0(mod p),p - 1m 
2 全 @ 
实际 上 ,广西 灌 阳 高 中 的 王 云 获 老师 进一步 证 明了 式 @ 是 判别 素数 的 充 
要 条 件 , 其 中 SY? = 1"+2n+…+(pP-1Dn. 
定理 4 p 为 素数 的 充 要 条 件 是 ,满足 
(1) 当 p - 1m 时 ,有 
Se-0 = 0(mod p) 
(2) 当 p-11m 时 ,有 
S87) =— 1(mod p) 
朱 加 猜想 是 说 p 为 素数 的 充 要 条 件 是 
12-1+2p-1+…+(pP-DP=-1modp) 
如 果 套 用 等 宕 和 So) = l"” + 2" + … + mm 的 定义 , 朱 加 同 余 式 四 即 为 
Si =- 1(mod p) 


© 个 日 © 


证 明 (1) 必要 性 . 

i 因 p 为 素数 , 故 p 有 原 根 存在 , 设 为 a, 因为 p - 1m, 所 以 a" 兰 1 
(mod p). 

因为 1,2,…,p -1 是 p 的 简化 剩余 系 ,而 (a,p) = 1, 故 a,2a,…,(p -1)a 
也 是 p 的 简化 剩余 系 , 故 


SED =1"+2"++(p-D)"= 
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ar + (2a)™ + + (a(p—1))")(mod p) = arS%-D(modp) 
即 (a™ -1)SY-D = 0(mod p) 
由 于 a" -1 闫 0(mod p), 故 S48-D = 0(mod p). 
二 由 费 马 小 定理 ,车 (a,p) = 1, 则 wz- =1(mod p), 因 p -11m, 故 a" 二 
1(mod p) 故 
So-D = Se =p-1=-1(modp) 


(2) 充分 性 . 
设 p 满足 条 件 i 与 齐 , 并 设 po 为 p 的 最 小 素 因 数 ,ph 1p, 则 p = php' 且 
Pop'. 下 设 pr = 1 且 k = 1, 用 反 证 法 . 


a. 车 p' 1, 则 
p>po>=2 
9p(p) = ph-p >m-1=F-ls§ -lsp-5 
所 以 p - 1 p( 妃 ), 则 根据 条 件 1 有 
Sud) = 0(mod p) 
因为 成 1p, 所 以 
3 由 = 0(mod p§) 
另 一 方面 ,由 欧 拉 定 理 ， 甘 (o = 1, 则 
(ae 中) = 1， az(00) = 1(mod p$) 
车 (a,po) = po, 因 gp( 成 ) > 有, 故 
at = 0(mod p$) 
对 于 任意 的 整数 a, 或 (a,po) = 1 或 po | a, 故 
SpiD) = = 全 or = 1(mod 所) = 
个 al (ep0) =1 
il 
p- 丰 = php' — ph-'p' (mod p$) 
即 sh DD = -路 = 0(mod pl) 


所 以 po 1 p' ,这 与 po 二 六 它 盾 ， 因为 六 = 1, 即 p = ph. 

b. 若 k >1, 则 p-1= 扎 -1, 有 pl-1llp-l. 

由 费 马 小 定理 , 当 (a,po) = 1 时 ,am-! = 1(mod Po), 所 以 ar-! = 
1(mod po) ,所 以 


Ba = Se Hapoi(mod po) = 
pr 
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2 1=p -2(mod po) 
{asp0) =1 
lsasp-l 


即 Si = 成- 五 ! = 0(mod po)( 由 于 大 > 1) 
这 与 条 件 下 矛盾 . 
故 = 1, 即 P = po, 则 5p 为 素数 . 
由 定理 4 的 证 明显 然 可 得 到 : 
定理 5 p 为 素数 的 充 要 条 件 是 ,满足 
(1) 对 1<m<P-1 有 
SY = 0(mod p) D 
(2) 对 m=p-1 有 
SiD =- 1(mod p) 思 
对 定理 5 作 一 些 改进 则 得 到 
定理 6 奇数 p 为 素数 的 充 要 条 件 是 ,满足 


GD) 对 2<2m < 号 -1 有 


SIs" = 0(mod p) 四 
(2) SeiY = - 1(mod p). 
证 明 ”必要 性 显然 . 
充分 性 . 
设 p 的 最 小 素 因 数 为 po, 则 p = Bp' 且 pop'. 下 证 pr = 1 及 k= 1, 用 反 
证 法 . 
车 p' 1, 则 p> po > 3, 从 而 
9p(p§) = -p< 局-1= 志 -1< 所 -1 
又 9( 巾 ) 必 为 偶数 , 故 由 (2) 有 
So ) = 0(mod p) 
接 下 去 的 证 明 与 定理 4 类似 ， 咯 .” 
定理 7 奇数 p 为 素数 的 充 要 条 件 是 ,满足 
(D 对 2<2m< 生 -1 有 
S55) = = 0(mod p) a 


(2) SiD = - 1(mod p). 

证 明 ”对 任意 奇数 p 有 
(p -Dr = ln(modP) 
(p -2)™ = 22m(modp) 
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(与 
故 SD = Pr +2m+…+(P-1l)2zm 三 
2(0Pm + 2 + + (P31)") (mod p) = 


2 如 (mod p) 
由 外 有 
SrD = 2583") = 0(mod p) 
于 是 ,由 定理 6 即 知 本 定理 成 立 . 
利用 解析 数论 中 的 冯 . 斯 托 特 - 克 劳 森 (Von Staudt - Clansen) 定理 及 贝 努 
利 (Bemoulli) 数 还 可 以 得 到 如 下 的 判别 法 2. 
判别 法 2 F。 是 素数 的 充 要 条 件 是 FT ,. 其 中 , 7, 称 为 正切 数 


(tangential numben , 它 是 下 述 级 数 tan 2 = 7, 分 的 系数 . 


现在 人 们 所 使 用 的 判别 法 是 1877 年 由 佩 平 (T.Pepin) 提出 的 . 

判别 法 3 F, 是 素数 的 充 要 条 件 是 到 13(4-02 1 

利用 这 一 判别 法 ,到 目前 为 止 我 们 所 知道 的 费 马 素数 仅仅 是 费 马 宣布 的 那 
五 个 : Fo, 让, Fy, Fy, ,此 外 还 发 现 了 84 个 费 马 型 合 数 . 

需要 说 明 的 是 ,对 于 一 些 ,我 们 可 以 得 到 其 标准 分 解 式 如 Fs, Fe, Fi, 但 
对 另 一 些 我 们 仅 知 道 其 部 分 因子 如 Fi ws ,就 是 Fs 也 早 在 1909 年 就 知道 它 是 合 
数 ,但 直到 1975 年 才 找 出 它 的 一 个 因子 .甚至 还 有 至 今 都 没 能 找到 其 任 一 个 因 
子 的 ,如 Rs, 尽管 早 在 1963 年 已 经 知道 它 是 合 数 . 


6. 欧 拉 成 功 的 秘诀 一 一 进军 西点 军校 的 喜 门 砖 


始 于 1972 年 的 美国 数学 奥林匹克 ( 简 记 为 USAMO) 是 目前 美国 中 学 生 所 
参加 的 四 种 竞赛 (AHSME, AIME,USAMO, AJHSME) 中 水 平 最 高 的 一 种 . 代表 美 
国 参加 IMO 的 六 名 选手 就 在 其 优胜 者 中 让 选 .USAMO 在 国际 上 有 一 定 影响 , 它 
的 集训 地 点 大 多 选 在 美国 著名 的 西点 军校 ,因为 这 所 举世 闻名 的 军事 学 院 以 重 
视 数 学 著称 , 据 传 它 曾 在 大 学 生 数学 竞赛 中 击败 过 哈佛 大 学 ,而 且 校风 严谨 .前 
些 年 还 在 校 学 生 宿舍 中 悬挂 雷锋 像 ,开展 学 雷锋 运动 ,所 以 说 进军 西点 军校 是 
走向 IMO 的 前 站 ,而 USAMO 试 题 则 是 进军 西点 军校 的 敲门砖 .1982 年 举行 的 第 
11 届 USAMO 中 有 一 道 初等 数论 的 试题 如 下 . 
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题目 ”证 明 存在 一 个 正 整数 ,使 得 对 各 个 正 整数 ", .2* + 1 都 是 合 数 

熟悉 数论 的 读者 马上 会 看 出 ,这 是 以 费 马 数 为 背景 的 试题 . 因为 费 马 数 的 
素 因子 都 形 如 k* 2" + 1, 这 种 形式 的 数 在 费 马 数 的 研究 中 占有 极 重要 的 地 位 ， 
下 面 我 们 将 对 费 马 数 的 素 因子 2" + 1 型 数 作 一 介绍 

1732 年 大 数学 家 欧 拉 成 功 地 分 解 了 Fs, 直到 1747 年 才 在 一 篇 论文 中 向 世 
人 公布 了 他 所 使 用 的 方法 .主要 基于 以 下 的 定理 . 

定理 1 车 费 马 2 + 1 不 为 素数 , 则 其 素 因 数 一 定 形 如 2"*1 +1,kE Z. 

卓越 的 法 国 数论 专家 重卡 斯 (Edward Lucas) 于 1877 年 改进 了 欧 拉 的 结果 ， 
他 证 明了 2"*! .kk + 1 中 的 上 总 是 偶数 , 即 定 理 2. 

定理 2 F, 的 每 个 因子 p 都 具有 形状 2"42 .kk +1,kE€ Z. 

这 样 F, 的 每 个 因子 都 在 等 差 级 数 1,2"?2 + 1,2 .2"?2 41,3 2512 + 1 
中 了 .对 于 给 定 的 n ,我们 只 消 计 算出 上 述 级 数 的 每 一 项 ,并 检验 其 是 否 为 甩 
的 因子 即 可 . 以 n = 5 为 例 , 可 能 的 因子 序列 为 1,129,257,385,513,641， 
769,…, 但 我 们 注意 到 其 最 小 的 非 平凡 因子 一 定 是 素数 ,所 以 复合 数 129,385， 
513 都 不 在 试验 之 列 . 另外 由 于 任 两 个 不 同 的 F, 都 是 互 素 的 (后 面 将 给 出 证 
明 ), 所 以 F = 257 也 不 在 试验 之 列 .所 以 试 除 的 第 一 个 便 是 641, 一 试 即 中 ., 另 
一 个 因子 6 700 417 可 写成 25+? x 52 347 + 1. 

正 是 利用 以 上 有 效 的 方法 ,1880 年 兰 德里 (Landry) 发 现 了 Fs 的 复合 性 质 ， 
即 

Fe = 274 177 x 67 280 421 310 721 
这 时 2"+2 = 28 = 256, Fe 的 两 个 素 因子 可 表示 为 
274 177 = 1071 x 256 + 1 
67 280 421 310 721 = 262 814 145 745 x 256 + 1 

研究 上 2" + 1 型 素数 ,其 主要 意义 有 两 个 ,一 是 它 对 分 解 费 马 数 有 重要 作 
用 .如 前 面 定理 2 所 示 F, 的 每 个 素 因子 都 具有 形状 上 . 2” + 1, 其 中 四 > n+1， 
上 € Z, 所 以 一 旦 知道 了 某 些 上 2” + 1 是 素数 时 , 便 可 用 它们 去 试 除 F,(n < 
m -2) ,这样 就 有 可 能 找到 一 些 费 马 数 的 因子 .另外 , 当 验 证 了 某 个 上 .2m” + 1 
是 素数 后 ,如 再 能 判断 出 * 2”- 1 也 是 素数 , 则 可 能 找 出 一 对 李 生 素数 来 , 例 
如 挛 生 素数 297 .258 + 1, 297 . 258 _ 1 就 是 这 样 找 到 的 . 

为 了 解决 .2" + 1 的 素性 判别 问题 ,普罗 丝 (Proth) 首先 给 出 了 一 个 充 要 
条 件 ,这 就 是 定理 3. 

定理 3 给 定 N = 2" +1,k < 2", 先 寻找 一 个 整数 D, 使 得 雅 可 比 符 


号 ( 如) = 1, 则 N 是 素数 的 充 要 条 件 是 


D'S! ~- 1(mod N) 
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利用 普罗 丝 定理 , 贝 利 (Baillie)、 鲁 宾 逊 (Robinson) ,威廉 斯 等 人 对 一 些 奇 
数 上 和 m 决定 的 数 &* 2” + 1 作 了 系统 的 考察 .他 们 的 工作 包括 三 个 部 分 :一 是 
对 1<k< 150,1 < m < 1500 找 出 了 所 有 上 .2" + 1 型 的 素数 ,其 二 是 对 3 < 
<29 和 1500 < m <4000 列 出 了 所 有 的 上 .2" + 1 型 的 素数 ,第 三 他 们 顺便 
得 到 了 7 个 新 的 费 马 合 数 的 因子 . 

目前 ,对 -2" + 1 型 素数 还 有 许多 有 趣 的 问题 .1837 年 狄 利克 雷 利用 高 深 
的 方法 解决 了 著名 的 素数 在 算术 级 数 中 的 分 布 问题 , 设 x(x,k,1) 表示 以 自然 
数 ! 为 首 项 ,以 自然 数 上 为 公差 的 算术 级 数 中 不 超过 x 的 素数 的 个 数 , 则 如 果 
(1,k) = 1. 那 么 当 x 一 时 ,x(x,k,!) 一 2. 

显然 当 m 固定 时 ,序列 | . 2" + 1| 满足 狄 利克 雷 定理 的 条 件 , 故 它 含 有 无 
限 多 个 素数 . 自然 人 们 会 问 当 大 固定 时 ,情况 又 将 怎样 呢 ?是 否 仍 含有 无 穷 多 个 
素数 呢 ? 斯 塔 克 (Stark) 证 明了 对 某 些 固定 的 ,上 述 结论 不 成 立 ,他 举例 说 当 
= 293 536 331 541 925 531 时 ,序列 上， 2” + 1| 中 连 一 个 察 数 都 没有 .事实 
上 ,这 正 是 本 节 开 始 时 那 道 11 届 USAMO 试题 所 要 证 明 的 结论 . 关于 这 一 问题 
的 结论 最 先是 由 波兰 的 数论 专家 夕 尔 宾 斯 基 (Siermpinski) 得 到 的 ,他 论证 了 当 
丰 = 1(mod 641 x (232 - 1)) 或 上 = - 1(mod6700417) 时 ,序列 | 2"+1| 中 
的 每 一 项 都 能 被 3,5,17,257,641,65 537 和 6 700 417 中 的 某 一 个 整除 .他 还 注 
意 到 对 某 些 其 他 的 上 值 ,序列 上. 2” + !1| 中 的 每 一 项 都 能 被 3,5,7,13,17,241 
中 的 某 一 个 整除 . 

另 一 方面 , 设 N(x) 表示 不 超过 x 的 并 且 对 某 些 正 整 数 m 使: . 2” + 1 为 素 
数 的 奇 正 数 的 个 数 , 夕 尔 宾 斯 基 证 明了 N(x) 随 * 趋 于 无 穷 .匈牙利 数学 家 爱 
尔 多 斯 (Erdjs) 和 奥 德 查 克 ( 0dlyzko) 还 进一步 证 明了 存在 常数 Cl, C, 使 得 


(Tc)s > N(x) > cx 


目前 ,有 一 个 尚未 解决 的 问题 :对 于 所 有 的 正 整数 m ,使 * 2” + 1 都 为 合 
数 的 最 小 的 大 值 是 什么 ?现在 的 进展 是 塞 尔 弗 里 奇 (Selfridge) 发 现 2,5,7,13， 
19,37,73 中 的 一 个 永远 能 整除 178 557 x 2”+ 1| 中 的 每 一 项 ,他 还 注意 到 对 每 
一 个 小 于 383 的 上 值 . 1 . 2" + 1| 中 都 至 少 有 一 个 素数 存在 , 以 及 对 所 有 
mm < 2313 的 m 值 ,383 x 2” + 1 都 是 合 数 . 门 德尔 松 (N.S.Mendelsohn)、 沃 克 
(B. Wolk) 将 其 加 强 为 m < 4 017. 看 来 3833 有 希望 成 为 这 最 小 的 不 值 ,但 不 幸 的 
是 ,最 近 威廉 斯 发 现 383 x 2528 + 1 是 素数 ,使 这 一 希望 破灭 了 .看 起 来 最 小 上 值 
的 确定 可 由 计算 机 找到 ,进一步 的 计算 结果 已 由 贝 利 、 利 马克 (Cormack) 和 威 
廉 斯 做 出 . 当 发 现 了 以 下 几 个 .2m + 1 型 的 素数 

k = 2 897,6 313,7 493,7 957,8 543,9 323 
n = 9715,4 606,5 249,5 064,5 793,3 013 
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之 后 ,他 们 得 到 了 上 值 小 于 78 557 的 118 个 备 选 数 ,这 些 数 中 的 前 8 个 是 当 
k = 3 061,4 847,5 297,5 359,7 013,7 651,8 423 
n = 16 000,8 102,8 070,8 109,8 170,8 105,8 080,8 000 
时 各 自 都 没有 素数 存在 .但 真正 满足 要 求 的 上 值 还 没有 被 确定 . 
还 有 两 点 需要 指出 的 是 : 
(1) 一 般 说 来 ,同一 个 上 -2" + 1 型 素 因 子 不 可 能 在 忆 中 出 现 两 次 .因为 有 
一 个 至 今 未 被 证 明 但 看 起 来 成 立 可 能 性 很 大 的 猜想 :不 存在 素数 9 ,使 9? | F,. 
1967 年 沃 伦 (Warren) 证 明了 如 果 素数 g 满足 g* | F,, 则 必 有 2-! = 1(mod gq?). 
而 这 个 同 余 式 在 9 < 100 000 时 仅 有 1 093 和 3 511 能 够 满足 . 
(2) 车 上 .2" + 1 是 F, 的 素 因 子 中 最 大 的 一 个 , 则 斯 图 尔 特 (C.L. Stewart) 
用 数论 中 深刻 的 丢 番 图 逼近 论 方法 证 明了 存在 常数 4 > 0 使 k*2"+1> 
An2",n = 1,2,…. 但 常数 4 的 具体 值 没有 给 出 . 
现在 ,我 们 将 那 道 USAMO 试题 的 证 明 转录 于 下 以 给 读者 .这 道 试 题 的 证 法 
目前 仅 有 一 种 ,而 且 很 间接 ,显露 出 很 浓 的 “人 工 ” 味道 . 
证 明 ” 设 F,= 2 +1, 容 易 计 算出 Fo = 3,P = 5,F = 17, Fs = 257， 
有 = 65 537, 不 难 验证 F(0 < i < 4) 是 素数 ,但 Fs = 641 x 6 700 417 是 合 数 . 
注意 到 这 一 点 ,我 们 令 
R=2.8 
其 中 ,r 为 非 负 整数 ,t 为 奇数 ,建立 如 下 的 同 余 式 组 , 即 
k=1(mod2?—-1) 
k = 1(mod 641) 
上 k=- 1(mod 6 700417) (将 6 700 417 记 为 p) 
因为 22 - 1,641,p 两 两 互 素 , 由 孙子 定理 知 此 同 余 式 组 一 定 有 解 人 ,满足 
k=1l+m22 -1),k=1+64luk= pv-1 
下 面 分 三 种 情况 讨论 n = 27 ' 上 的 情形 . 
(DD) 当 r = 0,1,2,3,4 时 
ECn) = 有 2n+1= kD) (kl) = k(t +1) - m2 -1) 
显然 2 + 1122+1,22 +1122 -1. 从 而 2 +11g(n) 且 1<2 + 
1 < g(n), 所 以 g(n) 为 合 数 . 
(2) 当 r = 5 时 
Bn) = k(t +1) (kl) = k(29 +1) 64ln 
因为 641122+1,222+1122+1, 故 641122:+1, 且 1 < 641 < g(n), 所 
以 g(n) 为 合 数 . 
(3) 当 r > 6 时 


从 毕 达 可 拉 斯 
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Be(n) = PED+E+D) = po DE)+p = 
poA2 DD) -RD)+p 
因为 22+112 -1,p122+1, 所 以 p 1g(n), 又 1 < pP < g(n), 所 以 
g(n) 为 合 数 . 
综合 (1),(2), (3) 知 ,不 论 n 为 何 种 自然 数 ,对 满足 上 述 同 余 式 组 的 ， 
g(n) = k，2" + 1 都 是 合 数 . 
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计算 数论 的 产生 
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1. 年 青 与 古老 的 结合 一 一 计算 数论 


对 各 台数 的 研究 基本 上 是 属于 素数 基 定 与 大 数 分 解 问 
题 ,这 类 问题 在 数论 中 占有 重要 地 位 ,很 早 以 前 人 们 就 重视 它 的 
研究 ,近年 来 由 于 计算 机 科学 的 发 展 ,使 这 一 古老 的 问题 焕发 了 
青春 ,形成 了 一 个 数论 的 新 分 支 一 一 计算 数论 . 

利用 电子 计算 机 分 解 费 马 数 最 先是 从 开始 的 . Fy 是 一 
个 39 位 数 , 早 在 1095 年 莫 尔 黑 德 (J.C.Morehead) 和 韦 斯 顿 (A. 
E,Westem) 就 运用 普罗 丝 检验 法 证 明了 它 是 复合 数 ,然而 直到 
1971 年 布 里 尔 哈 特 (Brillhar) 和 英利 森 (Morrison) 才 在 加 利 福 
尼 亚 大 学 洛 衫 矶 分 校 的 一 台 IBM360 - 91 型 的 电子 计算 机 上 使 
用 莱 莱 和 鲍 尔 斯 的 连 分 数 法 计算 了 1.5 小 时 . 分解 的 结果 表明 ， 
它 是 两 个 具有 17 位 和 22 位 的 素 因子 之 积 , 即 Fy = 59 649 589 
127 497 217 x 5 704 689 200 685 129 054 721. 随即 , 波 门 兰 斯 
(Pomenrance) 利用 高 深 的 算法 分 析 得 到 这 种 连 分 数 法 的 平均 渐 
近 工作 量 是 0(n V0.5(loglogn)/logn ). 

与 万 类 似 ,1909 年 还 是 由 莫 尔 黑 德 和 韦 斯 顿 用 同样 的 方法 证 
明了 78 位 的 Fs 也 是 合 数 .了 2 年 后 , 布 伦 特 (Brent) 和 波 拉 德 (pollard) 
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使 用 波 拉 德 的 灵巧 方法 ,在 通用 电子 计算 机 (universal au tomatic computer)1100 
型 上 计算 了 两 个 小 时 才 发 现 了 第 一 个 16 位 的 素 因子 ,但 他 们 未 能 证 明 另 一 个 
人 2 位 的 因子 的 素性 ,随后 ,威廉 斯 解决 了 这 一 问题 ,得 到 Fs = 1 238 926 361 552 
897 x 93 461 639 715 357 977 769 163 558 199 606 896 584 051 237 541 638 188 580 
280 321. 

在 今天 的 大 型 机 上 证 明了 Pi ws 是 合 数 . Pi ws 是 非常 巨大 的 , 光 是 它 的 位 


数 本 身 就 是 一 个 580 位 数 ,但 同 用 来 检验 它 的 大 数 m = 32 -! + 1 来 比 真是 小 
巫 见 大 巫 了 .1957 年 鲁 宾 逊 发 现 5 . 21% + 1 是 它 的 一 个 因子 .目前 人 们 所 发 现 
的 最 大 的 费 马 合 数 是 Fa 它 约 有 3 x 10 四 位 . 汉堡 大 学 的 饥 勒 (Wilfrid 
Keller) 使 用 一 种 得 法 找到 了 它 的 一 个 素 因数 ,这 个 因数 本 身 “ 只 有 ”大 约 7 000 
位 . 

但 计算 机 的 能 力 并 非 是 无 限 的 .前 不 久 就 连 Fo 和 局 3 这 样 的 数 计算 机 都 没 
能 力 进行 完全 分 解 ,尽管 已 经 知道 有 素 因子 242 483, 而 且 Fy 也 有 一 个 13 位 
的 因子 .1990 年 , 伦 斯 特 拉 (Arjen Lenstra) 、 加 利 福 尼 亚 大 学 伯克利 分 校 的 H.W. 
伦 斯 特 拉 (Hendrik W.Lenstra.Jr. ) .数字 设备 公司 的 马 纳 斯 (Mark Manasse) 以 
及 英国 数学 家 约翰 (John) 借助 于 一 个 相当 大 的 计算 机 网 络 分 解 出 了 有 9. 正 是 
基于 大 数 分 解 的 极端 困难 性 ,1977 年 , 阿 德 利 曼 (Adleman) 、 沙 米尔 (Shamir) 和 
鲁 梅 利 (Rumely) 发 明了 一 个 公开 密 钥 码 体制 ,简称 RSA 体制 .美国 数学 家 波 拉 
德 和 兰 斯 特 拉 最 近 发 现 了 一 种 大 数 的 因子 分 解 方法 ,利用 这 种 方法 经 过 全 世界 
几 百 名 研究 人 员 和 100 台电 子 计算 机 长 达 三 个 月 的 工作 ,成 功 地 将 一 个 过 去 被 
认为 几乎 不 可 能 分 解 的 155 位 长 的 大 数 分 解 为 三 个 分 别 长 为 7,49 和 9% 位 的 因 
子 .这 使 美国 的 保密 体制 受到 严重 威胁 ,这 意味 着 美国 的 许多 银行 .公司 ,政府 
和 军事 部 门 必须 改变 编码 系统 ,才能 防止 泄密 . 因为 在 此 方法 发 现 的 一 年 半 前 ， 
人 们 才 只 解决 了 100 位 的 因子 分 解 ,所 以 目前 绝 大 多 数 保密 体系 还 在 使 用 150 
位 的 大 数 来 编码 密码 . 


2. 支持 与 反 证 计算 机 对 数论 狂想 的 贡献 


计算 机 这 一 世纪 的 宠儿 从 刚 一 诞生 那 一 天 ,数学 家 就 发 现 了 它 无 可 替代 的 
优势 ,纷纷 将 其 当做 自己 研究 的 助手 ,利用 它 证 明 那 些 久 攻 不 下 的 经 典 猜想 或 
寻求 支持 的 数据 ,或 查访 能 被 推翻 的 蛛丝马迹 . 

我 们 从 数学 中 最 重要 的 常数 x 说 起 .r 是 一 个 无 限 不 循环 小 数 ,只 能 近似 表 
示 . 公 元 前 3 世纪 , 阿 基 米 德 把 它 表示 为 22/7, 它 不 仅 很 接近 其 值 ,而且 实 际 运 
算 时 也 够 精确 了 . 阿 基 米 德 计算 x 的 方法 很 简单 ,在 直径 为 1 的 圆 内 内 接 一 个 边 
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尽 可 能 多 的 正 多 边 形 , 再 计算 正 多 边 形 的 周 长 . 正 多 边 形 的 边 越 多 , 则 周 长 就 越 
接近 r 值 .例如 ,为 了 使 < 值 近似 到 3.14, 则 正 多 边 形 至 少 是 % 边 形 .荷兰 菜 顿 
大 学 教授 鲁 道夫 . 范 ' 居 伦 不 县 艰难 ,于 1596 年 用 一 个 32 212 254 720 边 的 正 多 
边 形 把 r 值 计算 到 小 数 点 后 面 20 位 .以 后 , 范 * 居 伦 曾 把 x 值 计算 到 小 数 点 后 
35 位. 

一 个 世纪 以 后 ,r 的 计算 出 现 了 一 场 革命 , 微 积分 的 发 明 使 得 数学 家 有 可 

能 用 方程 式 来 表示 x, 最 著名 的 就 是 1674 年 莱 布 尼 效 发明 的 无 穷 级 数 表示 法 
WV4=1-13+1/5-17+1/9-… 

这 个 级 数 的 不 足 之 处 类 似 于 阿 基 米 德 的 多 边 形 , 即 需要 作 许 多 次 的 加 减法 才能 

使 x 值 精确 . 

1706 年 , 约翰. 马 勒 又 发 现 了 一 个 三 项 式 的 变 分 方程 能 把 x 值 计 算 到 
3.141 6. 后 来 马 勒 又 创 记录 地 把 x 值 计算 到 100 位 .1949 年 ,第 一 台 计 算 机 
ENICA 运用 马 勒 的 方法 , 花 了 70 小 时 把 x 值 计算 到 2037 位 . 

为 了 使 x 值 更 加 精确 , 丘 德 诺 维 斯 基 兄 弟 运用 新 的 公式 把 值 计算 到 
1 001 196 691 位 .如 果 要 把 这 么 长 的 数字 打印 出 来 , 则 计算 机 打印 纸 至 少 长 达 
37 米 . 

计算 x 值 并 不 是 丘 德 诺 维 斯 基 兄 弟 的 主要 目标 ,他 们 要 运用 这 些 数字 来 解 
开 数 论 中 的 一 些 未 解 之 谜 .其 中 之 一 就 是 x 是 不 是 一 个 正规 数 .何谓 正规 数 呢 ? 
如 果 一 个 数字 序列 中 的 数字 ,在 序列 中 出 现 的 概率 相等 ,数学 家 就 把 这 个 数列 
定义 为 “正规 ”. 也 就 是 说 ,在 正规 数列 中 ,0 到 9 每 个 数字 出 现 的 可 能 性 均 为 
10% ,00 到 99 出现 的 可 能 性 均 为 1% ,每 个 3 位 数 出 现 的 可 能 性 均 为 0.1% ,以 
此 类 推 . 

数学 家 们 很 早 就 猜测 x 是 一 个 正规 数 ,但 一 直 难 以 证 明 ,原因 之 一 是 以 前 
所 获得 的 x 值 的 位 数 还 不 够 多 .现在 x 值 的 位 数 已 达到 10 亿 位 ,因此 , 丘 德 诺 维 
斯 基 兄 弟 正在 对 是 否 是 正规 数 进行 证 明 . 

顺便 指出 ,最 近 据 报道 ,一 位 东京 大 学 的 21 岁 大 学 生 历时 9 小 时 21 分 30 
秒 , 背 诵 出 圆周 率 小 数 点 后 和 2 194 位 数 ,从 而 刷新 了 吉 尼 斯 世界 纪录 .其 间 , 他 
的 停顿 思考 时 间 计 1 小 时 26 分 47 秒 . 

先前 背诵 圆周 率 小 数 点 后 4 000 位 数 的 纪录 也 是 一 位 日 本 人 于 8 年 前 创下 
的 ,当时 他 用 了 17 小 时 21 分 钟 背 出 来 . 

自 20 世 纪 70 年 代 波恩 大 学 的 使 纳 奇 (Amold Schonage) 和 其 他 研究 人 员 把 
快速 傅 里 叶 变换 (FFT) 进一步 发 展 成 一 个 严密 的 理论 后 , 它 就 被 应 用 到 计算 x 
值 中 .1985 年 ,加利福尼亚 州 帕 洛 阿尔 托 的 Symbolics 公司 的 戈 斯 皮尔 (R. 
William Gosper.Jr) 算出 了 r 的 1700 万 位 .一 年 以 后 ,国家 航空 航天 局 艾 姆 斯 研 
究 中 心 的 贝 利 (David Bailey) 把 x 算 到 了 小 数 点 后 2 900 万 位 以 上 ,后 来 , 贝 利和 
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哥伦比亚 大 学 的 查 特 庶 夫 斯 基 (Gregory Chudnovsky) 又 创造 了 10 亿 位 的 记录 ， 
而 东京 大 学 的 金 男 (Yasumasa Kanada) 则 报告 说 他 把 x 算 到 350 亿 位 .如 果 有 人 
想 在 家 里 查验 这 一 结果 ,金田 说 x 的 第 10 亿 小 数位 是 9. 

歼 曼 假说 是 未 解决 的 著名 数学 猜想 之 一 .一 个 多 世纪 以 来 ,许多 优秀 数学 
家 ,为 寻求 这 个 问题 的 解答 ,消耗 了 大 量 时 间 . 这 个 问题 之 所 以 继续 引 人 注 意 ， 
正如 纽约 大 学 数学 系 的 爱 德 沃 斯 (Harold M. Edwards) 所 说 ,是 因为 它 看 起 来 似 
乎 是 “喜人 地 容易 解答 ”, 而 其 解答 或 许 会 揭示 出 具有 深远 意义 的 新 (数学 ) 技 
术 , 例 如 ,其 解答 与 素数 分 布 有 关系 .据说 英国 大 数学 家 哈代 在 每 次 横渡 大 西洋 
的 航行 中 及 每 年 的 新 年 祝愿 中 都 提 到 他 证 明了 黎 曼 猜想 ,前 者 是 为 了 防止 发 生 
意外 ,因为 他 认为 黎 曼 猜想 不 可 能 被 证 明 , 后 者 是 真心 希望 这 一 巨大 的 幸运 落 
到 他 头 上 . 最 近 , 位 于 新 泽 西 州 默 里 山 的 贝尔 实验 室 的 奥 德 利兹 科 (Andrew 
0dlyzko) 和 阿姆斯特丹 的 数学 和 计算 机 科学 中 心 的 里 利 (Herman te Riele) 证 
明 ,一 个 一 度 被 认为 是 证 明 黎 曼 猜想 的 可 能 途径 的 数学 猜想 ,是 不 能 成 立 的 .一 
位 数学 家 说 ,虽然 这 一 证 明 并 不 惊奇 ,但 “ 它 是 一 个 重大 的 成 就 ”. 

奥 德 利兹 科 和 里 利 考虑 的 是 默 顿 猜想 . 如 果 这 一 猜想 正确 的 话 ,这 将 暗示 
黎 曼 猜想 也 正确 . 这 一 猜想 涉及 一 种 叫做 麦 比 乌 斯 函数 记 为 y(n) 的 奇特 函 
数 ,这 里 n 为 正 整 数 . 当 n = 1 时 ,y(1) = 1; 如 果 n 的 因子 包含 两 个 或 两 个 以 
上 的 同一 个 素数 , 则 y(n) = 0; 如 果 能 被 不 等 素数 整除 的 话 , 则 y(n) = 1 或 
一 1( 取 决 于 素 因 数 的 个 数 是 偶数 还 是 奇数 ). 据 此 ,y(12) = 0, 因 为 12 = 3x2x 
2( 同 一 素数 出 现 一 次 以 上 ), 而 pr(15) = 1, 因 为 15 = 5 x 3( 两 个 不 等 素数 ). 约 
100 年 前 ,数学 家 默 顿 猜想 ,从 n = 1 一 直到 n 等 于 某 一 数值 的 所 有 p(n) 的 各 
项 的 总 和 ,总 是 小 于 n 的 平方 根 . 即 在 那 以 后 ,数学 家 已 证 明 , 在 数值 100 亿 以 


内 ,这 一 猫 想 是 正确 的 , zw(i) < V5 例如 ,jp(1) <Viz(D uC) = 0 < 


,wp(D + pn(2) + p(3) = -1 < ,2 等 等 . 

奥 德 利 效 科 和 里 利 采取 间接 方法 ,以 求证 明 , 对 一 个 足够 大 的 数 来 说 ,这 一 
猜想 不 再 成 立 .他 们 用 一 种 新 发 明 的 ,特别 快速 的 通过 高 速 计算 机 进行 的 高 效 
的 数学 算法 , 找 出 默 顿 猜 想 所 需要 的 和 的 “古怪 ”平均 值 . 由 于 平均 值 总 是 小 于 
取 平 均值 数列 里 的 最 大 的 数 ,因而 只 要 证 明 该 平均 值 本 身 是 一 个 足够 大 的 数 就 
行 了 .这 两 位 研究 人 员 找 到 了 这 么 一 个 平均 值 ,虽然 他 们 还 未 求 得 该 猜想 不 再 
成 立时 的 特定 数 或 反例 . 

奥 德 利兹 科 说 ;“ 据 我 们 猜测 ,这 些 反例 是 很 巨大 的 . 我 个 人 猜测 它们 应 大 
于 10”, 但 我 们 的 确 还 不 知道 . ”他 还 说 ;“ 我 们 认为 ,我 们 能 猜 中 这 个 猜想 不 再 
成 立 的 可 能 邻 数 或 邻 位 ,不 过 ,这 个 数 真是 难以 想象 的 巨大 :10 x 10m 军 . 这 个 
数 远 远 超过 任何 人 能 进行 计算 的 范围 .” 
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宾夕法尼亚 州立 大 学 的 数学 家 安德鲁 斯 (George E.Andrews) 说 :“( 默 顿 猜 
想 ) 不 再 成 立 这 一 事实 ,不 会 使 任何 人 感到 惊奇 . 令 人 惊奇 的 是 , 竟 有 人 能 找到 
如 此 巨大 的 数字 ,大 到 使 这 个 猜想 不 再 成 立 . ”贝尔 实验 室 的 格雷 厄 姆 (Ronald 
工 .Graham) 说 :“ 奥 德 利兹 科 和 里 利 的 研究 表明 ,采用 算法 进行 人 们 已 从 事 了 一 
百年 的 研究 ,其 效率 要 比 过 去 高 多 少 .” 


3, 吕 找 基本 粒子 一 一 寓 马 的 办 法 


素数 是 物理 学 中 基本 粒子 的 数学 等 价 物 . 虽然 计算 机 已 经 使 求 任何 数 的 素 
数 结构 更 为 容易 ,但 是 ,数学 家 仍然 有 许多 工作 要 做 . 

欧 几 里 得 约 在 公元 前 350 年 就 已 经 知道 : 除 1 以 外 的 任何 正 整数 要 么 是 素 
数 ,要 么 是 一 个 唯一 的 素数 集 的 乘积 .这 一 简单 而 重要 的 结果 充分 证 明了 算术 
基本 定理 是 合理 的 .这 意味 着 ,素数 在 所 有 整数 理论 中 处 于 类 似 于 化 学 家 的 元 
素 或 物理 学 家 的 基本 粒子 的 地 位 . 一 个 已 知 数 的 素数 分 解 (怎样 把 那个 数 表示 
成 素数 的 乘积 ) 告诉 你 许多 有 关 这 个 数 的 情况 . 

可 见 , 检 验 一 已 知 数 是 否 是 素数 ,与 确定 它 的 某 些 或 全 部 素 因 了 于 有 着 密切 
的 关系 .给 定 一 个 数 ,确定 N 是 否 是 素数 的 最 明显 的 方法 是 系统 地 寻找 能 除 
尽 它 的 任何 较 小 的 数 ,首先 用 2 试 ,然后 是 3, 接着 是 4,5, 等 等 一 直到 N - 1. 如 
果 其 中 有 一 个 除 尽 N, 那 么 入 就 不 是 素数 ,并 且 你 就 发 现 它 的 一 个 因子 ,第 一 个 
找到 的 因子 总 是 素 因子 .在 理论 上 通过 以 这 个 因子 除 N 并 以 商 重复 这 一 过 程 ， 
它 可 以 一 直 进 行 到 你 得 到 完全 的 素数 分 解 . 

如 果 你 停止 这 一 过 程 并 思考 它 , 那 么 你 会 发 现 ,有 几 种 加 速 这 一 试 除 过 程 
的 方法 ,如 著名 的 埃 拉 托 塞 尼 得 法 .首先 ,一 旦 你 发 现 2 不 能 除 尽 N, 那 么 就 不 
必 再 用 其 他 偶数 试 除 .同样 ,如 果 3 不 能 除 尽 N, 那 就 不 必 再 用 任何 3 的 倍数 试 
除 .概括 这 些 观察 ,你 会 看 到 ,实际 上 只 须 用 素数 试 除 . 除 此 之 外 , 也 不 必用 比 
VN 更 大 的 素数 试 除 ,如 果 N 没有 小 于 或 等 于 VN 的 除数 ,那么 ,NN 就 一 定 是 素 
数 . 

在 计算 机 上 ,这 种 试 除 方法 对 约 有 10 位 数 的 中 等 数 处 理 得 很 好 (与 其 存 和 
一 长 列 试 除 的 素数 ,往往 不 如 存 人 例如 前 20 个 左右 的 素数 更 好 ,然后 用 所 有 的 
不 是 任何 这 些 素数 的 倍数 的 奇数 试 除 . 这 一 思想 有 各 种 不 同 的 改进 方法 ). 但 是 
正如 表 1 所 表明 的 ,即使 在 一 个 很 快 的 计算 机 上 ,对 于 那些 大 于 20 位 数 的 数 ,这 
种 试 除 方法 也 是 不 现实 的 .对 于 更 大 的 数 ,例如 ,在 20 到 1 000 位 数 之 间 , 有 几 
种 有 效 的 检验 来 确定 一 个 数 是 否 是 素数 一 一 称 之 为 素性 检验 , 它 在 试 除 的 需 
要 的 一 小 部 分 时 间 内 就 能 得 出 一 个 结果 . 
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这 些 更 有 效 的 方法 除了 仅仅 使 用 一 个 素数 的 定义 之 外 ,还 应 使 用 素数 的 一 
些 数 学 性 质 .但 是 , 提 到 它们 的 速度 就 要 付出 代价 .如 果 这 样 的 检验 表明 一 个 数 
W 不 是 素数 ,那么 它 不 能 提供 有 关 N 的 因子 的 任何 信息 .你 得 到 的 全 部 信息 仅 
仅 是 这 样 一 个 事实 : N 不 是 素数 再 无 更 多 的 内 容 . 如 果 你 想 知道 这 些 因 
子 , 你 就 不 得 不 从 头 开始 用 一 种 不 同 的 方法 ,并 且 这 会 是 相当 艰苦 的 . 对 于 素 
性 , 尚 有 几 种 有 效 的 检验 方法 ,而 对 于 因子 分 解 一 个 大 约 80 位 数 的 数 ,还 没有 
一 种 公认 的 方法 . 


表 1 大 数 的 素性 需要 宛 长 的 检验 


数 的 位 数 试 除 ARCL 率 性 
20 2 小 时 10 秒 
50 10! 年 15 秒 
100 103 年 40 秒 
200 10% 年 10 分 
1 000 10 吉 年 1 星期 


1984 年 ,新 墨西哥 州 阿尔 伯 基 的 Sandia 国家 实验 室 的 数学 家 对 一 个 异常 困 
难 的 71 位 数 进行 了 因 于 分 解 ,打破 了 他 们 最 近 创立 的 因子 分 解数 的 世界 纪录 . 
这 些 研究 人 员 使 用 一 台 更 大 型 更 快速 的 计算 机 和 更 精细 的 算法 ,只 花 了 9 个 
小 时 的 时 间 ,就 把 这 个 71 位 数 的 因子 分 解 出 来 了 .但 在 目前 要 证 明 一 个 仅 有 几 
千 位 的 “随机 ”素数 的 确 是 一 个 素数 需要 进行 相当 多 的 计算 ,例如 ,1992 年 伯 纳 
德 (Cluude Bemard) 大 学 的 莫 里 安 (Fran Cois Morian) 运用 与 伊利 诺 斯 大 学 的 阿 
特 金 (A.0.L.Atkin) 及 其 他 人 联合 研究 出 的 方法 ,在 计算 机 上 花 了 几 个 星期 的 
时 间 证 明了 某 个 有 1 505 位 的 数字 ( 称 为 分 隔 数 ) 是 素数 . 

这 里 所 讨论 的 是 一 种 能 求 出 任何 数 的 素 因 子 的 方法 ,显然 ,一 个 正好 是 许 
多 小 素数 的 积 的 大 数 , 例 如 ,2 x 3 ,能 够 用 试 除 得 到 因子 分 解 .但 是 ,一 个 为 
两 个 100 位 的 素数 的 积 的 200 位 的 数 , 却 超出 了 任何 已 知 的 解决 方法 的 应 用 范 
围 .这 个 事实 被 用 来 设计 一 种 非常 安全 的 密码 形式 , 它 叫 做 RSA 公开 电码 系统 
(RSA 表示 Rivest,Shamir 和 Adleman, 它 以 发 明 这 种 方法 的 这 三 位 数学 家 的 姓名 
命名 .他 们 是 麻 省 理工 学 院 的 里 夫 斯 特 (Ronald L Rivest) ,以 色 列 魏 茨 曼 科 学 研 
究 所 沙 米尔 (Adi Shamir) 和 南 加 利 福 尼 亚 大 学 的 阿 德 利 曼 (Leonard M. 
Adileman)) .粗略 地 讲 , 在 RSA 系统 中 , 对 一 条 消息 编码 相当 于 乘 两 个 大 素 
数 一 一 这 是 容易 的 , 译 码 则 相当 于 因子 分 解 那个 大 的 乘积 一 一 这 是 只 有 知道 
了 这 两 个 素 因子 时 才能 完成 的 工作 ,使 得 这 种 方法 特别 有 用 的 是 :对 一 条 消息 
编码 不 需要 知道 这 两 个 素数 .只 须 它们 的 积 ,因此 ,除了 这 个 消息 的 接受 者 外 ， 
任何 人 都 不 必 知 道 译 码 的 这 两 个 素 因 子 .这 个 特征 使 这 个 系统 能 实际 用 于 一 个 
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公开 的 通讯 网 络 .只 有 当 一 个 数 有 一 个 特殊 的 形式 ,并 且 对 这 个 形式 我 们 可 以 
使 用 特别 的 数学 技巧 时 ,我 们 才能 够 因子 分 解 这 个 大 于 约 80 位 数 的 数 . 费 马 数 
是 一 个 恰当 的 例子 

费 马 本 人 发 现 了 一 个 做 这 件 事 的 特别 简单 的 方法 . 这 个 思想 是 运用 代数 恒 
等 式 

xz-J=(z+yz-y) 

如 果 NN 是 你 要 因子 分 解 的 数 (这 时 ,你 已 经 知道 它 是 复合 奇数 ,并 且 没 有 
任何 小 素数 因子 ) ,那么 ,你 设法 找到 这 样 的 x 和 y, 使 N = x? - 全 . 

这 样 ,第 一 个 恒等式 就 给 了 你 N 的 两 个 因子 (x + y) 和 (x - y). 当然, 也 许 
其 中 之 一 是 素数 ,但 是 ,这 时 你 可 以 对 它们 每 一 个 重复 这 一 过 程 ,并 且 可 以 一 直 
进行 下 去 ,直到 你 的 确 得 到 素数 ,由 于 你 处 理 的 这 些 数 一 直 是 越 来 越 小 的 ,所 以 
整个 过 程 将 很 快 结束 . 

为 了 找到 x 和 y, 你 把 第 二 个 方程 重 写 为 

办 = 和 只-N 

从 那个 其 平方 大 于 NN 的 最 小 的 x 开始 ,你 反复 地 一 次 给 4 增加 1, 并 检查 每 
一 步 ,看 看 是 否 zz - N 是 一 个 完全 平方 . 如果 是 ,那么 因子 分 解 就 完成 了 ; 反 
之 , 则 继续 进行 . 

供 你 本 人 进行 的 一 个 很 好 的 例子 是 对 119 143 的 因子 分 解 . 其 平方 超过 
119 143 的 最 小 数 是 346, 因 此 ,你 以 考虑 

346? - 119 143 = 119 716 - 119 143 = 573 

开始 ,因为 573 不 是 一 个 完全 平方 ,你 继续 进行 ,考虑 下 一 个 347, 经 一 个 相当 少 
的 步骤 ,这 个 过 程 就 可 引出 一 个 因子 分 解 

显然 , 费 马 的 方法 特别 (并 且 仅 仅 ) 适用 于 这 样 一 些 数 :它们 是 两 个 差不多 
相等 的 素数 的 积 ,因此 ,它们 两 者 都 非常 接近 于 这 个 数 的 平方 根 , 这 正 是 费 马 搜 
寻 方 法 的 起 点 . 

英里 森 (Morrison) 和 布 里 尔 哈 特 (Brillhart) 因子 分 解 万 所 使 用 的 方法 有 它 
不 同 于 费 马 方法 的 起 点 .代替 寻找 N = x? - y? 的 解 ,他 们 寻找 (不 等 于 ) 这 样 的 
x 和 y( 小 于 N), 即 

x? = y (mod N) 

这 个 方程 存在 更 多 的 解 ,但 它们 有 时 不 满足 上 一 个 方程 .因此 ,就 有 更 多 的 机 会 
找到 这 个 方程 的 一 个 解 . 

由 于 这 个 方程 意味 着 NN 整除 x? - 六 ,或 者 换言之 ,NN 整除 (x + y)(x - y)， 
所 以 ,这 个 方程 的 一 个 解 将 给 出 一 个 因子 分 解 .因此 ,N 和 (x + y) 的 最 大 公 因 
子 是 N 的 一 个 非 平凡 因子 . 由 于 欧 几 里 得 算法 给 出 了 计算 最 大 公 因 子 的 一 个 
非常 有 效 的 方法 ,所 以 ,一 旦 你 找到 x 和 7y, 那 么 这 一 艰巨 工作 就 告 结束 
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系统 搜寻 该 方程 的 解 有 各 种 办 法 . 布 里 尔 哈 特 和 莫 里 森 采 用 的 方法 涉及 考 
虚 VN 的 连 分 数 展开 式 .实际 上 ,他 们 的 方法 以 试图 因子 分 解 几 个 小 得 多 的 数 
的 问题 代替 了 寻找 大 数 N 的 因子 的 问题 . 通过 平行 地 施行 这 些 更 小 的 因子 分 
解 ,从 而 运用 现代 计算 机 技术 ,这 使 得 最 近 对 这 个 方法 的 改进 大 大 提高 了 它们 
的 速度 . 

波 拉 德 用 于 因子 分 解 Fs 的 方法 是 蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 方法 的 一 个 例 
子 .正如 这 个 名 称 所 暗示 的 ,这 样 的 方法 依赖 于 “确保 ”它们 成 功 的 概率 规律 . 
这 个 思想 非常 简单 ,并 且 容 易 在 一 个 家 用 微型 计算 机 上 完成 .为 了 因子 分 解 N， 
你 以 选择 某 个 简单 的 多 项 式 , 例 如 ,x? + 1, 和 一 个 小 于 N 的 数 xo 开始 .然后 ,你 
以 (在 多 项 式 x? + 1 的 例子 中 ) 下 述 迭 代 过 程 计算 N 以 下 的 整个 数列 xo, zi ， 
x2,…, 即 

xarl = (x2 + 1)(mod N) 
当 你 进行 时 ,对 于 h = 2 -1 和 2' < < 21, 你 注意 x -x 这些 数 的 每 
-个 (当红 值 递增 时 ). 该 方法 的 理论 背景 是 :有 一 个 很 高 的 概率 ,使 你 迅速 找到 

上 ,hh 值 ,使 得 x - xs 和 WN 的 最 大 公 因子 大 于 1( 并 且 因而 有 一 个 N 的 恰当 因 
子 ), 这 比 运用 欧 几 里 得 算法 容易 算出 .这 个 概率 依赖 于 多 项 式 和 初始 值 xo 的 
选择 . 多 项 式 x? + 1 对 那些 微型 计算 机 能 对 付 的 数 处 理 得 很 好 . 为 了 因子 分 解 
Fs, 布 伦 特 和 波 拉 德 采用 了 x” + 1. 对 多 项 式 的 一 个 “不 利 ” 选择 可 能 导致 不 能 
产生 一 个 因子 分 解 的 无 穷 连 续 的 迭代 . 


在 高 科技 领域 ,世界 上 似乎 公认 了 两 大 模式 , 即 美国 的 独创 领先 优势 和 日 
本 紧 随 其 后 的 模仿 发 扬 光 大 的 能 力 .后 一 种 模仿 性 据说 源 自 于 日 本 人 的 国民 性 
之 中 ,这 种 模式 在 数学 中 也 时 有 体现 ,以 费 马 数 的 研究 为 例 . 

由 于 计算 机 的 介入 ,使 得 我 们 有 能 力 将 费 马 数 推广 为 关于 x 的 多 项 式 

F(x) = x + 1,n =0,1,2,. 

显然 ,通常 的 费 马 数 是 其 当 x = 2 时 的 特例 . 

1983 年 , 五 位 美国 数学 家 里 尔 哈 特 、 莱 莱 、 塞 费 里 奇 、 塔 克 曼 (Bryant 
Tuckerman) \ 瓦 格 斯 托 夫 (S.S. Wagstaff) 联合 研究 了 x = 2,3,5,6,7,10,11,12 
时 的 情形 ,并 进行 了 素 因 子 分 解 . 

1986 年 1 月 日 本 上 智 大 学 理工 学 部 的 森 本 先生 利用 PC9801 型 微机 对 
所 (x), 当 n=0,1,2,3,4,5,6,7;x = 2,3,4,5,…,1 000 时 是 否 为 素数 进行 了 研 
究 . 由 于 当 x 是 奇数 时 , F(x) 为 偶数 ,所 以 他 同时 观察 了 F,(x)/2 的 情形 . 
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森 本 先生 说 : 若 用 微机 能 够 做 以 上 的 工作 , 那 确实 是 一 件 幸运 的 事情 . 
车 设 P = 2", 那 么 F,(%) 就 成 为 2p 次 的 分 图 多 项 式 pzp(x). 
现在 设 
4 = [x12<x<1000 且 F(x) 是 素数 | 
B, = {x12<x<1000 且 F 忆 (x)/2 是 素数 | 
则 4 和 B, 的 因素 的 个 数 # 4。 和 # B, 如 表 2 所 示 . 


2 +1= Dim(x) 
zB+1 = Bye(x) 
4% +1 = Bsn(x) 

(hs 和 B。 所 属 的 x 的 一 览 表 见 表 3 和 表 4) 

对 于 F(x) = x*+1,Lal 于 1976 年 计算 并 列 出 2 < x < 4004 区 间 内 的 376 
个 素数 .他 的 最 大 的 素数 没有 超过 4 0024 + 1 = Pis(15 位 的 素数 ). 

我 们 用 PC9801 微机 ,可 以 对 30 位 以 下 的 所 有 整数 进行 素 因 子 分 解 .Lal 的 
研究 是 用 1960 年 生产 的 3 台 IBM1620 进 行 的 ,而 森 本 先生 的 PC9801 则 远 比 他 的 
机 器 先进 . 

下 面 的 递 推 公式 是 成 立 的 : Ps(x) = Fi1(x?). 

他 所 发 现 的 300 位 以 上 的 素数 是 : 

F1(234) = P304, F1(506) = P347, F1(532) = P349 
Fi1(548) = P351, F;(960) = P382 

Fs(278) = P382, Fa(614) = P714, Fs(892) = P756, Fe(898) = P757 

古 鲁 丁 (Gloden) 在 1962 年 曾 列 出 了 F(x)/2,2 < x < 1 000 范围 内 的 素 
数 . 

对 于 Fa(x) = x + 1, 古 鲁 丁 1965 年 在 x < 152 时 进行 了 素 因 子 分 解 ,而 
F(x*),2 < x <1000, 由 于 它 小 于 10% + 1, 因 此 用 PC9801 机 完全 可 以 进行 素 因 
子 分 解 . 

使 F,(x) 为 素数 的 n,x 值 (2 < x < 1 000). 

(n = 0,1 时 ,由 于 F(x) < 10 + 1 容易 分 解 ,因此 表 中 省 略 ) 


表 2 
| F(x) 
0 x+1= gao(x) 
1| m2+l= B(x) 129 
2 x4+1= gs(z) 110 
3| #*+1= D(x) 41 
4| x6+1= Go(z) 40 
5| +1= ga(z) 20 
6 
7 


oo 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 
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From Pythagoras To Wiles 


表 3 

n=2 x= 

2 4 6 6 2 2% 2 3 46 4 
4 5%6 7 WW 2 8 9% 16 18 132 
140 12 14 10 14 ID 180 1% 1% 204 
20 20 28 28 2M2 28 24 26 2 276 
28 28 26 32 30 38 34 30 32 36 
374 414 430 436 442 466 472 476 488 492 
44 4%8 504 56 56 540 50 54 556 566 
568 582 54 60 616 64 68 65%6 60 70 
70 70 732 78 ?2 78 1718 ?0 1 TT 
7T8 786 78 7%8 80 80 86 84 84 92 
94 9%8 9%0 96 9%2 9%2 9%6 9%6 9%2 99%6 
n=3 x= 

2 4 18 132 1I0 12 28 240 242 28 
20 306 38 32 46 44 42 58 50 50 
52 S56 5% 610 64 60 62 732 782 80 
808 86 86 84 82 96 98 94 96 990 
n=4 x= 

2 4 174 7 % 1 158 16 18 19%8 
248 288 306 38 30 38 30 32 3%6 45 
46 40 44 46 48 560 58 5%8 62 686 
G8 6 76 74 76 78 70 80 82 834 
86 9%0 96 % 9%6 9 9% 984 
Nn25 %= 

3 5 % 12 14 132 16 32 3 360 
36 48 40 42 48 562 58 76 738 804 
850 884 
n=6 x= 

1I2 12 24 30 42 5 S59 7 
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从 毕 达 哥 拉 斯 
到 怀 尔 斯 


278 


614 


892 


898 


532 


使 (x)/2 为 素数 的 n 与 x 的 值 (2 < x < 1 000). 


(nm = 0,1 时 的 表 省 略 , * 号 表示 没有 完成 素数 判定 的 概 素数 ) 


表 4 
xz = 

3 7 和 
39 57 61 65 71 73 81 103 105 113 
ns 9 19 13 165 19 I 19 23 20 
251 29 27 25 39 33 37 33 337 339 
353 33 43 45 45 49 41 45 49 453 
45 43 4 47 49 4 353 55 53 517 
53 57 59 53 51 56 57 53 59 65 
6 63 63 69 63 69 67 67 681 ?70 
73 73 79 TN 75 HW 7 10 75 85 
8 89 8 89 833 8&3 85 855 87 879 
883 SI 85 9%3 917 9%9 931 9%3 9%5 97 

9 3 3 4 4 51 53 0 8 14 
1l85 25 237 239 305 33 34 365 33 3 
49 43 41 45 4 5 59 531 553 557 
565 5 15 7T3 77 75 835 MI 89 951 
973 
n=4 x= 

3 9 2» 4 3 8 9 Il 13 157 
17 1I3 II 1 19 23 25 30 39 371 
391 43 45 41 45 525 55 585 589 59 
07 _67 657 69 79 789 9%5 95 9%9 9%5 
248 


From To Wiles 


li3* 499x* 871* 
n=8 % = 


331* SO7* 665* 8I9* 


几 种 计算 法 如 下 . 

(1) 尝试 分 解 运算 . 

我 们 已 知 (x) 的 奇 素数 g, 可 写成 g = 2*+4k + 1. 再 以 g = 22+4 + 1 
4 = 1,2,3,… 依次 分 解 (x). 这 时 ,为 了 使 (g,3) = 1,(9,5) = 1,(g,7) =1. 
大 值 可 取 周 期 为 105 车 轮 法 (Wheel method) .这 样 ,可 以 减少 分 解 运算 次 数 . 

森 本 首先 用 此 方法 求 出 了 9 < 105 的 素 因子 . 

(2) 费 马 测验 . 

如 果 在 (x) 和 下 (x)/2 中 ,没有 发 现 小 的 素数 时 就 用 费 马 测验 进行 测 
验 . 即 用 5b = 2,3,5,7, 对 费 马 小 定理 的 假设 (1) 进行 测验 . 费 马 测验 是 以 竺 乘 的 
形式 进行 的 ,因此 和 尝试 分 解 运算 相 比 ,具有 判定 速度 快 的 优点 . 

费 马 小 定理 设 mm 为 自然 数 , 是 素数 , 当 站 玫 时 , 若 如 -1 才 1(mod m) 
那么 m 是 合成 数 . 

当 严 满足 2" = 1,3"1 = 1,5"-1 = 1,7"-!1 = 1(mod m) 时 , 称 m 为 概 素 
数 (Probable Prime)( 当 m 的 位 数 小 于 等 于 7 时 ). 

(3) 素数 判定 法 . 

对 于 没有 小 素数 ,而 被 费 马 测验 判定 为 概 素 数 的 数 可 以 用 下 面 的 判断 法 . 


定理 设 几 为 自然 数 ,对 由- 1 = y,F = p[ ggp 进行 m -1 素 因 子 分 


解 . 且 设 (p,P) = 1 ,使 g 为 互相 不 同 的 素数 . 
若 对 于 所 有 9) 存在 一 个 满足 : 


i(af™- Dl, m) = 1; 
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让 af”-0 s 1(mod m). 


的 gj, 那 么 当 RR < V 页 时 ,m 为 素数 . 


而 我 们 的 情况 是 
F(x)-1=# ,2<x<1000 


因此 ,对 F(x) - 1 的 完全 素 因 数 分 解 很 容易 . 若 设 p = 2", 那 么 可 分 解 为 


从 毕 达 哥 拉 斯 
到 怀 尔 斯 


F(z)/2-1= (2 -1/2= (2)TTeo(z) 


利用 此 法 ,对 F,(x)/2 - 1 的 素 因子 分 解 也 不 难 。 
表 5,6,7,8 列 出 了 对 mn = 5,6,7,8 的 计算 结果 。 
表 5 
Fs(x)/2-1= (1/2)(x- D(x+ 1) B(x)B(x) B(x) Bo(x) 
( 表 中 的 C* * 表示 * * 位 的 复合 数 , PRP * * 表示 * * 位 的 概 素数 , * 为 普通 乘 


号 ,2*5 = 2x5) 


Fs(3)/2 = (1/2)(2)(2)(24 5)(2* 41)(2* 17* 193)(2 * 21 523 361) 
Fs(9)/2 -1 = (V2)(2)(2x5)(2*41)(2* 17 x 193)(2* 21 523 361)(2* 
926 510 094 425 921) 
Fs(21)/2 -1 = (1M2)(2*5)(2* 11)(2* 13*17)(2*97 241)(2* 62 897* 
300 673)(2* 1 217* 2 689 * 31 873 * 6 857 635 489) 
Fs(65)/2 - 1 = (1M2)(2)(2*3* 11)(2* 2 113)(2* 8 925 313)(2* 172* 
113 * 577 * 8 455 217)(2* 2 615 329 * 1 011 422 561 * 
19 192 199 272 577) 
Fs(75)/2 - 1 = (1/2)(2#37)(2 #19)(2*29*97)(2* 1 153* 13 721)(2* 
172 * 1 732 057 353 617)(2 * 2 273 * 339 841 * 558 913 * 843 649 * 
1 375 843 393) 
Fs(163)/2— 1 = (1/2)(2*3:)(2. #41)(2*5*2657)(2*601* 587 281)(2* 
17 *2 275 681 * 6 440 365 793)(2 * 577 * 175 937 * 59 125 601 * 
20 685 361 308 269 128 129) 
Fs(181)/2— 1 = (1M2)(22* 子 *5)(2x7x13)(2x 16381)(2x 1777* 
301 993)(2* 17 * 2 801 * 4 289* 22 817 * 123 601)(2* 6 113 * 
C33) 
Fs(191)/2— 1 = (LL2)(2*5*19)(2x3)(3x17x*29x37)(2x41* 
16 230 041)(2* 113* 337* 1 301 057 * 17 874 433)(2*25 537* 
3 558 913 * 1 288 350 857 153 * 13 396 226 490 497) 
Fs(229)/2 ~ 1 = (1/2)(2 #3#19)(2*5*23)(2* 13*2017)(2# 17*73* 
1 108 001) (2 * 449 * 8 421 850 388 552 369)(2* 53 569 * 
447 510 529 * 1 192 946 382 899 184 646 304 161) 
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续 表 5 


Fs(231)/2- 1 = (1/2)(2# 5)(2#3 * 7)(2x 1P*109) (2 * 1984 563 001) 
(2* 1553* 14 517 809 * 349 371 313)(2* 769* 34 369* 
344 801 * 371 617* 36 643 101 233 612 887 073) 
Fs(363)/2— 1 = (1/2) (2 181) (2*Tx13)(2x5Sx133 177) (2* 
8 681 534 681)(2* 17 * 8 866 946 401 026 380 833)(2* 193* 
353 * 667 027 885 932 187 019 776 141 089 853 942 849) 
Fs(527)/2- 1 = (1/2)(2* 263)(24*3x* 11)(2*Sx 27773)(2* 33 529* 
1 150 249)(2 * 7 681 * 387 290 782 501 709 761)(2 * 97 * 293 729 * 
C36) 
Fs(583)/2— 1 = (1/2)(2*3*97)(2 #73)(2*5x41* 829)(2* 113* 
5 641 * 90 617)(2* 17 * 881 * 1 489 *7 681 * 38 956 609 297) 
(2* C44) 
Fs(589)/2— 1 = (1/2)(2: #3*7°)(2#5x59)(2x 89* 1949)(2* 137* 
337 * 1 303 409)(2 * 17 * 673 * 633 035 954 089 813 601)(2* 
104 909 476 749 264 954 017 880 186 806 505 718 862 261 281) 
(1/2)(22 #151)(2#3x 101)(2* 197 * 929)(2* 
66 987 150 313)(2* 17 * 113* 1 553 * 3 008 251 770 424 001)(2* 
353* 9 920 353* 
45 999 611 872 141 555 938 013 987 807 231 457) 
Fs(763)/2 -1 = (1/2)(2*3*127)(2 x191)(2*5*58217)(2*17*193* 
S77 * 89 513)(2 * 257 * 4 177 * 32 801 * 1 631 103 896 449) 
(2 * 279 232 033 * 140 905 184 129 167 675 805 573 151 
809 946 725 953) 
Fs(831)/2— 1 = (1/2)(2* 5x 83)(2 #13)(2* 449* 769)(2* 17* 1 193* 
11 756 681)(2 * 113*6 833* 147 261 198 397 812 449)(2* 97 * 
257* 176 641 * 15 082 721* 78 591 521 * 
4 953 756 112 183 611 285 409) 
Fs(839)/2— 1 = (1/2)(2* 419)(2; #3*5*7)(2* 109*3229)(2*93 553* 
2 648 257)(2 * 17 * 113 * 513 473 * 124 457 397 158 177)(2* 97 * 
193* 257* C40) 
Fs(847)/2— 1 = (1/2)(2* 3 #47)(2: #53)(2*5*71741)(2* 412x 401 * 
381 761) (2 * 17 * 50 833 * 153 264 871 168 249 121)(2* 
980 935 457 * 35 765 486 487 066 475 888 241 538 735 692 018 273) 
FSM1)/2-1 = (1/2)(2*5*9) (Px3)(2x 197# 2393)(2x 17 * 73* 
4 817 * 74 353)(2* 337 * 7 489 * 156 556 142 592 362 017)(2* 
14 657* C44) 


Fs(605)/2 ~ 1 
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表 6 


Fe(x)/2-1= (LHM2)(z+1(z+1l)Gs(z)Ge(xz)Gao(z)Ga(z) 
Fe(3)/2-1= Fs(9)/2-1 
Fe(35)/2 - 1 = (1/2)(2* 17)(2 *32)(2* 613)(2* 750 313)(2* 113 * 449* 
22 191 649)(2* 577 * 4 694 231 174 092 284 521 569)(2* 193*# 
257 * 83 969 * PRP40) 
Fe(51)/2 -1 = (1/2)(2#5)(P*13)(2*x 1 301)(2*73*46 337)(2* 
22 883 972 285 201)(2 * 97 * 10 797 447 165 975 764 827 037 633)(2* 
C55) 
Fe(85)/2 - 1 = (1/2)(P #3*7)(2*43)(2*3613)(2x 41 * 337*1 889)(2* 
97 * 881 * 15 943 136 609)(2* 1 115 401 577 366 753* 
3 328 446 352 539 521)(2 * 769 * C59) 
Fe(353 )/2 -1 = (1/2)(2 #11)(2*3x 59)(2* Sx 17* 733)(2+* 
7 763 701 441)(2 * 12 738 353 * 9 463 556 247 377)(2* 
30 977 821 093 313 * 938 241 034 824 994 602 599 423 297)(2* 
193 * 1217* C76) 
Fe(427)/2 -1 = (L2)(2x*3*71)(22* 107)(2*5* 18 233)(2* 17* 3 889* 
251 417)(2* 106 961 * 5 166 156 401 277 281)(2* 449* 
13 069 058 369 * 104 069 954 843 796 188 901 575 733 601)(2* 
204 161 * C79) 
Fe(429)/2 - 1 = (1/2)(2 x 107)(2*S*43)(2* 17* 5413)(2* 193* 
87 748 937)(2 * 54 193 * 23 352 257 * 453 269 281)(2* 
109 389 411 041 * 6 016 049 420 352 070 143 485 532 870 721)(2* 
1153 * PRP81) 
Fe(587)/2 = (1/2)(2* 293)(22*3x*72)(2*Sx34457)(2x17* 44 953* 
77 681)(2 * 13 841 * 509 222 219 719 157 921)(2 * 193 * 769 * 
12 524 036 944 577 * 53 450 483 172 022 273 214 188 769)(2 * 257 * 
4481* C83) 
Fe(727)/2— 1 = (1/2)(2#3#11)(2 x7*13)(2*5*17*3 109)(2*521 x 
268 083 401)(2 * 32 103 713 * 1 215 318 270 605 057)(2 * 
286 260 692 257 * 10 635 523 239 349 573 550 370 733 823 584 033)(2* 
257* C89) 
Fe(803)/2— 1 = (1/2)(2* 401)(2. x*3*x67)(2*5*17*x3793) (2*7 673 
27 093 617)(2 * 97 * 257 * 702 353 * 4 936 669 660 513)(2* 
42 689 * 492 912 925 121 * 710 121 302 507 196 859 510 537 678 369) 
(2* 449* C90) 
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到 怀 尔 斯 


From To Wies 


续 表 6 


86(837)/2 -1 = (1/2)(2 1x19)(2*419)(2*5*13*17*317)(2* 
62 137 * 3 949 313) (2 * 1 697 * 70 972 781 488 880 626 513)(2* 
C47)(2* C94) 
F6(863)[2 - 1 = (L2)(2*431)(25*33)(2x*Sx13x 17x337)(2x 137* 
13 049 * 155 137)(2 * 449 * 7 078 727 569 * 48 401 055 281)(2* 
1 617 697 * 569 738 593* 
51 353 484 468 353 978 295 026 894 083 201) (2 * 257 * 769 * 
126 337 * C84) 
Fe(883)/2— 1 = (1/2)(2* 3 #7)(2x13x17)(2*5x77 969)(2* 
303 957 468 361)(2 * 929 * 198 902 352 146 661 697 649)(2* 
10 529 * 292 673 * 1 288 335 809 * 2 305 256 417 * 
7 461 448 726 335 044 641)(2* C94) 
Fe(919)/2—- 1 = (1/2)(2# 3 x17)(BxS5#23)(2x37* 101* 113)(2* 
356 641 641 361)(2 * 2 142 577 * 118 729 231 530 359 473)(2* 97* 
27 431 765 833 057 * 349 281 291 651 329* 
139 257 105 184 585 601)(2 * 1 153 * C92) 
Fe(965)/2— 1 = (l[2)(22*241)(2*3*7T*23)(2* 17*61*449)(2* 
433 590 000 313) (2 * 1 956 001 * 192 229 235 435 967 313)(2* 
1 346 369 * 3 637 121* 
57 741 114 854 654 525 604 751 736 381 864 737)(2* C96) 
Fe(981)/2— 1 = (1/2)(2 5*T)(2x 491)(2* 481 181)(2w4x 
11 294 374 321)(2* 17 * 337 * 892 817 * 83 845 699 084 097) 
(2* 6 689 * 627 169 * 39 220 033 * 
2 235 735 320 976 566 077 388 752 862 497)(2* 4673 * C92) 


( 表 6 中 的 @32(85) 的 素 因 子 分 解 是 由 陶 山 弘 实 先生 提供 的 ) 
表 7 


F(x)/2 -1 = (D(x D(xr+ D(x) D(x) B(x) D(x) Pol x) 
Bus(x) 
F113)/2- 1 = (IM2)(24*T7)(2x*3x19)(2*5x1277)(2x 81 523 681)(2* 
17*3 121* 250 527 187 073)(2* 
353 366 276 339 896 558 409 817 277 595 521)(2* 769 * PRP63) 
(2*257* C129) 
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续 表 7 


万 (499)/2 - 1 = (1/2)(2# 3x83)(2 #5)(2*13x61*157)(2x 401* 
7 393 * 10 457)(2* 17 * 593 * 50 993 * 292 673 * 12 775 489) 
(2* 257* 2 419 777 * 15 552 001 * 
763 983 521 030 955 926 078 058 209)(2 * 577* C84) 
Fi(871)/2 ~ 1 = (1/2)(2*3x5x29)(2B x 109)(2* 17*53*421)(2* 
34 457 * 8 351 513)(2 * 100 673 * 1 645 137 620 752 705 697)(2* 
C47)(2 * 193*3457*981 889* C82)(2 * 257 * 13 441 * 
Cl182) 


Fe(x)/2-1 = (1/2)(x - D(x + D(x)Bs(x) Dx) Pox) Polx) 
Pian(x) Bose x) 
Fe(331)/2 ~ 1 = (1/2)(2*3#*5#11)(2.#*83)(2*29*1 889)(2x 17x41* 
8 610 913)(2* 72 673* 14 927 201 * 66 411 377)(2x 36 833 * 
1 361 089 * 1 776 833 * 6 271 510 529 * 18 581 275 406 849(2* 
30 977 * C76)(2* 641 #3 329 * 4 481 # 51713* C147)(2+ 
257 * 10 753 * C316) 
Fe(507)/2 - 1 = (1/2)(2x 11*x 23)(22# 127)(2* 5 x53*9)(2x137* 
1 433 * 168 281)(2x 17 * 10 667 261 953 * 12 037 375 201)(2* 
193 * P41)(2* 449* 3 137 * C81)(2* 641 * 572 161 
C165)(2 * 257 * C344) 
Fe(665)/2 - 1 = (1/2)(2 #83)(2x32 x37)(2*x 41*5 393)(2*17*4049* 
1 420 561)(2 * 673 * 28 413 720 399 075 919 681)(2 * 34 721 * 
519 742 177 * C32)(2*¥ C91)(2* 13 441 * C177)(2 * 257* 
9 473 * C355) 
Fa(819)/2 ~ 1 = (1/2)(2* 409)(2 * 5* 41)(2* 335 381)(2* 
224 960 159 561)(2* 17 * 18 593 * 320 215 852 199 187 041)(2 * 
13 537 * 68 449 * 65 690 113 * 
336 606 801 352 181 547 177 637 317 089)(2* 449* 7 937 * 
15 809 * C83)(2* 1 409 * PRP184)(2* 257 * C371) 


对 于 可 部 分 分 解 为 素数 的 数 ,可 从 a; = 2,3,5,7,11,13,… 等 小 的 素数 开 
始 按 顺 序 利 用 条 件 i,ii 进行 素数 判定 . 

(4) 素 因子 分 解 . 

在 用 (3) 的 方法 对 F(x)/2 进行 素数 判定 时 ,有 必要 对 F(x),m<n-1 
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进行 素 因子 分 解 ,为 此 要 进行 (1) 中 所 述 的 尝试 运算 . 由 于 很 费时 间 , 这 是 不 可 
能 的 . 森 本 先生 用 了 波 拉 德 ， 布 伦 特 (Pollard Brent) 的 蒙特 卡 罗 方 法 进行 了 素 
因数 分 解 .但 如 表 5,6,7,8 所 示 , 还 没有 完全 素 因子 分 解 .从 而 对 F(x)/2 的 素 
数 判定 也 如 表 4 中 的 * 号 表示 ,还 没有 完全 分 解 . 

最 能 体现 日 本 人 模仿 与 推陈出新 能 力 的 是 神经 计算 机 的 研制 . 

神经 计算 机 是 以 人 脑 的 功能 为 模型 ,应 用 最 尖端 的 半导体 技术 和 光 技术 实 
现 高 速度 处 理 各 种 信息 的 计算 机 . 1988 年 日 本 企业 界 着 手 研究 这 种 计算 机 ,并 
把 这 一 年 称 为 神经 计算 机 元 年 .1990 年 1 月 8 日 ,日 本 富士 通 公司 宣布 ,该 公司 
已 研制 出 一 台 模仿 人 脑 思考 判断、 理解 能 力 的 当时 具有 世界 最 快运 算 速度 的 
超 神经 计算 机 .这 台 计 算 机 每 秒 能 运算 5 亿 次 ,运算 速度 是 以 往 神经 网 络 计算 
机 的 400 倍 .本 来 两 年 才能 处 理 完 的 股票 价格 信息 ,使 用 这 台 计 算 机 只 要 1 分 钟 
就 能 处 理 完 毕 . 这 种 计算 机 有 256 个 神经 细胞 ,神经 细胞 由 能 够 进行 乘法 和 加 
法 运算 的 处 理 机 和 记忆 软件 组 成 ,逻辑 线路 将 神经 细胞 逐个 连接 在 一 起 ,对 信 
息 进行 处 理 .由 于 这 种 计算 机 具有 能 在 瞬间 学 习 并 掌握 外 部 环境 的 变化 且 迅 速 
作出 判断 和 采取 对 应 措施 的 特点 ,所 以 很 适用 于 高 精密 组 装 和 检测 用 机 器 人 等 
方面 .1990 年 11 月 26 日 ,日 本 应 新 制作 所 宣布 ,该 公司 制 成 了 具有 世界 最 高 速 
学 习 机 能 的 神经 计算 机 ( 仿 人 脑 结构 计算 机 ), 由 1 152 个 神经 细胞 构成 ,一 秒 钟 
能 够 进行 最 高 23 亿 次 学 习 动作 , 比 超级 计算 机 的 速度 快 10 倍 以 上 .这 种 计算 机 
可 以 在 证 券 、 金 融 、 制 造 ,交通 ,通信 、 医 疗 等 领域 应 用 .同时 ,日 本 其 他 一 些 民间 
企业 ,如 三 蓉 电 机 、 日 本 电器 、 松 下 电器 .东芝 等 ,也 十 分 重视 神经 计算 机 的 研 
制 ,都 已 选 定 了 自己 的 开发 领域 ,并 取得 了 良好 的 进展 . 


5. 计 算 实力 的 竞赛 一 一 梅 春 素数 的 发 现 


正如 核弹 头 的 板 数 标志 着 一 个 国家 的 军备 竞赛 实力 ,计算 梅森 素数 则 是 检 
验 一 个 国家 计算 机 能 力 的 标志 . 

M，= 2" - 1 被 称 为 梅森 数 .这 是 用 一 位 法 国 修士 梅森 的 名 字 命 名 的 ,梅森 
和 当时 一 些 主要 的 数学 家 有 过 大 量 的 通信 . 这 在 科技 刊物 还 不 存在 的 那个 时 
代 , 对 于 传播 重要 的 数学 结果 做 出 了 巨大 贡献 . 由 于 梅森 数 与 完美 数 之 间 的 关 
系 , 人 们 对 梅森 数 很 感 兴趣 ,自从 入 们 开始 记载 这 种 结果 以 来 ,被 发 现 的 最 大 素 
数 的 世界 纪录 总 是 一 个 梅森 素数 .素数 Mi = 227 - 1 是 一 个 39 位 的 数字 ,从 
1914 年 起 保持 着 世界 纪录 的 称号 ,直到 1952 年 ,仅仅 在 几 个 月 的 时 间 里 ,这 个 
世界 纪录 就 被 连续 刷新 .数学 家 重 宾 进 使 用 SWAC 电脑 在 短 短 几 个 小 时 之 内 ， 
就 找到 35 个 梅森 素数 , 且 证 明了 在 127 < P < 2 309 范围 内 只 有 5 个 梅森 素数 : 
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Msz1， Mam ,Mi xm9， M2 x 直到 Mai ,最 后 这 个 数 是 一 个 687 位 的 数字 ,这些 结果 
的 出 现 全 靠 电 子 计算 机 ,此 后 又 完成 了 许 许多 多 分 解 因子 的 工作 ,进一步 又 发 
现 了 8 个 梅森 素数 , 即 Ma ap(1957 年 发 现 ), Ma zs3, Ma 4z 在 1961 年 被 证 明 是 素 
数 ,Mo za ,M9 a ,M9 os9， M91, Mi1213, 到 80 年 代 初 ,最 高 记录 是 发 现 了 Mig 7， 
这 是 塔 克 曼 在 1971 年 3 月 4 日 晚上 发 现 的 .这 天 晚上 美国 电视 台中 断 了 日 常 节 
目 播放 ,发 布 了 这 条 消息 , 塔 克 曼 是 用 IBM360/91 电脑 找到 的 .1979 年 2 月 23 日 
美国 克 雷 研究 公司 的 电脑 专家 斯 洛 温 斯 基 (David Slowinski) 宣布 他 找到 了 第 26 
个 梅森 素数 Ma ze 时 ,人 们 告诉 他 早 在 两 星期 前 诺尔 已 得 出 这 一 结果 ,为 此 他 
又 潜心 发 奋 , 花 了 一 个 半月 时 间 , 使 用 克 雷 一 号 电脑 终于 找到 了 M4 sr 这 一 新 
的 素数 . 

Mx ol 作为 第 30 个 梅森 素数 被 斯 洛 温 斯 基 等 人 所 发 现 .虽然 它 被 判定 为 
素数 ,但 并 不 是 说 细 分 了 V W2i6o 内 的 所 有 的 素数 .在 自然 数 m 是 20 位 数 的 情 
况 下 , 若 想 细 分 Vm 内 的 所 有 素数 ,即使 用 大 型 的 计算 机 也 需要 2 小 时 左右 . 若 
m 为 50 位 自然 数 , 则 需要 1 000 亿 年 以 上 .但 车 只 需要 判定 是 不 是 素数 ,而 不 是 
写 出 所 有 素 因子 的 话 , 那 么 用 一 下 阿 德 利 (Adleman) 和 拉 姆 利 (Rumely) 在 1980 
年 创造 的 方法 ,在 15 秒 钟 内 就 可 判定 50 位 的 自然 数 ,而 且 若 已 经 知道 了 mm 是 个 
合成 数 ,那么 对 50 位 数 在 12 小 时 内 一 定 能 进行 素 因子 分 解 瓦 格 斯 塔 夫 的 研究 ， 
下 面 说 明 一 下 有 哪些 方法 

被 发 现 的 第 30 个 梅森 数 是 Myew = 2*%! - 1 = 65 050 位 的 素数 .这 是 人 
类 当时 所 得 到 的 最 大 的 素数 .正如 Mi = 2047 = 23 x 89 这 一 结果 所 示 ,梅森 数 
的 结果 不 止 是 素数 .在 1588 年 时 被 告知 p = 2,3,5,7,13,17,19 时 ,M 为 素数 . 
1644 年 ,梅森 指出 在 p < 257 这 个 范围 内 , 除 上 面 的 p 值 外 还 有 p = 31,67,127， 
257 的 情况 下 ,也 是 素数 .1883 年, 波 佛 辛 (Pervusin) 证 明了 Me 是 被 梅森 漏 掉 的 
一 个 梅森 素数 , 梅森 还 漏 掉 了 另外 两 个 素数 Ms 与 Mim. 这 两 个 素数 分 别 到 
1911 年 ,1914 年 才 被 鲍 尔 (R.E.Powers) 发 现 .1772 年 欧 拉 证 明了 Ms 是 素数 . 
1903 年 美国 数学 家 柯 尔 (F.N.Cole) 在 美国 数学 学 会 的 大 会 上 作 了 一 个 一 言 不 
发 的 学 术 报告 ,证 明了 Me 不 是 素数 , 且 等 于 193 707 721 x 761 838 257 287. hp 
的 除数 9 可 以 由 费 马 小 定理 写成 9 = 2 加 +1 的 形式 .虽然 知道 可 以 利用 平方 剩 
余 写成 g = 81+ 1 的 形式 ,但 同样 难免 带 来 大 量 的 计算 麻烦 .1878 年 刘 维 卡 提出 
如 下 的 想法 

使 S = 4,Siyl = 5? - 2(mod MM,), 若 确定 了 Si, 那 么 M, = 素数 5-1 = 
Omod M,). 

根据 这 一 方法 确定 了 Miz 是 素数 ,此 后 ,又 知道 了 Moy, Ms 不 是 素数 ,而 
Ma ,Ms ,Mio 是 素数 ,梅森 的 断言 , 便 不 可 思议 地 只 对 了 一 半 . 以 后 不 久 ,出 现 
了 下 面 的 竞赛 . 
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(1)p > 257 时 ,M, 是 否 是 素数 ; 

(2)p < 257 时 ,MM, 可 完全 素 因 子 分 解 . 

开始 时 ,这 种 竞赛 是 计算 机 性 能 竞赛 .方法 是 利用 刘 维 卡 测验 法 ,但 只 要 把 
一 个 大 的 数 的 平方 编 成 计算 程序 , 就 无 法 进行 分 拆 计算 . 因为 4 .2 = 4+ 
B(mod M,), 而 计算 机 是 以 二 进 制 法 进行 计算 的 .第 29 个 梅森 素数 Mia op 就 是 
在 大 数 平方 计算 上 利用 了 快速 乘 算 法 . 一 般 来 说 , 算 几 位 数 的 平方 所 用 的 时 间 
看 来 要 比 算 2" 需要 更 长 的 时 间 , 但 若是 2 位 数 的 话 ,在 4,B,C,D < p 时 ， 
(4hp+B)(C+D)=(p+p)4C+p4-B)(D-C)+(pP+l)BD. 这 种 方 


法 用 了 三 次 乘法 计算 . 若 如 此 重复 计算 .就 可 以 用 相当 于 ne 的 时 间 即 可 完成 ， 
进而 , 若 利用 快速 傅 里 叶 变 换 ,那么 只 用 相当 于 计算 mn，log n， log log n 的 时 间 
就 可 以 了 .在 试用 一 种 超级 计算 机 时 ,偶然 发 现 的 Mazi6om 也 是 利用 了 快速 傅 里 
叶 变 换 ， 

第 二 次 竞赛 的 冷却 ,是 在 1979 年 用 蒙特 卡 罗 法 发 现 15 位 的 M2sy 的 素 因 子 
535 006 138 814 359 和 1980 年 用 p -1 法 发 现 25 位 素 因 子 1 155 685 395 246 619 
182 673 033 之 际 , 这 时 Mzsy 被 分 解 为 Mo = Pis x Pzs x Pw( PP, 意 即 nn 位 素数 ). 
为 判断 MHzs 的 素性 , 莱 默 在 1922 ~ 1923 年 花 了 近 700 个 小 时 才 证 明了 Ms 不 
是 素数 .最 后 使 分 解 工 作出 现 不 顺利 现象 的 是 My 和 Wzi, 它 们 后 来 用 二 次 短 
法 在 1983 年 末 及 1984 年 分 别 被 分 解 如 下 , 即 

M2/15 193 = 60 位 合 数 = 60 272 956 433 838 849 161 x Pa 

M2s1/(503 x 54 217) = 69 位 合 数 = 178 230 287 214 063 289 511 x 

61 676 882 198 695 257 501 367 x Py 

日 本 的 业余 数学 学 者 陶 山 弘 实 氏 利用 16 比特 计算 机 根据 最 近 的 椭圆 曲线 
法 得 到 如 下 分 解 结果 , 即 
Ma61/(2 767 x 358 228 856 441 770 927) = 118 位 的 合 数 = 

7 099 353 734 763 245 383 x Po 

关于 梅森 素数 的 最 新 进展 是 这 样 的 ,1983 ~ 1985 年 间 斯 洛 温 斯 基 连 下 三 
城 找到 了 Ms 2a ,Min op, M216 om ,但 他 未 能 确定 Mss 243 与 Me wi 之 间 还 有 没有 
异 于 Mi 0 的 梅森 素数 .而 到 了 1988 年, 科 尔 奎 特 (Kolquitt) 和 韦 尔 什 (Welsh) 
使 用 高 速 异 灯 电 脑 NECFZ - 2, 果 然 抓 到 一 条 “漏网 之 鱼 ” 一 一 Myio s03, 之 后 7 年 
世界 各 国 均 无 建树 .1992 年 3 月 25 日 ,英国 原子 能 技术 权威 机 构 哈 韦 尔 实验 室 
的 一 个 研究 小 组 宣布 他 们 找到 了 新 的 梅森 素数 Mise sa9.1994 年 1 月 14 日 , 克 雷 
研究 公司 夺回 发 现 了 “已 知 最 大 素数 ”的 桂冠 一 一 这 -素数 是 Mass 4a.1996 年 
9 月 4 日 ,美国 威斯康星 州 克 雷 研究 所 的 斯 洛 温 斯 基 和 他 的 同事 美国 的 盖 奇 
(Paul Gage) 在 测试 其 最 新 超级 电脑 克 雷 Tw 巨型 机 的 运算 速度 时 , 发现 了 
Mi 25779g 是 一 个 素数 , 它 是 一 个 378 632 位 数 ,同年 11 月 巴黎 的 阿门 格 德 (J. el 
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Armeng) 和 美国 佛罗里达 州 的 沃尔特 曼 (George 下 ， Woltman) 又 发 现 了 一 个 更 
大 的 素数 Mi sz, 这 是 一 个 40 万 位 数 . 

目前 最 新 的 两 个 梅森 数 ,M2 6 >l, Wa ol yr( 尚 未 确定 位 次 ) 分 别 是 在 1997 
和 1998 年 发 现 的 .而 最 大 的 梅森 素数 (也 是 已 知 最 大 素数 ) Msn 是 美国 加 州 
州立 大 学 的 19 岁 学 生 罗 立 . 克拉 森 在 1998 年 1 月 27 日 证 明 的 .这 是 一 个 具有 
909 526 位 的 数 ,展开 写 可 以 占 满 对 开 报纸 的 36 个 版 面 . 

对 于 梅森 素数 ,我 国语 言 学 家 .数学 家 中 山大 学 年 轻 的 周 海 中 教授 在 1992 


年 仿照 费 马 素数 形成 提出 了 一 个 猜想 : 当 2 < P < s(n = 0,1,2,…) 时 ， 
M, 有 2"*+! - 1 个 是 素数 ,并 据 此 得 出 了 小 于 2"*! - 1 的 梅森 素数 M, 的 个 数 为 
2"+2 _ n - 2 的 推论 . 

1995 年 ,这 一 猜想 被 国际 数学 界 正式 承认 ,并 被 命名 为 “ 周 氏 狂想”, 收录 于 
《数学 中 的 著名 难题 ) 一 书 . 美国 数论 专家 巴 拉 德 博士 和 加 拿 大 数论 专家 里 本 
伯 恩 教授 发 来 贺信 ,认为 这 是 “梅森 素数 研究 中 的 一 项 重大 突破 ”. 这 是 一 个 精 
确 的 表达 式 , 其 对 目前 已 知 的 所 有 梅森 素数 都 是 成 立 的 . 按 “ 周 氏 猜想 ”, 在 
2 < P < 2 的 范围 内 ,M, 有 31 个 ,而 到 目前 为 止 ,在 此 范围 内 已 找 出 10 个 . 

另 一 位 数论 爱好 者 ,山西 太原 五 中 的 许 软 发 现 了 另外 一 个 可 以 更 快 得 到 大 
素数 的 公式 , 即 

po=2 
Posl = 2p 
加 = Pr 和 为 系数 ,= 0,1,2,3， 
如 果 Mo an 是 一 个 具有 909 526 位 的 数 ,那么 第 5 个 总, 即 tom -1 = 


2 -其 中 2 -1 1.701411834 x 108,227 -1 比 Ma mi sm 大 不 知 多 少 倍 . 
梅森 素数 的 分 布 是 极 不 规则 的 . 在 1961 年 赫 维 兹 (Hurwitz) 证 明 3 300 < 
P < 5 000 范围 内 只 有 两 个 梅森 素数 M4 sa 和 M4 oa. 后 来 盛 克 斯 (D.Shanks) 又 


提出 在 mm< P< pr 范围 内 ,梅森 素数 约 有 5 > 二 个 ,并 据 此 推测 在 5000 < 


P < 50 000 范围 内 , 约 有 5 个 梅森 素数 MP. 而 到 1979 年 ,人 们 在 上 述 范围 内 实 
际 找到 37 个 梅森 素数 ,所 以 他 的 猜测 并 不 是 准确 的 . 

吉 里 斯 (D.B.Gillies) 是 美国 伊利 诺 斯 大 学 的 数学 教授 ,他 曾 在 1964 年 证 
明了 Ms em ,Mo x1 和 Milan 是 素数 .该 校 为 纪念 这 一 突出 成 就 ,当年 在 它 寄 出 的 
每 一 封 信 上 都 印 上 “20 ?23 - 1”. 吉 里 斯 凭借 多 年 寻找 梅森 素数 的 经 验 提出 了 一 
个 猜测 ; 当 P 在 x 与 2 之 间 时 约 给 出 两 个 梅森 素数 MM, ,其 中 ,x 是 大 于 1 的 正 整 
数 (这 与 著名 的 贝 特 立 假设 相似 ,但 比 它 更 强 ). 但 遗憾 的 是 ,这 一 猜测 与 梅森 素 
数 的 实际 分 布 仍 有 较 大 距离 ,有 时 在 [*,3x] ,甚至 [ x,4z] 之 间 也 找 不 到 一 个 梅 
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森 素数 ,更 不 用 说 两 个 了 .如 当 * = 22 000 时 ,[x,3x] 中 不 存在 使 M, 为 素数 的 
P, 当 x = 128 时 ,[x,4x] 中 也 不 存在 使 Mp 为 素数 的 P. 

另 一 位 提出 有 关 梅 森 素数 分 布 猜想 的 是 伯 利 哈 特 (J.Brillhart) .他 猜测 第 n 
个 梅森 素数 Mp 的 已 值 (下 面 记 为 P,) 大 约 是 (1.5)". 如 果 从 回归 分 析 的 角度 来 
看 ,P。= (1.5)" 可 以 说 是 一 个 拟 合 得 较 好 的 回归 方程 ( 拟 合 得 更 好 的 方程 是 
P。= (1.512 5)") ,但 是 如 果 逐 个 地 对 照 ,我 们 会 发 现 有 许多 吻合 不 好 的 地 方 ， 
如 

Pio = 89, Pis = 1 289, Py = 9 689, Pa = 132 049, Pi = 756 839 
(1.5)' = 58,(1.5)5 = 438,(1.5)* = 4 988,(1.5)” = 19 175,(1.5)? = 431 440 
由 此 可 见 , 在 计算 数论 领域 还 有 大 量 的 工作 需要 去 做 . 
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正 多 边 形 的 作 图 


1. 牛 栏 中 的 操 索 一 一 欧阳 维 诚 的 作 图 法 


豆 十 于 


关于 ma 数 17 的 几何 作 图 问题 ,高 斯 等 人 都 用 了 复数 ， 
尽管 问题 已 经 解决 ,并 且 也 算 简明 ,但 人 们 仍 会 有 这 样 的 疑问 ， 
能 不 能 仅 用 实数 理论 给 出 作法 呢 ? 令 人 惊奇 的 是 ,这 个 肯定 的 
回答 竞 是 出 自 “ 牛 棚 ”. 

1980 年 5 月 20 日 《湖南 日 报 ) 发 表 了 一 篇 题 为 “为 四 化 选 贤 
举 能 一 一 记 国防 科技 大 学 副 校长 孙 本 旺 教 授 "的 文章 .在 文中 有 
这 样 一 段 : 


了 


“为 了 推荐 人 才 ,和 孙 教 授 还 不 计 个 人 得 失 , 到 于 置 
“风险 ' .去 年 ,他 接 到 黔 阳 地 区 欧阳 维 诚 寄 给 他 的 一 篇 
数学 论文 ,觉得 颇 有 水 平 .可 是 ,欧阳 维 诚 曾 在 一 九 五 
七 年 被 划 成 右派 ,文化 大 革命 中 被 开除 出 教师 队伍 , 直 
到 写 这 篇 论文 时 还 没有 摘 帆 ,没有 正式 工作 .然而 ,，' 玉 
里 石 更 和 氏 苦 , 双 缚 盐 车 伯乐 怜 ", 孙 教授 还 是 坑 然 把 
欧阳 维 诚 请 到 家 里 面谈 ,并 让 他 参加 省 数学 学 会 的 学 
本 讨论 会 .这 引起 了 当地 有 关 部 门 的 重视 .后 来 ,当地 
党 组 织 对 欧阳 维 诚 被 错 划 右 派 的 问题 进行 了 改正 ,并 
把 他 安排 到 地 区 教学 辅导 站 工作 ,使 他 的 数学 才能 得 
到 了 较 好 的 发 挥 .” 
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文中 提 到 的 欧阳 维 诚 现 在 是 湖南 省 教育 出 版 社 编审 ,湖南 省 政协 常委 ,而 
文中 提 到 的 那 篇 文章 正 是 关于 正 17 边 形 作 图 问题 的 , 承 欧阳 先生 允诺 ,本 书 全 
文摘 登 如 下 ,也 算是 对 那个 特殊 年 代 中 中 国人 对 费 马 有 关 问 题 研究 的 一 点 历史 
记载 和 考证 吧 ! 


使 用 圆规 与 直 尺 分 图 为 p 等 份 的 作 图 是 一 个 古典 的 ,但 却 长 时 期 使 人 们 极 
感 兴趣 的 问题 . 1801 年 高 斯 证 明了 p 等 分 圆 可 以 作 图 的 充分 必要 条 件 .但 是 实 


际 作 图 的 方法 问题 以 及 如 何 判断 形 如 2 + 1 的 费 马 数 是 否 为 素数 的 问题 均 未 
完全 解决 .前 者 涉及 高 深 的 理论 和 特殊 的 技巧 ,后 者 则 是 数论 中 悬而未决 的 著 
名 难题 .本 文 用 初等 方法 建立 了 一 个 等 分 圆 的 统一 多 项 式 f(x), 从 f,(x) 的 性 
质 出 发 给 出 了 高 斯 定理 一 个 较 简单 的 新 证 明 ;同时 在 证 明 的 过 程 中 给 出 了 一 个 
具有 普遍 性 的 实际 作 图 方法 ,文中 以 17 和 257 等 分 圆 为 例 作出 说 明 . 

51 (x) 的 定义 及 其 与 等 分 圆 的 关系 

定义 ”在 区 间 [- 2,2] 上 令 x = 2cos g, 递 推定 义 


人 =1fi(x)=zx @ 
f(x) = fix) -大 -xz),n = 2.3… 
从 @ 出 发 可 以 顺 次 写 出 各 个 (x), 如 
(xz) = fi(x) -folx)= x -1 
fa(x) = xfo(x) -fi(x) = r(x -1)-x= x -2x 
但 易于 证 明 f,(x) 的 一 般 表 达 式 是 
fx) = Ch C2 D'S wa) 
加 
2 (= DC @ 
1 
此 处 [2 ] 表示 不 超过 也 的 最 大 整数 . 
证 明 当 n =2 时 
fx) = #1= is? 
当 n =3 时 fls) = P24 2 -Gn 


@@ 均 成 立 . 设 对 于 一 切 小 于 n 的 自然 数 @ 都 成 立 , 即 1(x) 的 第 上 + 1 项 为 
(~ DC Di 0- = (~ tC p11 
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而 所 -2(x) 中 的 第 上 项 为 
人 TICbDD)_ (CDxo-2-20-D = (- TIC4 io- 
根据 所 (mn) = zf-1(x) -所 -2(x) 知 f(x) 的 第 大 + 1 项 为 
xz(- DCE 12 2 (~ TICt xn = 
(~ DG + CD = (DG 
而 且 f(x) 的 项 数 为 f,_2(x) 的 项 数 加 1( 退 后 一 位 )， Wm[232] +1+1= 


[ 邓 ] + 1, 故 公式 @ 对 一 切 自然 数 n 成 立 


利用 公式 @ 可 以 直接 写 出 第 n 个 f(x), 如 
fa(x) = 4- Ox + Gxt Gx +G= 
2 Tx +15x4 -10x2+1 


万 (x) 有 许多 有 趣 的 性 质 和 应 用 , 本文 只 介绍 其 与 等 分 圆 有 关 的 一 些 性 


质 . 
定理 1 对 一 切 自 然 数 n,f,(x) 有 n 个 实 根 ,它们 是 
th = 2cos EET rk = 2 @ 
证 明 ” 先 证 明 一 个 恒等式 
sin gf.(x) = sin(n + 1)p @ 


当 n = 0 时 ,sin gfo(x) = sin 9 + 1 = sin 9. 
当 nn = 1 时 ,sin gfi(x) = sin px = sin 9 ，2cos p = sin 29 均 成 立 , 若 
@ 对 一 切 小 于 大 的 自然 数 成 立 , 则 当 mn = 大 时 
sin gfi(x) = sin [xfi-1(x) -万 2(z)] = xsin gfi1(x) -sin gfi2(x) = 
2cos psin hp — sin(k —- 1)9 = sin(k + 1)9 © 
@ 也 成 立 . 故 @ 对 一 切 自 然 数 n 成立. 


今 在 加 中 任 取 坟 = 2cos < 钴 和 ,代入 四 便 有 


sin siA(a) = sin(n + 1) sin kr =0 


但 当 上 = 1.2msn,0 < 了 < esin -经 | “0, 故 必 有 (sr) = 0. 即 入 是 
所 (x) 的 根 . 另 一 方面 ,在 (0,r) 内 ,cos p 单调 下 降 , 当 kz 如 xn 关 xb, 故 加 
中 的 n 个 数 互 不 相同 ,n 次 多 项 式 /.(x) 不 再 有 另外 的 根 .证 毕 . 

现在 我 们 建立 /.(x) 与 等 分 圆 的 关系 , 设 0 为 单位 圆 , B40 为 直径 ,40, 41， 
分别 为 圆 的 n + 1 个 等 分 点 .车 为 偶数 , 则 B 不 是 分 点 ; 当 
n 为 奇数 ,n = 2m + 1, 则 B 是 第 m + 1 个 分 点 . 
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任 取 一 分 点 hi, 联 结 B44, 则 一 4oB4k 可 以 看 做 是 以 B4o 为 始 线 绕 点 B 旋 
转 所 生成 的 角 , 显 然 


LAoBA: = pe = kx 


元 + 了 = 1,2,°",n 


今 规定 线 为 Bi 在 BAo 之 上 方 ( 即 < 对 二 或 mr < 至 ) 时 为 正 ;在 Bho 之 下 


方 ( 即 > 2 二 1 或 gw > 部) 时 为 负 (特例 : 当 n = 2m + 1,8 为 第 m +1 个 分 
n 


NS 也 ,BAms1 = 0), 因 为 BAo = 2, 所 以 


2 


k 
BA = 200s 1 = tk = 1,2,,n © 


诸 线 为 Bhi 恰好 是 f(x) = 0 的 n 个 根 . 故 有 定理 2. 
定理 2 车 p = n +1,p 等 分 贺 可 以 作 图 的 充分 必要 条 件 是 方程 /,(x) = 
0 的 n 个 根 都 可 以 作 图 . 
例 ” 求 作 圆 内 接 正 五 边 形 . 
解 f(x) = x-CGr+G= x-3x+1= x-x-1)(x+x-1) 
解 方程 f(x) = 0, 求 得 其 四 个 根 为 
-1+/5 , ,1+/5 1-¥5 -1-45 


x 2 2= 2 0= 2 xz= 一 了 
作 圆 的 直径 B40, 以 B 为 贺 心 ,xi 为 半径 画 弧 交 圆 于 41, 则 4041 为 圆 内 接 
正 五 边 形 的 一 边 .与 我 们 通常 用 的 黄金 分 割 法 一 致 
下 面 继续 介绍 (x) 的 几 个 简单 性 质 , 然 后 利用 这 些 性 质证 明 高 斯 定理 . 
$2 h(x) 的 几 个 简单 性 质 
由 $1 的 @ 及 定理 1 知 ,f(x) 必 可 写成 下 面 的 形式 , 即 


f(x) 从、 = (< -Mi)(z -22) (xz — Xn) 一 ms (xm) 
(x) = 
famr1(x) = x(x— zx)(x -2) (x xm) (x xm) (x tms1) 
当 n = 2m 时 ,我 们 有 
= Zoos TT = - 2cos52mxj = xon 
2 = 2e0s 71 = ~ 2e0s = =- -en 
sm = 2cosymE = 2c06 m+ DF 
2m + 1 2m +1 3 
同样 地 , 当 m = 2m + 1 时 ,有 
XI =— %2m+lyX2 = 一 X2mh Nn = Xam+2s m+ = 0 
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故 上 式 的 (x) 又 可 写成 


( = (#2 — x)(x2 — 1x3):…(x? x2) 
el Vs 
现在 令 fmri(x) = za 


则 fzmr1(x) = (x xT) (x x) (x x2) 
如 果 在 pa(x) 和 Pa;i(z) 中 用 x? = 4 六 代入 ,并 且 用 y -2 代替 户 。i(z) 
中 第 一 个 因 式 z, 便 得 到 一 个 关于 y 的 a 次 多 项 式 , 记 作 s。(y) ,注意 到 


in2 -Er 2 


n+li™ 3t 


7 
-于 是 ,g,(y) 可 写作 
gan(y) =(7 -7 7) = 
(-D” = (7 -7 -RB) (7 -2) 
En(y) = 1g2nsi(y) =(7 -2)(77 -yy 7 7) = 
(-D)"™ = (y-2)(y -HY -2) (2 -和 3) = 
(y -2) = 2m+1(7) 
显然 go(7) 的 a 个 根 是 ys = + 2sin Ti(4 = 1,2,…m) 和 ynsl = 2( 当 n= 
2m + 1). 现 在 来 确定 g,(y) 的 系数 . 
首先 , 当 n = 2m + 1 时 ,用 x? = 4- 刀 代入 janii(x) 中 ,得 
Bam+1(7) = (- DF- HF- 78) 92) 
但 若 直接 用 x? = y? 代入 2m,1(x) 中 , 则 得 
fzmr1(7) = (2 — x?)(y? x2) (7 x2) 


> 
此 处 置 y= 2sin 元 3 


因为 好 = 2cos TD = 2sim( 也 -天 2 天 
2 
邓 = 2008 5 = 2sim( 于 -于 5) = 2sin 和 = 儿 - 
#2 = 2cos 了 本 = 2sim( 了 - 27 3) = 2sin7 pn 
所 以 fani(y) = et “(P72) 


因此 gf' an+i(y) 与 12m41(y) 只 相差 一 个 符号 (1)". 故 车 用 on 表 gansi(y) 
中 第 上 + 1 项 的 系数 ; 则 ,4 就 是 f a.1(x) 的 第 + 1 项 的 系数 (1)*Ch, 3)_ 4 
再 乘 以 符号 (- 1)"”. 即 ask = (1)™*tCh 

再 看 gzn(y) 的 系数 是 怎样 的 ?因为 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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famri(x) = xf 2mu1(x) = 巧 no(z) — fami(x) = fan(x) - Af mn(x) 
所 以 fam(x) = f 2am) + fam-Dri(x) 
所 以 8&2n(y) = g'2m11(7) + BAm-D)+1(y) 
故 若 令 gzm(y) 的 第 + 1 项 系数 为 5.4, 则 
bmn,k = Gm,k ~ Gm-D),(k1) = 
(~ Deriaks nye = (= ii1at DD) = 
(~ D™r(abnyis + oz) = 


Cs D" 和 上 -1 


C2m- 十 a2m-k) = 


(- Dam Jo 


去 掉 公 因 数 (- 1)” 后 ,上 述 结果 可 以 归结 为 定理 1. 
定理 1 令 
an,0 = l,an,k = (— 1)*Chn nd- 
(DC 
则 由 下 式 决定 n 次 多 项 式 g,(y), 即 


Bam(y) = 2) briy "a 
En(7) = | 2 四 
&ontl(y) = (Y - 2)g'2nsi(y) = (7 - 2) 之 人 
有 n 个 实 根 ,它们 是 


kx 
二 2sin + sn = 2m = 12 
y= 


+2sin 1 和 ynn = 2 sn =2m+1k = 1,2,.,m 


易 知 4o4 = 2sin -ez = h4, 故 有 下 述 推论 . 

推论 荐 p=n+1 : 测 等 分 加 可 以 作 图 的 充分 必要 条 件 是 多 项 式 g.(7) 
的 n 个 根 都 可 作 图 。 

定理 2 车 m+1 是 n+1 的 因数 , 则 所 (x) 整除 (x*),ga(y) 整除 g,(y). 

证 明 设 n+1= g(m+1),/(x) 的 m 个 根 是 


S208 ei soor ee 9 Se 

此 处 1 < < m, 所 以 1 < gk < nm; 故 欢 也 是 太 (x) 的 根 .既然 f(x) 的 所 有 根 
均 为 (x) 的 根 , 必 有 f(x) 1 (x). 又 由 ga(y) 与 g,(y) 的 定义 即 知 同时 
gm(yY) 1 gn(7). 证 毕 . 
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定理 3 ” 若 2m + 1 为 一 素数 , 则 g2m(y) 为 一 不 可 约 多 项 式 . 
证 明 因 g2n(y) 中 除 最 高 次 项 系数 为 1 外 , 其 余 各 项 的 系数 b,， = 


(- 04 2 十 1c451 都 是 整数 ,2m + 1 为 素数 ,与 2m + 1 没有 公 因数 , 必 有 1 


上 0 从 而 知 (2m + 1) 1 be 而 常数 项 bs = (- 1)" 2 二 lcs-: - 


(- D"(2m + 1) 不 能 被 (2m + 1)? 整除, 故 由 爱 森 斯 坦 判 别 法 ,gzn(y) 不 可 约 . 

定理 4 令 p = 2mi + 1 为 一 素数 ,p = p? = 2m + 1. 那么 gyn(y) = 
gzm(7) CG(y), 其 中 CG(y) 是 一 个 请 (Pi - 1) 次 不 可 约 多 项 式 . 

证 明 因 (2mi+ 1)1(2m+1), 帮 有 gzn(y) = g2m《7)C(y)( 定 理 2)， 
C(y) 的 次 数 显然 为 2m -2m = pi(p1 -1). 令 

San(7) = bam + bumsmsy: + bm,m-27 + + bmp P+ 

BE2m,(7) = bm.m, + bmn + bm sm-2y + + ye™ 

G(y) = aot a + r++ a + 

2 -2m -2 m2m 


mm + 


此 处 i= pi - mi. gzm,(y) 中 除 y2" 一 项 外 ,其 余 各 项 的 系数 bn, 均 有 P = 


2 
a eA el 
素数 ,在 1,2,…,2m 中 ,着 忆 天 1, 当 且 仅 当 k = pi 时 ,k 1 下, 故 在 其 余 各 项 均 
有 上 1 Ch, 从 而 p? 1 bo 当天 = pispi 1 bn, mp 
比较 gym(y) = &2n(yY) C(y) 两 边 的 系数 : 
bnm = aobmn, mi 


bn,m-1 = Gilbm mi + Gobm.m, -1 
如,m-m = ail + Girtbm sl + air2bm 2 + 


因为 bm = (~ D"p?, bm = (~ 1)™pi, 故 pi | ao, p?* ao. 
pt 1 bn,m-ispi bm sm,»P1 | bm,,m, -tsp1 | ao; 但 p?1 bmiy 故 必 pila. 
如 此 继续 可 得 pi | aa,…,Pi 1 ai_1, 而 对 ai 有 
bmn.m-p, = Gi* I+ Ginbm,l + gis2bm ,2 + 
因 pil bn,m-p, sp1 1 Bmw15P1 1 bm,,2，…, 故 亦 有 pi | ai 
同 法 可 推出 ,pl | ai1 ,p11 ais2 
最 后 即 得 pi | aospi 1 aa,Pi 1 am-m-1 但 下 十 ao, 故 C(y) 为 一 
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Pi(p1 - 1) 次 不 可 约 多 项 式 ， 
定理 5 设 "为 偶数 ,n = 2m, 则 方程 


F(x) = f(x) + f(x)=0 @ 
的 根 是 
z=(- De = 1,2,…,m @ 
并 且 
人 @ 
ed 
证 明 ” 先 证 明 F(x) 的 m 个 根 是 
th = Zeos AET sk = 2,4,77,2m @ 
因为 (mtD) rm am mt 
当 为 偶数 时 
sin(m + 1) pe + sinm i =0 


did 由 $1 中 恒等式 @ 有 


+17 


本 fa) + sin 好 jz) = in kr If") =0 


因为 sin 元 0 


于 @ 中 的 k= 2i<m 时 
kn 


n+l 


上 =2j > m 时 , 令 刀 = (2m+1) 一 2j, 则 kr < m 且 为 奇数 , 即 


hr PR 
Nk = 2cos 41 =-2c0s +1 =(-1) 2cos 二 


故 回 中 mm 个 x 可 写成 @. 


又 所 (z) 中 第 二 项 即 /1(x) 的 首 项 ,系数 恒 为 1, 故 @ 成 立 , 即 a = 
~- 1. 证 毕 . i 

F(x) 及 其 根 的 表达 式 @ 比 ,x) 的 应 用 更 为 方便 . 

推论 ”车 p = 2m + 1, 则 六 等 分 圆 可 以 作 图 的 充分 必要 条 件 是 已 (x) 的 
m 个 根 可 以 作 图 、 

例如 在 §1 的 例 1 中 , 求 作 贺 内 接 正 五 边 形 ,不 用 f(x) = 0 而 用 F(x) = 
所 (x) + 有 i(x) = 民 + x -1 = 0 将 更 为 方便 . 


= (- Dizeo -和 


= 
Fe 


Xk = 2cos 


I= 
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定义 ”车 p = 2m + 1,i 叫做 j 对 模 p 的 余数 , 若 
j=m+i 或 j= mp-iHi<sm © 
已 作 = j(p), 对 指定 的 模 p, 简 写作 i = j. 如 此 定义 的 j 难以 确定 ,实际 上 用 


P 除 j ,余数 i 和 p - i = i’ 都 唯一 确定 ,于 是 
j=m+i 或 j= (r+D)p-i=rp-i 
洒 = 站 车 > m, 则 <m,j= 说. 


车 i<m 
根据 @ 不 难 验证 ,下 列 运 算 规 则 成 立 , 即 
oj (a) = (oj 


2 为 任意 的 自然 数 , 则 对 模 p = 


让 = 
定理 6 令 a = (- D?2cos 3 


2m + 1, 有 恒等式 
2 O 


= j++ 4 = A + A 


证 明 ”由 定义 得 
i=mpm+ti 
= (- Dieos (了 二 Dr - 


(Draw2cos 还 - (- Deos 还 = ar 为 偶数 
a: p 


Us] 


(- Dr( zem 到) CE Di2eos 下 = ,7 为 奇数 


| 


zi =- D2eos 如 。 (- Deos 亚 = (- Di. 
Eh ue 
Pp 


[cos 
= j++ i = 


A me +(- Dvaeos (3 话 


5 + 5 
定理 7 若 2m + 1 为 素数 , 必 有 正 整数 a 存在 ,使 由 @ 表示 的 Ps(x) 的 


m 个 根 
Z19229°" "Zhe Zm 
经 过 适当 排列 后 (对 模 p = 2m + 1) 可 写成 
a8 ,zeT ® 
证 明 ”由 数论 中 知道 p 为 素数 必 有 一 原 根 at*], 即 有 a 存在 ,使 满足 ok = 
中 + 1 的 最 小 正 数 上 是 2m. 
现在 我 们 证 明 ,对 p 的 一 个 原 根 a,a5,ai,…,a"! 恰好 是 1,2,…,m 这 m 
个 数 . 
bj 
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因为 (a,p) = 1, 故 旺 天 0, 且 由 定义 中 三 严 ; 故 只 要 证 明 05, ai,…,an 工 这 
m 个 数 中 没有 两 个 相同 就 可 以 了 . 设 有 所 > 如 , 且 ah = as = 5, 则 令 上 = 
上 -上 ,显然 0 < 大 < m, 依 定义 有 

a = np+b,b = rprtb 

即 得 ob+m = (rtr)p 
或 ai(at+1)= rp 
因为 (ah,p) = 1, 故 o 1 73, 便 可 得 a = rsp + 1, 即 得 ax* = (rip + 1)? 
夯 +1. 因 为 上 六 0, 必 2k > 2m, 矛 盾 . 故 ah zx aos, 定理 得 证 . 

有 了 上 述 准备 就 可 以 证 明 高 斯 定理 了 . 

$3 ”高 斯 定理 的 证 明 

定理 。p 等 分 加 可 以 作 图 的 充分 必要 条 件 是 p 可 写成 

p = 2pip2pir ki EN 0 

的 形式 ,pi 为 9 + 1 型 的 素数 是 没有 两 个 相等 . 

证 明 ” 因 24 等 分 一 个 贺 或 弧 总 是 可 作 图 的 故 可 不 计 , 只 对 p = pip2…p; 
型 的 数 加 以 证 明 即 可 ,以 后 用 “p 可 作 ” 代替“p 等 分 圆 可 以 作 图 ". 

(1) 先 证 明 条 件 的 必要 性 . 

1) 任 取 pi = 2mi +1, 车 pi 可 作 , 则 由 §2 定 理 1 的 推论 知 ,gzm(y) 的 所 有 
根 可 以 作 图 . 因 pi 为 素数 ,由 $2 定理 3 知 gz (Y) 既 约 , 故 gzm(y) 必 为 24+ 次 ， 
即 2m = 24,p: = 2 +1. 若 大 关 24, 则 有 大 于 1 的 奇数 9, 使 上 = g2', 令 22 = 
a, 便 有 

Pi=2+1=22 +1= (a +1= (a+l)(ar! ar? 4.) 

故 必 上 = 21, 即 p; = 22 + 1, 与 pi 为 素数 矛盾 . 

今 若 p 可 作 , 必 每 一 p; 可 作 , 因 此 pi,ps,…,pi 都 必须 是 27 + 1 型 的 素数 ， 

2) 车 p1,p2,…,p; 中 有 两 个 相等 ,如 py = pz, 令 pi =2m+1,p' = pip = 
Pf = (2mi +1)? = 2m+1. 由 2 定理 4 知 ,gs(y) 有 一 个 既 约 因 式 6(y), 其 
次 数 为 pi(pi - 1). 但 因 丁 = 22 +1=24+1, 所 以 pi(pi -1) = pi*2: 21， 
故 gzn(y) 的 根 不 可 作 图 ,从 而 由 $2 定理 1 推论 ,p= pip; 不 可 作 ,p' 既 已 不 
可 作 , 则 p 必 不 可 作 , 故 pi 不 能 等 于 p,. 

(2) 证 明 条 件 的 充分 性 . 

1) 首先 若 p1,py，,…,pi 均 可 作 , 因 p; 为 素数 且 互 不 相同 , 故 (p1,p2) = 1, 必 
有 a,b 存在 ,使 


apl+ bp = 1 
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或 LL 
p23 P PiPp2 
令 pi 和 ps 可 作 , 故 pips 可 作 . 又 因 仍 有 (pip2,p3) = 1, 故 pipzp3 可 作 ,…, 最 后 
= pip2…pi 可 作 . 

2) 因此 只 要 证 对 素数 = a* + 1,P 可 作 则 充分 性 得 证 . 令 p = 2m + 1, 取 
p 的 原 根 a, 将 F(x) 的 m 个 根 依 $2 定理 7 排列 成 
sat (zt = zo) © 
因为 om = +1,(a" -1(on+1) = 站 有 an = rp- 1, 知 m = 1. 引 进 记 
号 


1 Za Za 2 


nl = qi . ni = 
1 m (n=a=1) @ 
= Mm = 2 9-1 = 2 
现 将 @ 中 的 m 个 数 按 下 法 进行 分 组 . 
im 个 数 一 组 , 共 分 一 组 , 称 为 “一 级 分 组 ”, 记 作 
Wt tt 


让 取 m0 中 相隔 一 项 的 数 相 加 ,分 m4 为 二 组 ,每 组 有 q = 3 个 数 , 称 为 
“二 级 分 组 ”, 记 作 


0 A 本 
由 下 + 
(2) 3 s 2( 
二 二 2 “| 2 pt 
7 流 和 和 


如 此 继续 分 下 去 , 因 m = 2 - 1, 这 样 的 分 组 一 直 可 进行 到 2: 次 .一 般 地 ， 
对 一 个 “k - 1 级 分 组 ”, 记 作 


(CD Ne 
nD = + + 2 
又 相隔 一 项 的 数 相 加 分 为 二 组 
只 9 = + 2 
人 六 ee 中 -! = 
ee @ 


Zi 十 二 -| 
i [和 


@ 特别 地 称 为 “k 级 共 思 分 级 ”. 749 与 9, 的 上 标 和 下 标 分 别 表明 :一 共有 
2 个 “级 分 级 ”, 其 中 各 两 两 其 二 ; 每 一 个 “级 分 组 "中 共有 gi = 3 全 1 个 数 ， 
特别 地 最 后 的 “2 级 分 组 ”只 有 一 个 数 即 ai ,za ,azm. 7 中 的 i 表示 水 中 有 
一 个 数 为 ,因为 每 一 个 ; 必 属 于 且 仅 属于 一 个 一 定 的 “k 级 分 组 ”, 并 且 车 有 
雪 € 1 的 , 则 性 = 这 = 地 (这 = 三 =D),i= 总 -= 所 .因此 对 #0 中 的 
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每 一 项 zt = = 贡 = 大 ,因此 
N= WD 
即 7 与 其 “代表 ”z; 的 选择 没有 关系 . 

语 任 何 一 对 “上 级 共 思 分 组 ” 必 满 足 恒等式 


7 + 7 = MD =4 


六 
第 一 个 等 式 是 “ 共 配 分 组 ” 的 定义 本身 所 规定 的 无 须 证 明 ， 只 证 第 二 个 . 
等 式 左边 7 与 1 中 各 有 gx 个 数 , 故 共 有 形 如 Zi Zi 的 积 %i 项 , 因 


开刀 = Zi-j + Ziwj, 故 左边 共有 2 如 个 数 相 加 .等 式 有 边 j 取 1 至 qi 间 的 奇 
数 ,有 方 @ 个 ,对 应 于 每 一 个 有 两 个 7 和 水 和 , 故 共 有 gi 个 四 -0 ,每 一 


六 2 
= 


@ 


HA -和 Ta， 二 

个 7D 中 有 gi 即 2g 个 数 , 故 右边 也 共有 292 个 到 相 加 . 

左边 每 一 个 2 都 是 由 兴 5 中 的 某 数 Zos 与 ?4 中 的 某 一 Zi。 ,4 相 乘 而 得 
到 的 ,但 因 

nr tir = rt + irhy = i + Dr 
此 处 令 s = 251,j = 252+1- 2 当 s。< si 可 将 ss 换 作 s, + gh. 那么 便 有 
ZZ 

两 个 数 都 是 右边 和 7 后 中 的 数 . 

反 过 来 ,等 式 右 进 任 一 数 屎 形 如 Zc a1; ,在 开 9 和 7 中 分 别 取 Zi 
和 Zi 必 相 乘 ,使 其 合乎 : 

车 :为 偶数 , 取 2s, = s,(2s2+1) -251 = jj; 

车 为 奇数 , 取 (2s2 + 1) = s,2s1 - (2s + 1) =j. 
即 得 到 Zici a1 ,. 故 恒等式 @ 成 立 . 

3) 由 @ 知 每 一 对 “k 级 共 二 分 组 ”为 二 次 方程 

TT-A7+B=0 © 

的 二 根 .此 中 4 = wD 和 B = > wn 下 分 别 为 一 个 “kk -1 级 分 组 ”与 gy 个 

-1 级 分 组 "之 和 , 故 若 一切 “ 大 -1 级 分 组 可 以 作 图 , 则 必 4 和 8B 可 以 作 图 ， 
Ne 级 分 组 ”也 必 可 以 作 图 . 

今 已 知 “ 一 级 分 组 ”yt? = (- 1)( §2 定 理 5), 故 “一 级 分 组 ”nn 必 可 作 图 ， 
74 即 可 作 图 , 则 “一 级 分 组 ” 必 可 以 作 图 . “三 级 分 组 ”,“ 四 级 分 组 ”,…,“2: 级 
分 组 ”, 即 每 一 个 Z1,Z,,… 必 均 可 作 图 , Zi 即 可 作 图 则 p 可 作 , 高 斯 定理 至 此 
证 毕 . 
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$4 也 等 分 圆 的 作 图 一 一 17 与 257 等 分 加 


很 明显 在 $ 3 的 证 明 中 ,我们 已 得 出 了 一 个 p 等 分 圆 的 普遍 作 图 法 . 其 步 
又 如 下 . 


(1) 取 p 的 最 小 正 原 根 3, 计 算 诸 3*, 写 出 序列 $ 2 中 @, 并 写 出 各 4. 
若 p = 2 + 1 = 2m +1 确 为 素数 , 则 3 必 为 其 一 个 原 根 .因为 当 : > 1, 用 
归 约 法 易 证 明 2? = 3r + 1, 根 据 勒 让 得 (Legender) 符号 ,3 是 的 一 个 平方 非 剩 
余 , 又 因 p - 1 = 2: 只 有 素 因 数 2, 故 其 每 一 平方 非 剩 余 均 为 其 原 根 . 


(2) 顺 次 作 各 级 分 组 ,利用 恒等式 $3 中 @ 算出 4 与 了 ,根据 §3 中 方程 
@, 作 出 各 级 分 组 . 


特别 地 “二 级 分 组 ”只 有 一 对 ,人 恒 满 足 方程 


他 + 了 一 2 =0 
因为 4= 9-18 = > 7 池 w= 要 =- 归 
j= 青 数 
(3) 最 后 必 可 作出 2 . 作 圆 的 直径 B40, 以 B 为 圆心 ,以 1 Z1 | 为 半径 画 弧 
交 贺 于 41, 则 加 入 为 加 的 
下 面 我 们 介绍 17 和 257 等 分 圆 的 作法 . 
例 1 求 作 圆 内 接 正 五 边 形 . 
解 5=2 +1,2: =2,m=2. 
故 只 要 求 "二 级 分 组 ,可 直接 利用 方程 * , 即 
7 +7-1=0 
与 §1 的 例 及 §2 的 定理 5 完全 一 致 . 
例 2 求 作 圆 内 接 正 17 边 形 . 


解 17 = 27 +12: = 4,m = 8, 需 求 四 级 分 组 . 取 17 的 原 根 3, 计 算出 


3" = 1 3=3x7=1+4=4(m) 
3! = 3(71) B=3x4=17-5=5 
=9=17-8 = 8) B=3x5=17-2=2 
B=3x8= 7+7=7 F=3x2=6 

所 以 N= D+Z3+ Zt+L+ Lt+ZL + IL+ 2 =-1 


作 二 级 分 组 
[5 = ZI1+ Zs8+ Z4+ Z2(> 0) 


sT2 = 
= Zt+Z+I+Z<0) "7 


73 
利用 方程 > 解 天 + -也 = 0, 即 得 
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mo =-1L+tvD oo -=1-vD 
= 2 BB = 2 
作出 对 和 区. 再 看 “三 级 分 组 "(7 = 4): 
= BF <O) i = Z3+ Zs(<0) 
TW = Ze+ 2(>0) ly = Z1+ 2Z6(> 0) 
利用 8$3 的 @@ 计 算出 (rm = 8), 即 
1 
2 = 7 D+ 7 和 8 - 
?) + 人 确 ) = 1 人 2 贡 7 = 7 + 7 7 = 
解 方程 几 - 15 - 1 =- 0 和 六 -=15D) -1 -= 0 得 
1 = = 一 207 YD) 
7 = re v17) 


a V17) 
4 


7 = 
有 -LV 而 
4 


作出 各 13) .最 后 看 “四 级 分 组 ”: 
Zt n= =1+/D -Y= VD) 


eT /DB 
PA 2007+ 1m) 
解 方 程 


= -yy 总 ms hm -~ 
22 1+V17 3 17)7 ， 1 17 y+ 17) -0 


得 21= 寺 (1 -VD +V217 -VD)) - 


V68 +16VT +16V2UT + VD)+2V20 VD) -2V AD -7D)) 

作 圆 的 直径 B40, 以 B 为 圆心 ,以 1 Zi 1 为 半径 画 弧 交 圆 于 41, 则 4o41 为 
圆 内 接 正 17 边 形 的 一 边 .在 实际 作 图 中 ,不 必 先 算出 各 级 my(*) 的 数学 表达 式 而 
只 须 作 出 其 所 代表 的 线 即 可 . 

例 3 257 等 分 圆 . 

解 p= 251 = ?2 + lm = 128,24 = 8, 要 作出 " 八 级 分 组 ”. 算 出 玉 和 7 
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得 


ri = 3,r2 = 9,r3 = 8l,rs = 121,7s = 8,76 = 64,71 = 16,r6 = 1 


WW = D+ Zt+ Zo+ Zn + Lat Zu+ Zo+ Zi + Zi + Zios + Zar+ 


Za+ ZL35+ Zi + Ls8 + La + Ls + La + Ln+ Za + Lin+ Li2+ 


Zn+ZLn+ZLo+ Zn+ZLw+ Lnt+ZLnt Zo+ Lon+ Zin+ Zo+ Ze + 


Zo + ZLnt+Zut Zst+ Zust+ Zn+ Lu+ Lim+ Ln+ Liot+ Zu3+ 


Za + ZLi4 + Las + Ziy+ Ze + Lig + Zu + Lo + Za+ Lu + Ls+ Lis+ 


Zs + ZLin+ ZLim+ Zn+ Za + Li + Zo + Zw + La + L113+ Lo+ 


Zu+ZLn+ Zw+ Zo+ Zim+ Lin + Zs + Zio + Za + Lil + Zim + 


Za+ZLm+ Lint+ ZLmt+ Lis+ ZL8+ L717+ Lat+ ZL8+ ZL + Ls+ 


ZL + Lt+ZL+ZLH+ Ln+ Ly+ La4t+ Ln+ Ly+ Lin + Lo + ZH+ 


Zw + Zio+ Lo+ Zo+ Li3+ Zw+ Lig + Zo + Zs + ZH + Ls + Zo + 


Za + Ln + Ln+ Lo+ Ln+ La + Li + Ls + Zio + Lss + Lo + Lio+ 

Zn + Za =-1 

利用 §3 的 @ 将 各 级 分 组 的 计算 结果 列表 于 下 , 见 表 1, 用 部 知 的 作 二 次 
方程 六 -~ An + B = 0(4,B 为 可 作出 的 线 为 二 根 ) 的 方法 ,可 顺 次 作出 各 级 分 
组 m4), 最 后 作出 9 即 Z1. 


表 1 
共 轰 分 组 解 方程 时 判 
外 按 $ 3 恒等式 @ 计算 出 的 本 身 符号 
人 | 下 入 2 别 式 前 取 号 
| | 4 B i ina| i | in- 
0) > 
3 [| -6 +| -|+| - 
ne 
7 |1| 9 |7P -16 +| -|+| - 
十 
2=913|2 | 绵 -16 eh en 
1| 81 | 和 | 27 +479 +5W + 5 +4| -1+| = 
79 | 9| 4 2 4 + a + S52 + 570) ey 了 
n=81|3| 14 | 5 5 +299 + 4 了 9 3 
| 126 1 2 +4429+ 更 +2 | -| -| -| + 
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续 表 1 
级 人 按 $3 恒等式 @ 计 算出 的 。 | 本 身 符号 dai 
出 i|linn|l4 B i imal i LL 
1 2 2 
81 | 35 | 豫 | 钨 + -| - | + 一 
9| 6 | 六 | 和 ao | - 

1 | 和 | 58 | 总 | 2+ -| - |- + 

m= 2 3| 106 | 的 
| 105 | 区 | tat 中 +2t2 |+| -|+| - 

| 4 | 串 | 积 :2 二 nl. 

126| 83 | 鹃 | 2 加 + 史 + |+| -|+| - 
1 

121| 6 |78 + 7 遇 + 坊 + 虽 +| + |-| + 

19 | 引力 :| + | -| ， 
“=8|126| 20 | 忠 咏 + 听 + 胆 + 咏 下 十 生 | 
| imp]| 六 | 和 + 可 + | | 

16| 7 | 更。 呀 + 区 + 喔 + 史 |+| -|+| - 

了 Tila Li WH + 7 -|+|-| + 

“= 40| 5 | 焕 喝 + 焕 天 四 本 
21| 2 | 加 78) -| + | -| + 
r= 16 

完全 类 似 地 可 以 作 圆 内 接 正 65 537 边 形 . 

最 后 ,必须 指出 本 文 建立 的 作 图 方法 是 普遍 适用 的 ,不 足 之 处 是 未 给 出 预 
先 判断 p = 2 + 1 是 否 为 素数 的 方法 (在 计算 x 时 ,着 发 现 k < m, 而 3 = 1， 
则 p 非 素 数 , 作 图 将 不 能 进行 ), 这 是 数论 中 的 难题 ,此 处 不 多 加 讨论 . 

故事 到 这 里 并 没有 完结 ,欧阳 维 诚 先生 于 1989 年 创办 了 我 国 第 一 本 《数学 


竞赛 ) 杂志 ,并 在 第 二 期 发 表 了 一 篇 以 高 斯 等 分 圆周 为 背景 的 文章 . 在 文中 给 
出 了 第 29 届 IMO 中 一 个 极为 困难 的 问题 但 与 几 位 专家 过 然 不 同 的 解答 ,在 此 
之 前 我 国 数论 专家 潘 承 此 教授 香港 中 文大 学 的 萧 文 强 教授 ,中 国 科技 大 学 常 
庚 哲 教授 、 陕 西 师范 大 学 罗 增 儒 副 教授 都 给 出 了 十 分 独特 的 解答 . 据 南京 师范 
大 学 单 坪 教 授 介绍 说 此 题 曾 在 一 次 纪念 华罗庚 教授 的 数论 讨论 会 上 供 各 位 专 
家 解答 ,但 仅 有 少数 几 位 有 所 建树 .无 独 有 偶 ,此 题 开始 提供 给 第 29 届 IMO 的 
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举办 国 澳大利亚 时 ,该 国 曾 邀 请 了 3 位 顶尖 数论 高 手 解答 ,以 判定 问题 的 难度 . 
但 令 人 惊奇 的 是 3 位 高 手 忙 了 几 个 小 时 竞 然 连 边 都 没 摸 到 ,而 在 该 次 竞赛 中 却 
有 11 位 中 学 生 选 手 成 功 地 解答 了 这 个 题目 .更 为 可 喜 的 是 一 位 保加利亚 选手 
提供 了 一 个 极为 简单 的 解法 , 仅 用 到 了 最 小 数 原理 和 韦 达 定理 并 因此 获得 了 当 
年 的 “特别 奖 "( 此 奖 到 目前 为 止 只 授予 了 4 位 选手 ). 与 之 相 比 ,欧阳 先生 的 解 
答 虽 并 不 简单 但 欧阳 维 诚 的 方法 系统 有 效 , 而 且 还 可 以 朱 带 解决 一 系列 竞赛 试 
题 , 奇 文 供 欣赏 ,我 们 也 将 其 列 于 文 后 . 

第 29 届 IMO 的 第 6 道 试题 是 :“ 正 整数 a 与 5, 使 得 ab + 1 整除 oz + 如 , 求 


ro+b » 
证 :1 是 某 个 正 整 数 的 平方 . 

本 文 给 出 了 这 个 问题 的 一 个 构造 性 证 明 ,并 给 出 了 使 号 二 号 为 整数 的 a， 
b 所 满足 的 充 要 条 件 .中 


(1) 问题 的 证 明 与 结论 的 充 要 条 件 . 
为 方便 计 ,我 们 记 


达 二 可 
fab) = + O 
不 妨 设 a > b > 0, 并 令 
a=m-rnzl,0<r<b © 
将 @ 代 入 @, 我 们 有 
nrb mb 2nbr+r +b 
sh) sip i @ 


若 /(a,b) < n -1, 则 有 
mlb-r)+r+b<br+in-l 

因为 n>1,6 >r 宇 0, 所 以 nb(b -7r) > mn 王 + 刀 > 2br > br, 与 上 式 巴 盾 ， 
故 f(a,b) > n. 

车 f(a,5) > n+1, 则 有 

P+rb>nb +(n-l)br+(n+1) 
当 r = 0, 因 n > 1, 上 式 显 然 不 成 立 ; 若 r > 0, 则 n > 2, 仍 与 上 式 矛 盾 , 故 
f(a,b) < n, 从 而 
fla,b)=n (@ 

现在 分 两 种 情况 进行 讨论 . 

i 若 r = 0, 则 a = mb, 由 @ 与 得 

nb +b 
fla,b) = 1 


@ ”此 文摘 自 《数学 竞赛 >, 湖南 教育 出 版 社 ,1989 年 6 月 . 
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即 得 
n=b © 
这 时 有 
fla,b) = f(83,6) = 中 © 
让 车 r > 0, 则 由 @ 与 @@ 得 
nb -2nbr+m+b2 n 
nb -br+l 
mb -2nbr+r+b = nb nbrtn 
解 出 n, 得 


n= tr) O 
欲 证 "为 完全 平方 数 ,要 对 ./(b,r) 继续 上 述 讨论 .由 于 a,b 是 有 限 的 正 整 
数 , 必 存 在 自然 数 m(m > 2) ,使 


Q= 了 勋 -~ 
b=nr-s 
共 m 个 等 式 @ 
u=m-y 
v=ny 
这 时 ,我 们 有 
n= f(a,b) = br) = f(r,s) = = fu,0) = f(1v,7) @ 


因为 在 式 @ 中 ,已 有 mw = ny, 从 而 
Ja,b) = f0,7) = fny,7) = (ay) = 7 

IMO 试题 的 要 求 至 此 证 明 . 

这 个 证 明 不 仅 是 简单 的 优美 的 ,而 且 是 构造 性 的 ,就 是 说 ,对 使 /(a,b) 成 
为 正 整 数 的 a,5b, 可 以 指明 f(a,b) 是 怎样 一 个 自然 数 的 平方 . 

现在 我 们 给 出 f(a ,6b) 为 正 整 数 ,从 而 必 是 一 个 完全 平方 数 时 , 正 整数 对 
a,b 所 应 满足 的 充 要 条 件 ,为 此 ,我 们 先 引 进 一 个 多 项 式 序列 . 

定义 令 go(x) = 1,gi(x) = x*, 则 


Bn(x) = xgn-1(x*) - xgn-2(x) ,m2 @ 
根据 式 四 ,不 难 顺 次 写 出 各 个 g(x) ,例如 : 
&o(x) = 1 
B(x)= x 


B2(x) = xgi(x) -go(z) = x-l1 
Bg3(x) = xg2(x) — g1(x) = x(x -1)-x= x 2x 
ga(x) = xg3(x) - g(x) = r(x 2x) - (x1)= x 3x+1 
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gm(%) 是 关于 x 的 mm 次 多 项 式 .这 个 多 项 式 有 着 深刻 的 数学 背景 , 它 联系 到 历 
史上 著名 的 高 斯 关于 等 分 圆周 的 定理 的 初等 证 明 
现在 ,我 们 来 建立 /(a,b) 与 gn(x) 之 间 的 联系 . 
引 理 。 对 所 有 的 自然 数 m, 有 
B(x) + ghi(x) = xgn(x)gn-1(x) +1 0 
证 明 ”用 数学 归纳 法 证 
当 m = 1 时 ,g1(x) = x,go(x) = 1. 于 是 
gi(x) + g(x) = x +1=xx*1+1= g(x)go(x)+1 
即 式 @@ 当 m = 1 时 成 立 . 
假定 式 四 对 m - 1(m > 2) 成 立 , 即 
B(x) + go 2(x) = xgm1(x) gm-2(x) + 1 
则 g(x) + g(x) = (xgm1(x) - gm-2(x)) + gui(x) = 
2282 (x) - Dgn 1(x) gn 2x) + go a(x) + gh(x) = 
XigL (x) - xgm1(x)gn-2x)+1= 
xgm-1(X)(xgm_1(x) - gn-2(x))+1= 
xgm-1(X)gn(x) +1 
式 @@ 也 成 立 .根据 归纳 原理 , 引 理 得 证 . 
定理 1 f(a,b) 是 完全 平方 数 的 充 要 条 件 是 ,存在 正 整 数 y 和 m, 使 
a = ygn(7°),b = ygn-1(y) 四 
并 且 , 这 时 有 
fla,b)= 7 B 
证 明 设 a = ygn(y?),b = ygmi(7), 则 
fasb) = re) + Ye) 7 如 (2) + gh1(7’) 
yan(y) + gay)+1 ygn(y) + gn-1(y)+1 
根据 引 理 , 即 有 f(a,b) = 72. 
反之 ,车 f(a,b) 为 完全 平方 数 ,在 前 面 的 证 明 中 ,将 式 @ 逆 推 上 去 , 即 是 
7 = JEgo(O7) 
v= n= 77= 7 = 07) 
w= nm-y= (8(7)- yg0(7)) = 
7(y°81(7°) - go(y°)) = yg2(7°) 
如 此 继续 ,经 过 m 次 后 , 便 得 
b = ygn-1(y),a = ygn(7) 四 


定理 1 证 完 . 
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根据 定理 1, 顺 次 令 y = 1,2,…, 即 可 写 出 一 切 使 f(a,b) 为 完全 平方 数 的 
正 整 数 对 a,5b. 例 如 , 取 y = 2,m = 3, 则 有 
Bg3(%) = x -2x,g2(x) = x -1 
于 是 a = yga(y) = y((7P-27)) = 7 -27 =2 -2 = 112 
b= ye) = y((?)2 -1)= -y=2-2=30 
fla,8) = (112,30) = | 
特别 地 , 取 m = 1, 则 6 = y,a = 少 . 
(2) gzm(x) 的 性 质 及 其 应 用 . 
&m(x) 有 许多 有 趣 的 性 质 , 利 用 这 些 性 质 可 以 编 出 许多 以 某 些 三 角 函 数 为 
根 的 多 项 式 ,从 而 可 以 编造 出 许多 有 兴趣 的 数学 竞赛 试题 , 现 略 举 数 例如 下 . 
定理 2 当 -2<x<2, 则 可 设 x = 2cos pg(0 < yg < 7), 这 时 下 列 恒 等 
式 成 立 , 即 


= 4 


sin pgn(x) = sin(m + 1)9 四 
Bn(x) - gm-2(*) = 2cos mp 四 
利用 数学 归纳 法 容易 证 明定 理 2, 此 处 证 明 略 . 
定理 3 ”对 一 切 自然 数 m,gn(x) = 0 有 m 个 实 根 ,它们 是 


Ek = 1,2,,m (i 


证 明 ” 先 研 究 gw(x) 在 区 间 (- 2,2) 内 的 实 根 .在 (- 2,2) 内 , 设 * = 
2cos p(0 < p < 7"), 则 由 式 四 ,得 
sin pgn(x) = sin(m + 1)9 


令 p = 坎 呈 (k= 1,2,…,m), 则 坟 = 2cos Pt ,代入 上 式 得 


mm 十 1 m+ 


Xk = 2cos 


i em) Ci Da = 0 
因为 0 < < tosin= 镍 ] ##0, 故 必 有 g(x4) = 0, 即 = 2cos 一 kz 为 
m+l 3 人 m+l 


Bm(x) = 0 的 根 .又 因 在 区 间 (0,r) 内 ,cos x 单调 递 碱 , 当 k 汉 妃 时 ,xu 2 
即 @O 中 的 mm 个 互 不 相等 ,因而 @O 包含 了 方程 gw(x) = 0 的 m 个 不同 的 实 根 . 
因为 gn(x) 是 m 次 多 项 式 ,最 多 有 m 个 实 根 ,所 以 ,g(x) 不 再 有 另外 的 根 .证 
毕 


推论 1 方程 


gn(x) + gmi(x) = 0 四 
有 m 个 不 同 的 实 根 ,它们 是 
x = (~ 1)t2eos 3 Tk = 1,2,e om @ 
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推论 2 在 多 项 式 gym(x) 中 , 令 六 = 4 - 妇 , 则 得 y 的 2m 次 多 项 式 
.pm(y) ,Pom(y) 有 2m 个 不 同 的 实 根 ,它们 是 


7 = + si 元 多 = ,2m @ 


两 个 推论 均 可 利用 @ 仿照 定理 3 的 方法 证 明 . 
现在 ,我 们 来 看 几 个 数学 竞赛 试题 . 
试题 1 证 明 下 列 恒等式 : 


(1) cos 子 -cos 容 + eos 六 = pa 
2x. 3x _ 7 


(2) sin 下 sin 机 了 


(3) tan Ttan Tlan BF = 7. 


7 7 7 
(其 中 (1) 为 某 届 IMO 试题 ) 
解 (1) 因为 


g3(x) = 妇 ~-2x,g(z) = x -1 
B3(x) + g2(x) = x+ 和 -2x-1 
由 定理 3 的 推论 1, 方程 


2+2-2x-1=0 


的 三 个 根 是 - 2cos 下 ,2cos 条 ，- 2cos 欢 . 由 韦 达 定理 , 立 得 


~2(cos 了 -cos 0s) = -1 
或 
工 2 3x_1 
cs 了 -e+cs7 = 四 


(2) 利用 式 四 ,可 写 出 
B6(x) = 如-5x+6xz2 -1 
令 xs-5x+6x-1=0 
用 4 -yy 代替 x?, 得 y 的 6 次 方程 
-TH+327-7=0 
根据 推论 2, 这 个 方程 的 6 个 实 根 是 


+sin 了 ， + sin 径 ， + sin 中 


根据 韦 达 定 理 , 得 
- (2sin 至 2sin 从 .2sin 积 sg 
从 而 
从 毕 达 哥 拉 斯 
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(3) 由 回 与 @, 立 得 
bn 于 an 人 an 并 = 必 @ 
试题 2 设 m(z) = x? -2,pi(x) = pi(pi1(x)),i = 1,2,…, 求 证 :对 任 
意 的 自然 数 n ,方程 p,(x) = % 的 全 部 解 为 实数 , 且 两 两 不 同 . (第 18 届 IMO 试 


题 ) 
证 明 ”我 们 先 在 区 间 [ - 2,2] 上 考虑 ps(x) 的 实数 解 . 因为 


pi(x)= x -2= (x -1)-1= g(x)- go(x) 


因此 ,根据 定理 2 的 人 @, 有 
pi(x) = 2cos 29 


从 而 Pz(x) = (2cos 2p)? -2 = 4cos’29p -2 = 2(2cos?2p - 1) = 2cos 49 
一 般 地 , 若 p(x) = 2cos 2:p, 则 


Pir1(x) = (2cos2ip)? - 2 = 4cos’2tp - 2 = 2(2co0s’2!p - 1) = 2cos 2419 
根据 归纳 原理 ,对 一 切 自然 数 n, 有 
pr(x) = 2cos 2"°p 四 
记 () -< = 2eos np - 2cos p = - 4sin 生 二 1gsin2 Fp 
_ 2kn 四 Drs 
当 p = 了 5+j, 即 全 = 2cos37 = 1,2,…,2"! 时 ,有 
sin2 寺 log oinkx=0 
_ 2in 21In 本 ep | 时 
当 p = 束 -T 即 = 2cos 和 2 7 = 0,1,…,2"1 -1 时 ,有 
sin2 lg = sinix=0 
所 以 ,在 [ - 2,2] 上 ,ps(x) 有 2" 个 不 同 的 实 根 , 即 
次 = 2008 -LEE = 1.2，,2o-1 
2"+1 @ 
24r 
= 2e0s BE Tis = 0 2 -1 


加 中 的 2" 个 根 彼此 互 不 相同 .事实 上 ,由 于 余弦 函数 cos x 在 [0,x) 内 严格 单 
调 , 若 有 xx = x1, 则 必 

2lr _ 2kn 

2-1 2+1 
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A240D) 2 
或 ha ttl 


因为 (2,2" - 1) = 1, 故 2 -1114, 但 1 <2"-1 -1<2" 1, 矛盾 , 所 以 x 
因而 @@ 中 2" 个 根 互 不 相等 .又 p(x) - x 为 2" 次 多 项 式 ,不 再 有 另外 的 根 , 故 
本 题 得 证 . 

其 实 ,欧阳 先生 所 用 的 多 项 式 f,(x*) 可 以 看 成 切 比 雪夫 多 项 式 的 一 种 变形 
运用 . 切 比 雪夫 多 项 式 T(x)( 切 比 雪夫 还 有 几 种 其 他 的 多 项 式 , 最 常用 的 是 
T(%)) 的 一 般 表 达 式 是 

T,(x) = 4cos(n，arccos x)(4 为 常数 ),n = 0,1,2，… 


二 时 , 它 满足 微分 方程 


py 
(1 x) T(x) ~ xT,(x) + nT(x)=0 
它 在 [- 1,1] 内 有 几 个 实 根 


取 4 = 


2nm -1 
2n ™ 


而 欧阳 维 诚 文中 的 多 项 式 f,(x) 定义 为 
[eS =1,f1(x)= x 
f(x) 和 - fn-1(*) - fn-2(x) 

将 (x) 与 7,(x) 比较 ,得 


加 二 008 


,x = 2cos pn = 2,3，… 


x% = 2cos pp = areeos 本 ,ng =n “arecos 访 


三 和 是 
cos np = cos(n * arccos 了) = 7.( 主 ) (4=1) 


因 f(x) -faa(x) = 2cos ng 
所 以 EAE) 字 (x) _ 六 (这 


2 
或 A(z) -2(x) = 27,( 许 
这 样 变形 有 如 下 三 个 好 处 、 
(1) 由 7.(x) 满足 微分 方程 变 为 (x) 满足 送 推 的 函数 方程 ,为 一 系列 引 
再 的 推 证 提供 运用 数学 归纳 法 的 方便 . 


(2)n 个 实 根 变 为 2cos - 钙 |, 恰好 表示 正 n 边 形 中 菜 些 线段 之 长 ， 


2cos 二 所 恰 为 正 n 边 形 之 一 边 


(3) 整个 过 程 在 实 函数 上 推 证 ,避免 了 高 斯 使 用 分 圆 多 项 式 而 涉及 复 函 数 
的 麻烦 . 
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* 旧 中 国 对 正 17 边 形 作 图 的 研究 


对 于 正 17 边 形 的 作法 , 早 在 1935 年 就 有 人 著 书 介绍 ,在 1935 年 商务 印 书馆 
出 版 的 算 学 从 书 中 的 《初等 几何 学 作 图 不 能 问题 )( 林 玲 一 , 著 , 任 诚 ,等 译 ) 中 


就 有 详细 介绍 . 


林 稚 一 (Hayashi,Tsuruichi,1873 一 1935) 是 日 本 数学 家 兼 数学 史 专 家 . 他 生 
于 德 岛 (Tokuschima) ,毕业 于 东京 大 学 , 曾 任 东京 高 等 师范 学 校 教授 ,东京 大 学 
教授 .他 曾 编辑 过 多 种 数学 教科 书 , 并 于 1911 年 创办 了 著名 的 《东北 数学 杂 


志 》, 我 国 著名 数学 家 陈 建 功 、 苏 步 青 的 许多 早期 论文 就 发 表 于 此 . 


这 节 我 们 先 介绍 林 瞧 一 的 一 个 不 依赖 于 高 斯 的 一 般 证 明 , 而 仅 适用 于 正 


17 边 形 的 特殊 方法 ,然后 叙述 一 个 作 图 的 方法 . 


以 2cos 等 表 能 得 作 图 之 长 的 数 ,显然 可 能 ， 


1 的 17 次 方 根 有 17 个 ,其 一 为 1, 自 不 待 论 ,其 他 是 以 


eos 2 4 isin AF, = 1,2,3,.,16 


所 表 之 虚数 . 
以 e 表 cos 咎 + isin 笃 , 则 此 16 个 虚数 以 
el ia 
表示 , 今 令 
e+el+teltedte lte ?+e t+e d= 
GE 
则 有 7+7=-1 
再 将 其 相 乘 有 1I =47+7) =-4 
故 
_ =1+VD -1-vVD7 
A ee > 
再 令 
zs=€+et+e lt+e = 2cos 各 +2eos 加 
2z1= ez2+es+e-2+e-a= 2eos 铝 -2eos 琴 
z= te St+e 3 +e = 2eos 名 -2cos 3 
ry = Sr 3 
Zz23=€ +E +Ee” +E = — 2c0s 17 - 2eos 17 
则 有 z+z1 = 7,21=-1 
及 z2+23= 7,2223 =—-1 
283 
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2 Yt -= 2 +4 
©@ 
E m+VR+4 ， 了 -Vi+4 
> 人 学 
最 后 令 
y=e+e! = 2oos 咎 
e+e = 2cos 中 
则 有 y+Y=2)= 2 
故 
z+Vz -4 z -V7 -4 
7= 7 ,1 = 7 回 


所 以 由 外 知 及 放 表 得 作 图 之 长 , 因 之 由 加 知 :,z1,z,,z3 表 得 作 图 之 长 ,又 因 


之 由 回 知 y 及 y 表 得 作 图 之 长 ,而 y 即 表 2cos 个 . 故 正 17 边 形 能 得 作 图 . 即 顺 
次 解 一 组 二 次 方程 式 . 


x+xX-4=0, 其 根 7,7i = 


-二 * 十 VD, > om <0 
只 -下 -1=0, 其 根 zizl = 好 + 了 V 太 +4z>0a<0 
和 ~- 大 -1=0, 其 根 z,z3 2 + 并 P+4,z2 >0,z3<0 
-zx+ 2z2 = 0, 其 根 y,y, = 之 - 42 


2 二 二 于 -4zy > 1 


这 里 我 们 按 硕 序 求 出 yi, 正 如 y 对 应 于 正 17 边 形 ,yi 对 应 于 正 34 边 形 . 
下 面 我 们 介绍 正 17 边 形 之 作 图 法 . 


引 直 线 1, 过 其 任意 一 点 0, 引 垂 线 04 , 04 的 长 等 于 单位 线段 .以 0 为 中 
心 , 04 为 半径 画 圆 .将 17 等 分 此 圆 之 周 .车 以 


1 

08 =- 才 
1 

则 B4 = 才 VDT 


以 B 为 中 心 , B4 为 半径 画 半 圆 C4C' , 则 


二 ES _ 玫 
OC= 0B+BC=-4-4V1D= 2 
从 毕 达 哥 拉 斯 
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5 
0C' = 0B + BC’ =-4+4VDT= 子 


再 以 C 为 中 心 , C4 为 半径 画 圆 颖 4D, 又 以 C' 为 中 心 , C"4 为 半径 画 圆 弧 4D' ， 
则 


0D = 0C + CD -= 如 + ( 引 +*1=: 


2 
o = 0c+ CD = 加 + (2) ry 


再 令 OE =-1 
以 BD 为 直径 , 面 半圆 EFD, 其 与 04 之 交点 为 .以 为 中 心 ,以 等 于 二 OD 为 
半径 画 圆 弧 . 它 与 OE 的 交点 为 G. 以 6 为 中 心 , GF 为 半径 画 半圆 HFH' , 则 
-OH+ OH = HH =26H -0D = + 
— OF: OH' = OF =- OE . 0D = 0D = z, 


故 _ 0H = SV FA jp - 4-YVF- 
一 ,OP = 


2 

故 OH 的 长 等 于 2y( OH' 之 长 等 于 27y1). 

故 以 O1 之 中 点 为 上 ,过 工 引 垂 线 , 则 得 两 个 分 点 2 及 17. 当然 为 分 点 1， 
所 以 可 得 其 他 各 分 点 . 

此 作 图 的 方法 称 为 塞 雷 特 (Serret) 及 博 哈 曼 (Bochmann) 方法 .这 是 一 个 最 
易 理解 的 方法 . 尚 有 其 他 各 种 方法 ,例如 , 汉 ， 斯 托 特 的 方法 , 舒 伯 特 (Schubert) 
的 方法 等 . 

有 趣 的 是 我 们 还 能 得 到 仅 用 圆规 的 作 图 方法 . 

这 种 方法 是 依 顺 序 作 下 面 一 组 数 所 表 的 长 . 


TE SE A Ve eR GE/ 
-a 4'2° 4 4 
=- 如 (到 + 


7 到 人 ( 引 -2 
先 画 以 0 为 中 心 的 圆 4BCD ,将 它 17 等 分 ,而 视 其 半径 为 单位 线段 ， 
在 此 圆周 上 取 任 意 一 点 4, 以 48 = BC = CD = 1 而 顺 次 标定 三 点 B,C， 
DD, 则 40D 为 直径 . 
以 4 为 中 心 ,AC 为 半径 画 圆 弧 , 又 以 DD 为 中 心 ,08B 为 半径 画 圆 弧 . 两 
的 交点 为 EE, 则 OF = Y2, 以 D 为 中 心 ,OF 即 /2 为 半径 画 弧 ,使 之 与 前 面 月 
圆周 交 于 ,Fr , 则 FOF" 为 垂直 于 40D 的 直径 . 
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以 4 为 中 心 ,4D 为 半径 所 作 之 圆 弧 , 及 以 也 为 中 心 ,DB 为 半径 所 作 的 圆 
弧 ,其 交点 为 C,G' .以 6 为 中 心 , CD 为 半径 之 圆 弧 , 及 以 G' 为 中 心 , 6'D 为 半 
径 的 圆 弧 ,其 交点 为 及 . 则 
OH = HA 
以 甩 为 中 心 ,以 04 即 1 为 半径 画 圆 弧 ,与 所 给 的 圆周 交 于 KK . 
今 以 直径 40D 作 x 轴 , 直 线 严 OF 作 y 轴 , 则 kK 的 坐标 为 


1 
(-#'VN1-16) 
分 别 以 K 及 K' 为 中 心 ,以 OE 即 /2 为 半径 的 二 圆 弧 , 因 为 其 交点 为 X 及 X' ,所 
以 此 两 交点 皆 在 六 轴 上 . 
直线 KK' 与 点 X 的 距离 为 二 V17. 由 此 直角 三 角形 的 边 之 间 的 关系 易 得 
知 ,而 


3 二 
OY=4VDT- 才 = 


同样 OX = 于 
分 别 以 及 F 为 中 心 ,OX 为 半径 画 圆 弧 , 又 以 X 为 中 心 ,04 为 半径 画 圆 
弧 , 以 其 交点 为 了 及 已, 则 此 两 点 的 横 坐 标 为 子 ,而 其 纵 坐标 分 别 为 土 1. 


再 定 适合 于 下 面 关系 的 点 Y. 
LY=LY= XE 
此 点 在 不 轴 上 , 则 


07 = 五 + ( 世 ) +1-: 


因为 x6 = (5) 2 /二 ) + 


以 下 及 严 为 中 心 ,OF 为 半径 画 圆 弧 , 又 以 Xi 为 中 心 ,04 为 半径 画 圆 弧 . 


以 其 交点 为 M 及 人 , 则 此 两 点 之 模 坐标 为 卫 ,而 纵 坐 标 各 为 + 1. 


而 定 适合 于 次 之 关系 之 点 Z, 有 
MZ = M'Z = XE 


则 0Z=z 
2 
所 以 mE = (2) +2 
bi . 
所 以 0Z = 了 + 分 ) +1 
从 毕 达 哥 拉 斯 
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但 需 注意 7) 为 负 . 
最 后 我 们 将 作 y. 
定 适合 于 下 面 关系 的 二 点 N 及 N' ,有 
ON= ON = NY= NY=AZ 


则 此 二 点 的 横 坐 标 皆 为 ,而 其 坐标 各 为 


+ (1+ za -二 


此 亦 由 勾 股 定理 易 得 知 . 
决定 适合 于 关系 
NT = NT = ZB 
之 点 7, 则 07 = 7 


因为 有 的 坐标 为 { - 二 ,二 3) ,而 2 的 坐标 为 (21,0). 故 
BZ =VI+Z+ 丰 


故 是 0O7 = 世 (到 -二 =y 2 

以 了 为 中 心 ,以 04 即 1 为 半径 画 圆 弧 , 使 与 所 给 的 贺 交 于 两 点 , 则 此 即 所 
要 的 二 分 点 (2 及 17) ,而 D 为 分 点 1. 

此 方法 称 为 纪 勒 儿 方 法 .其 他 仅 以 圆规 作 图 的 方法 , 亦 有 多 种 ; 

“ 高 斯 割 圆 方程 解法 

在 商务 印 书馆 早期 出 版 的 (数学 全 书 》 第 三 册 代 数 (韦伯 ,Von H.Weber 著 ， 
邓 太 朴 , 译 ) 中 专门 用 较 长 的 篇 幅 介 绍 了 高 斯 的 正 17 边 形 作法 及 一 般 理 论 . (出 
于 数学 史 的 角度 的 考虑 ,为 了 保持 原来 面貌 ,我 们 除 极 小 改动 外 ,不 作 改 动 ) 

(1) 今 试 将 高 斯 割 圆 方程 解法 的 基本 原理 作 一 叙述 ,并 以 质 次 数 n = P 者 
为 限 . 

用 爹 尼 曼 (Schoenemann) 定理 ,指出 割 圆 方程 

Mr1+ap2+…+x+l=0 0 
为 不 可 分 解 者 ,其 解 为 
,ww ,pl (@) 
其 中 无 有 一 解 , 能 满足 一 有 理 系数 的 较 低 次 方程. 

(2) 高 斯 方法 之 基本 ,在 其 卓 异 的 根本 思想 ,将 @ 中 的 解 以 其 他 顺序 排列 . 
我 们 可 将 指数 1,2,…,p - 1 易 以 一 缩 系 risT2，… ,1p-1(mod p). 如果 是 剩余 缩 
系 ,可 用 p 之 单纯 根 的 寡 来 表示 , 即 

1,8,8 8 
因此 ,GO 中 的 解 ,如 换 其 次 序 , 则 也 可 列 之 如 下 , 即 
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i op ea @ 
按 此 顺序 ,可 知 每 一 解 为 其 前 一 解 的 g 次 方 ,而 末 后 的 解 的 g 次 方 , 则 因 gr-! = 
1(mod p), 故 与 第 一 个 同 .如 果 这 样 , 我 们 可 将 诸 解 组 成 为 一 环 列 . 
(3)@ 中 之 g*, 亦 可 用 其 最 小 ( 正 或 负 ) 余数 (mod p) 代 之 .为 简单 计 , 今 采 
用 以 下 之 记 法 中, 即 
= [a](mod p) @ 
则 @ 中 的 解 可 写作 下 式 , 即 
ww[o ,ww ,we-3 @ 
关于 符号 [a], 适 用 以 下 之 规律 . 
1) 当 且 仅 当 a = a'(mod(p - 1)) 时 ,有 可 能 [a] = [a']. 
2)[a] + [B] = [a + B]. 
3)[p -1 = [0] = 1(mod p). 
@@ 的 和 与 @ 的 和 相同 , 按 人 ,可 知 其 为 - 1, 故 
TS ES @ 
(4) 现 证 明 一 定理 如 下 . 
凡 系数 为 有 理 数 的 w 之 整 函数 ,用 置换 (w,w[) 时 数值 上 为 不 变 者 @ ,其 
值 为 有 理 的 . 
凡 w 之 整 函 数 ,如 计 及 w = 1 及 方程 D 时 , 均 可 使 其 成 为 
h(w) = aio + azo2+ 7 + ap-lep1 @ 
除 顺 序 而 外 ,指数 ov 与 1"] 相同 , 故 可 作为 后 者 的 齐 次 的 一 次 函数 表 出 , 即 
h(w) = coola + clo0 + … + -ao 
而 如 原来 的 整 函 数 的 系数 为 有 理 的 , 则 ai, aa，…,m-! 与 co,c1，,…,cp-2 亦 然 . 
今 将 名 换 为 wi, 则 h(w) 之 值 不 变 , 故 
h(w) = coob] + cloD] + e+ cp-2010) 
而 
0= (62- co)ool + (ec - co + (ce - ca)oD + e+ (63 ~ cp-2)w 
倘 用 w 去 除 , 则 将 余 一 w 的 (P - 2) 次 的 方程 ,其 系数 为 有 理 数 .但 因 割 圆 方程 
的 不 可 分 解 ,此 为 不 可 能 者 , 故 必 方程 之 系数 均 为 0, 即 


co=cl=c=…=c-2 


[p=2] 


而 函数 之 值 为 
h(w) = co(ofol + wm + …+ wp-]) =- co 


倘 h(w) 的 原 式 内 的 系数 为 整数 , 则 h(w) 的 值 也 为 整数 . 


人 为 避免 误会 ， 几 他 六 此 处所 用 记号 [ol， 其 意义 为 之 代 . 
@@ 即将 w 易 为 of = of 时 , 仍 鞠 变 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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(5) 经 置换 (w ,wi ) 后 ,ww 中 ,…,wl?- 习 变 为 wD ,wl ,…,wl9] ,故此 

置换 与 环 置换 
z= (0,1,2,.…,p - 2) 
意义 相同 .由 此 置换 之 反复 的 使 用 ,可 得 周期 
了 x 

构成 一 (p - 1) 级 的 置换 群 ,名 为 环 昨 换 群 . 

环 置换 群 的 每 一 变 式 ,Q@ 其 值 为 有 理 的 . 

反之 , 亦 不 难 知 : 凡 系数 为 有 理 数 的 单位 根 的 整 函 数 ,其 值 为 有 理 者 , 亦 为 
环 置 换 的 不 变 式 . 

所 有 这 样 的 函数 ,可 使 其 成 为 @ 的 形式 ,倘若 其 值 为 有 理 数 c, 则 因 荐 贺 方 
程 的 不 可 分 解 ,可 知 


a=om=…=awl=-e 
因而 函数 的 表达 式 为 

— cw+tw + + oa!) =- c(wlo) + wl + + wir-2]) 
而 此 则 为 环 置 换 群 的 不 变 式 . 


由 这 两 个 定理 可 知 环 置换 群 * 为 割 圆 方程 之 伽 罗 华 群 . 
(6) 求解 割 圆 方程 时 ,可 由 推 解 式 以 决定 属 群 的 不 变 式 ,将 其 添加 入 * 内 . 
* 的 阶 数 p - 1 恒 为 偶数 , 故 不 为 质数 . 今 设 
P-1= er @ 
则 1 0 TU- De 
为 / 阶 的 * 之 的 环 置换 子 群 类 ， 不 如 向 其 为 特殊 的 同类 与 错 列 x" 相当 者 ， 为 
置换 (w,wl*]). 
按 @ 之 分 解法 ,可 将 @ 中 的 解 分 为 。 类 ,每 类 /个 ,其 方法 是 在 由 一 解 出 
发 , 取 其 后 之 第 。 个 用 之 .倘若 求 每 类 内 所 有 解 的 和 , 则 得 /项 的 周期 
mo = wl + wu[q + oba + … + wl De) 
九 = wl] + wer + wf2er0 + … + wl- Detl] 


@ 


Pl = ol + we- + + wtp-2] 

此 为 各 不 相同 者 中 ,而 由 (3) 中 的 规律 ,不 难 知 它们 构成 一 系统 的 共 罗 不 变 式 ， 
它们 属于 pe 类 , 故 可 知 :e 个 周期 加 , 刀 ,…, 刀 -1 为 一 e 次 不 可 分 解 的 方程 之 解 ， 
其 系数 为 整数 , 且 每 一 周期 可 有 理 地 用 其 中 之 一 来 表示 . 


(7) 欲 作 此 方程 时 ,不 必 先 求 p0, 家,…, -1 的 对 称 函 数 ,而 可 用 以 下 的 定 


8 我 们 可 注意 ,在 环 置 换 的 组 合 方面 ,交易 律 可 以 适用 . 
这 可 由 割 图 方程 的 不 可 分 解 性 得 到 - 
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理 . 
属 be 类 的 不 变 式 ,可 作为 周期 的 齐 次 的 一 次 函数 表 之 ,其 系数 为 有 理 数 . 
所 有 这 样 的 不 变 式 为 w 的 整 函数 ,其 系数 为 有 理 数 , 故 按 (4), 可 作 如 下 之 


式 , 即 
G(w) = cowl) + co + eee + co_iote + 
cfq + coslw[e 十 P| + 
c2uw [2 + Cont) 二 + clw[a-U 十 二 
elf -De + + e aaa 
现在 用 wi*] 来 代 w, 则 得 
Gwe]) = cool + col + 和 + cowed + 
co[2e] + cor ler) + … + cae_io[ae-0D + … 十 


cU-nuta 十 二 cz-ao[e 


用 置换 (w,wta) 时 ,J(w) 的 值 不 变 , 故 可 知 
Go -Go)) = 0= 00- co + (0 co + + (ee — ea): 


w[2e] + (CA + … 
由 割 圆 方程 的 不 可 分 解 性 , 故 可 由 此 知 
Bh SV le 


CI = Cerl = Cesl = = Cf-i]er! 


一 般 地 有 c。= cw,。. 今 在 G(w) 这 式 内 将 同系 数 的 项 合并 之 , 则 即 得 
G(w) = coyo + cM + + col 了 -1 @ 
如 定理 所 述 . 
倘 g(w) 的 原来 系数 为 整数 , 则 7 的 系数 亦 为 整数 . 
(8) 根据 此 定理 ,每 二 周期 之 积 ,可 用 四 之 形式 以 表 之 ,其 系数 为 整数 . 
例如 
oo = am7o + aol71 + 二 Q0e-17e-1 


Ton = al070 + nn +t + eiNe-l 


VoNe-1l = qe-1070 + Ge AN + + G0-1,e-1Ne-1 
或 (ao - 加 ) 7o + aoNn + +aoeiN-1=0 
gon + (en - Nom + + aneiN1=0 


@D 构成 方程 时 ,可 计 略 + 加 + 一 + 吕 t= 一 1 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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Golo + GodM + + (ae,el — M)T1 =0 
圆 方程 是 不 可 分 解 的 ,m0, 71,…, 7-1 不 能 有 为 0 的 ,故此 系统 的 齐 次 方程 
必须 其 行列 式 为 0, 所 以 周期 mo 为 方程 
Q00 一 Za01"* a0,e-1 ~ 


QI001 一 2 Ge 


=0 ® 


Qe-100e-11 "Gel,e-l 一 了 
的 解 ,而 因 这 是 一 个 e 次 的 方程 ,又 因 它 是 不 可 行 的 , 故 一 切 周期 jo,7j，…， 
办 -1 均 为 其 解 . 

(9) 倘 用 此 方程 将 周期 决定 , 则 割 圆 方程 的 根 , 即 可 用 以 下 的 定理 来 得 到 . 
构成 周期 的 /个 单位 根 ,能 满足 一 /次 的 方程 ,其 系数 为 周期 的 一 次 的 整数 
函数 . S 

此 定理 可 直接 由 (7) 得 到 ,因为 个 单位 根 的 对 称 基本 函数 为 be 的 不 变 式 . 

因此 ,对 p - 1 个 单位 根来 说 ,有 e 个 f 次 的 方程 

Pi(z) = 0, F(z) = 0…，PF(z) =0 
而 P+ Pt + = Fi(z) F(z) F(z) 
此 即 是 ,在 有 理 数 域内 为 不 可 分 解 的 割 圆 方程 ,经 添 人 周期 后 ,成 为 可 分 解 者 ， 
按 这 定理 , 我 们 只 须 添 信 一 周期 便 可 , 而 求 单位 根 时 , 亦 只 须 解 一 个 方程 
F(z) = 0, 求 得 一 单位 根 后 , 即 可 求 其 方 数 以 得 其 余 者 . 
(10) 方程 F(z) = 0 亦 可 按 @ 的 方法 从 事 . 今 设 了 亦 可 分 解 成 为 因子 
f=ef 

则 UR De (Oee’) 
为 (9e) 之 特殊 的 属 类 ,其 等 级 为 ,而 每 一 周期 分 解 成 为 e' 个 亚 周期 ,为 (gee' ) 
之 共 轿 不 变 式 ,例如 ,7o 可 分 解 成 为 以 下 诸 亚 周期 

Vo = ol + ole] + ope] + + wl Do) 


We = we + ulelerD] wlelQe td) + + wed -he+D] 


玉生 [ee-D] + mw[e(2e-D] + + ww[eV-D] 


用 置换 (w,wf5) 时 ,此 项 亚 周期 作 一 环 错 列 , 故 其 对 线 基本 函数 为 (be ) 之 
不 变 式 ,而 按 (7) ,可 知 其 可 一 次 的 齐 次 的 用 no,…, 7.-1 表示 . 因为 构成 周期 办 
的 e 个 亚 周期 ,能 满足 一 个 e' 次 的 方程 ,其 系数 可 一 次 地 上 且 整 数 地 用 0,…， 
he-t 以 表 之 . 
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易 知 ,此 方程 于 有 理性 领域 R(7。) 内 @ 为 不 可 分 解 者 , 且 ee' 个 亚 周期 中 ， 
其 每 个 可 用 其 中 之 一 以 表 之 . 

此 外 ,并 可 知 亚 周期 内 之 单位 根 ,为 一 个 f 次 的 方程 的 解 ,其 系数 为 亚 周 
期 所 组 成 

(11) 倘若 尚 可 分 解 成 为 因子 , 则 我 们 仍 仿 前 法 为 之 ,将 亚 周 期 了 再 加 以 
分 解 .此 法 可 继续 应 用 ,直至 不 能 分 解 为 止 .于 是 最 后 即 可 得 高 斯 的 方法 . 设 

p-1= aBy'w 
为 所 得 的 质 因 数 分 解 ,并 设 
p=! p=-l 
pr 所 法 
今 选取 p 的 单纯 根 ,将 p - 1 个 单位 根 分 配 于 a 个 周期 5, 每 周期 有 a 项 ,再 于 此 
项 周期 分 解 为 8 个 周期 ,每 周期 有 5 项 ,并 再 继续 分 解 之 ,使 每 个 周期 成 为 y 
个 周期 少 ,有 e 项 ,等 等 . 

1) 周期 7 决定 于 整 系数 的 a 次 方程 . 

2) 将 此 方程 的 一 根 7 添 和 人 后 ,周期 了 为 a 个 B 次 的 方程 所 决定 ,其 系数 为 
R(7) 内 之 数 . 

3) 再 添 人 此 项 方程 之 一 根 y 后 ,周期 九 为 a8 个 7 次 的 方程 所 决定 ,其 系 
数 为 R(7,7) 内 之 数 . 

如 果 继 续 用 此 法 , 则 末 后 可 得 一 v 次 的 方程 , 仅 以 单位 根 为 解 . 

(12) 用 高 斯 的 这 种 方法 ,倘若 p - 1 为 2 之 方 客 数 , 则 割 圆 方程 的 解法 ,可 
归 为 若干 二 次 方程 之 解 .倘若 p - 1 尚 有 其 他 的 质数 含 于 其 内 , 则 割 加 方程 的 解 
法 须 归 为 高 于 二 次 的 不 可 分 解 的 方程 ,不 能 用 若干 平方 根 以 求 其 解 ,可 得 定理 
如 下 . 

将 圆 分 为 n 等 份 ,或 求 作 正 n 边 形 ,只 当 n 不 含有 奇 的 质 因 子 或 仅 含 有 
2” + 1 形式 者 , 且 仅 单纯 的 含有 时 ,能 用 直 尺 与 圆规 作出 来 . 

欲 使 2* + 1 为 一 质数 , 则 必 mm 为 2 的 方 赛 数 ,如 m 含有 奇 因子 ,如 m = 
gp; 则 2" +1 = (2?)* +1 可 为 2? + 工 所 除 .因此 ,我 们 可 讨论 的 内 容 为 2 + 1 
形式 之 数目 ,事实 上 ,此 于 。= 0,1,2,3,4 时 为 质数 , 即 

v=0,2+1=3 
=12+1=5 
v=2,2+1=17 
v=3,2+1=257 
v=4,26+1= 65 537 


p=l i 
apy 四 


@ 此 妈 是 将 如 诬 入 自然 有 理性 领域 后 所 得 之 有 理性 领域 . 
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费 马 曾 腾 测 2” + 1 形式 之 数 均 为 质数 ,但 欧 拉 曾 证 明 = 5 时 ,有 
?2 + 1 = 4294 967 297 = 641 x 6 700 417 
于 v = 6 及 v = 7 时 ,所 得 亦 非 质数 ; 因 之 , 奇 边 数 的 多 边 形 可 作 , 其 数 之 多 到 底 
为 有 限 或 无 限 ,此 问题 尚未 能 解答 . 
Toty3= ,7oy3 = Pp 
故 Wo 与 73 为 二 次 方程 
已 -7ot+ 思 =0 人 @@ 
或 2-ot+ 仍 + 加 -3=0 
之 根 . 按 @, 可 知 其 二 解 中 之 一 为 正 ,其 他 为 负 , 正 者 为 wo. 
今 再 将 ye 添加 , 则 单位 根 w 决定 于 方程 
wi Vow+1=0 ®@ 
其 解 为 共 f 复 数 ,w 之 虚数 部 分 为 正 数 . 
如 是 ,13 次 的 割 圆 方程 ,按照 12 = 3 2 2 的 方法 分 解 ,已 归 为 一 个 三 次 方 
程 与 两 个 二 次 方程 , 固 为 理论 上 所 已 知 者 . 
(13) 于 p = 雪 时 ,g = 6 为 一 单纯 根 .单位 根 为 


we ww ww, ws ww ,WS 


今 作 二 周期 


25 4 ,3 


2 8 


WO=o0+tw tutoto lt + + 


=o tw tw tw rw tw +w @ 
Wo 中 之 指数 与 偶 方 数 8",&2 ,84,… 同 余 (mod 17), wy 中 者 则 与 奇 方 数 g1， 
86,85， 同 余 .由 此 可 知 . 


加 内 的 指数 遍历 17 之 平方 余数 ,7 的 指数 则 遍历 平方 非 余 数 . 
此 于 2 了 项 的 周期 均 适用 之 . 
今 用 p 表 平方 余数 ,用 v 表 非 余数 , 则 可 写 为 
m= Df, = Do 
其 中 ,mo + w=-1. “ 
其 乘积 可 作 
NN = Dor 
此 为 64 项 的 和 数 , 我 们 并 可 知 在 64 个 指数 p + v 中 , 已 约 余数 系统 
(mod 17) 之 每 一 数目 , 均 以 四 次 出 现 . 例如 ,指数 1, 其 四 次 为 ww-3, ws ， 
oaw-7w-2 .ou3,w-4 。w5s. 故 若 


l=sp+va=p +vV = + =7 + (mod17) 


则 于 任何 一 与 17 相互 质 之 数 k, 有 
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k=ip+ly= ho + hh’ = hg + by = ho” + by”(mod 17) 
而 因 hip 与 如 不 能 同 为 余数 或 非 余数 ,故此 四 者 在 p + v 之 内 .因此 ,事实 上 ,每 
一 指数 以 四 次 发 现 ,而 
NN = 42 wt =—4 
于 是 我 们 对 于 mo, 7 得 一 二 次 方程 为 
2+z-4=0 ® 
其 判定 式 为 D = 17. 今 于 内 将 


De 
w = cos17 + isin 17 


， 17 
代入 , 则 有 mo = 2{eos 咎 
cm Doon + on Joon 条 
好 过 时 17s%17 


4( co 于 co 弛 - 知 co 于] > 0 


Te 17 1172 17 


12r 10r 14: 6 
但 h=2(cos P+ eos 4 co 4cos) = 
iso 多 - 
17 17 i 
工 、 6r 4r 77 
-4(cos Bcos GS + cos Meos I) < 0 
故 可 知 mh 为 @ 之 正解 ,7 为 其 负 解 , 即 
~ elyE -1-vD 
= ,1 = 7 
(14) 今 再 将 mo 分 解 成 为 亚 周期 为 
Vo=w+w+w +w = deos 35cos 四 
0 
V2 = w+ tw i+ ws i 后 
则 有 To+ WT2= 1o,7o7ya= N+N = 
故 7o 与 y 为 方程 
22-mz-1=0 B 
之 根 , 且 yo 为 正 者 ,为 负 者 . 
仿 此 ,并 有 
V1= os+ w+ow-5+w-7 = 4eos 于 co 全 
3 = 四 + 四 +o5+ = heos fFeos 
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以 及 方程 
2-mz-1=0 ® 
于 此 ,7 为 其 负 解 ,73 为 其 正解 . 
(15) 此 四 个 亚 周期 必 可 有 理 地 用 其 中 之 一 (及 加 ) 来 表示 . 今 用 了 o 来 表示 
73, 由 于 我 们 必须 要 用 到 它 ,前 面 所 得 的 式 子 为 
1o1a = ot ol +o ta +o to tt+o s+wu rw +w +w = 


270+ V2+Dh= V0+ N+y1= 


Tot+Nmm+t+m- T= 70-1- 7 
，_ 70-1 
帮 73= yorl 


Wo 之 此 种 分 数 函 数 式 , 尚 可 化 为 yo 与 mo 之 整 函数 式 , 用 @ 与 四 时 ,有 
,yo-1) 2 2- 270+1 Ce 
35 8=1 myo 一 
moe=-27o+2 -1-2 + 一 2 - 
加 0 加 + mo 


1- Bi (m+ DCya - m) = 


1 
去 -于 + 去 pyo+ 型- 型 -二 4- 和) 


73= 去 (yoyo+ 70~ mn 3) @ 
(16) 今 再 将 wo 分解 之 为 


Wo = w+w-! = 2e0sO 


8r 
17 


4 = w+ w= 2co0s TF 
则 Jot+ Ts= oo = 了 
故 V0 与 4 为 好 -Woz+ya=0 
之 根 ,而 按 人 @, 此 方程 亦 可 作 
oto +o- mn-3) =0 
并 可 知 yo 为 二 解 中 之 较 大 者 . 
末 后 ,我 们 立即 可 由 方程 
ww -vow+l=0 
以 得 单位 根 .此 方程 有 二 共 二 根 ,w 之 实 部 为 正 者 . 
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微 积分 的 先驱 者 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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H 二 避 


了 


四 Tambull, 


1 向 积分 的 先驱 者 -一 一 殴 马 


我 们 可 认为 费 马 是 这 种 新 计算 ( 求 切线 、 求 面积 ) 的 第 一 个 
发 明 人 . 
一 一 拉 格 明日 (J.L. Lagrange) 


在 一 般 数 学 史 著 作 中 , 微 积 分 的 创始 人 是 牛顿 和 莱 布 尼 
兹 .但 如 果 认 真 追 究 其 中 的 细节 我 们 会 发 现 , 其 实 费 马 也 是 微 积 
分 创立 的 先驱 者 之 一 . 

牛顿 曾经 说 过 ;我 从 费 马 的 切线 作法 中 得 到 了 这 个 方法 的 
启示 ,我 推广 了 它 , 把 它 直接 并 且 反 过 来 应 用 于 抽象 的 方程 ."@ 

对 光学 的 研究 特别 是 透镜 的 设计 ,促使 费 马 探求 曲线 的 切 
线 . 他 在 1629 年 就 找到 了 求 切线 的 一 种 方法 ,但 迟 后 8 年 才 在 
1637 年 的 手稿 ( 求 最 大 值 与 最 小 值 的 方法 》 中 发 表 (后 面 将 介绍 
此 书 ) . 

费 马 把 韦 达 的 代数 理论 应 用 到 帕 普 斯 《数学 汇编 )(《Mathe- 
matical Collection》) 中 的 一 个 问题 , 便 得 到 了 求 最 大 值 与 最 小 值 
的 方法 .他 在 《 求 最 大 值 与 最 小 值 的 方法 ) 中 曾 用 如 下 的 一 个 例 


《Mathematical Discoveries of Newton), 1945,P5. 
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子 加 以 说 明 : 已 知 一 条 直线 ( 段 ) ,要 求 出 它 上 面 的 一 点 ,使 被 这 点 分 成 的 两 部 分 
线段 组 成 的 矩形 最 大 . 他 把 整个 线段 叫做 中 ,并 设 它 的 一 部 分 为 4, 那 么 矩形 的 
面积 就 是 4B - 42. 然 后 他 用 4 + 互 代替 4 ,这 时 另外 一 部 分 就 是 B - (A + E)， 
矩形 的 面积 就 成 为 (4 + E)(B - 4 - E). 他 把 这 两 个 面积 等 同 起 来 ,因为 他 认 
为 , 当 取 最 大 值 时 ,这 两 个 函数 值 一 一 即 两 个 面积 应 该 是 相等 的 ,所 以 
AB+ EB- A*-24AE-E= A4B-A’ 
两 边 消去 相同 的 项 并 用 E 除 , 便 得 到 
B=24A+E 

然后 , 令 EE = 0( 他 说 去 掉 已 项 ) ,得 到 B = 24. 因 为 该 矩形 是 正方 形 . 

费 马 认为 这 个 方法 有 普遍 的 适用 性 .他 说 ,如 果 4 是 自 变 量 ,并且 如 果 4 增 
加 到 4 + 巨 , 则 当 巨 变 成 无 限 小 , 且 当 函数 经 过 一 个 极 大 值 (或 极 小 值 ) 时 ,函数 
的 前 后 两 个 值 将 是 相等 的 . 把 这 两 个 值 等 同 起 来 ;用 E 除 方程 ,然后 使 消失， 
就 可 以 从 所 得 的 方程 确定 使 函数 取 最 大 值 或 最 小 值 的 4 值 .这 个 方法 实质 上 是 
他 用 来 求 曲 线 切线 的 方法 .但 是 求 切线 时 是 基于 两 个 三 角形 相似 ,而 这 里 是 基 
于 两 个 函数 值 相等 . 

巡 憾 的 是 , 费 马 对 于 他 的 方法 从 来 未 从 逻辑 上 作 过 清楚 的 全 面 的 解释 , 因 
此 对 于 他 究竟 是 怎样 考虑 这 个 问题 的 ,一 些 数学 史 专家 曾 产生 过 争论 . 费 马 没 
有 认识 到 有 必要 去 说 明 先 引进 非 零 ,然后 用 E 遍 除 之 后 , 令 E = 0 的 合理 性 
(贝克 莱 大 主教 曾 攻击 这 是 用 暴力 消灭 了 EE). 

但 从 这 里 我 们 可 以 看 出 , 费 马 这 种 求 极 值 的 方法 已 非常 接近 微分 学 的 基本 
观念 了 .如 果 使 用 现代 的 记号 ,他 的 规则 可 以 表述 如 下 . 

欲求 /(x)( 费 马 先 取 个 别 的 整 有 理 函 数 ) 的 极 值 . 先 把 表达 式 


f+ -A 按照 的 乘 宕 展开 , 弃 去 含 h 的 各 项 , 命 所 得 的 结果 等 于 零 ， 


再 求 出 方程 的 根 , 便 是 可 能 使 /(x) 具有 极 值 的 极 值 点 .他 的 方法 给 出 了 (可 微 
函数 的 ) 极 值 点 x 所 能 满足 的 必要 条 件 f (x) = 0. 费 马 还 有 区 分 x 为 极 大 值 点 
和 极 小 值 点 的 准则 , 即 现在 所 谓 的 “二 阶 导数 准则 ”(fr(x) < 0 有 极 大 值 ， 
了 (x) > 0 有 极 小 值 ), 尽 管 他 没 能 系统 地 去 研究 拐点 (Pr(x) = 0), 但 也 得 到 了 
求 拐点 的 一 种 法 则 . 

另外 , 费 马 还 用 自己 的 方法 处 理 了 许多 几何 问题 .例如 , 求 球 的 内 接 圆锥 的 
最 大 体积 . 球 的 内 接 圆 柱 的 最 大 面积 ,等 等 . 

奇怪 的 是 , 费 马 在 应 用 他 的 方法 来 确定 切线 、 求 函数 的 极 大 值 极 小 值 以 及 
求 面积 \ 求 曲线 长 度 等 问题 时 ,能 在 如 此 广泛 的 各 种 问题 上 从 几何 和 分 析 的 角 
度 应 用 无 穷 小 量 ,而 竟然 没有 看 到 这 两 类 问题 之 间 的 基本 联系 .其 实 ,只 要 费 马 
对 他 的 抛物 线 和 双 曲 线 求 切线 和 求 面积 的 结果 再 仔细 地 考察 和 思考 ,是 有 可 能 
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发 现 微 积分 的 基本 定理 的 .也 就 是 说 费 马 差 一 点 就 成 为 微 积分 的 真正 发 明 者 ， 
以 致 拉 格 朗 日 说 :“ 我 们 可 以 认为 费 马 是 这 种 新 计算 的 第 一 个 发 明 人 .” 拉 普 拉 
斯 和 传 里 叶 也 有 类 似 的 评论 .但 泊 松 持 有 异议 ,他 认为 费 马 还 没 达到 如 此 高 的 
境界 .因为 费 马 不 但 没有 认识 到 求 积 运算 是 求 切线 运算 的 逆 运 算 , 并 且 费 马 终 
究 未 曾 指出 微分 学 的 基本 概念 一 一 导数 与 微分 ;也 未 曾 建立 起 微分 学 的 算法 . 
他 之 所 以 没有 作 进 一 步 的 考虑 ,可 能 是 由 于 他 以 为 自己 的 工作 只 是 求 几何 问题 
的 解 ,而 不 是 统一 的 很 有 意义 的 一 种 推理 过 程 . 


热 悉 微 积分 的 人 能 够 这 样 魔术 般 地 处 理 的 一 些 问题 , 曾 使 其 他 高 
明 学 者 是 百 思 不 得 其 解 . 
一 一 菜 布 尼 效 


发 表 自 己 的 著作 是 几乎 所 有 做 学 问 人 的 最 大 心愿 .因为 文章 固然 重要 ,但 
它 体现 不 出 一 种 思想 体系 一 个 完整 的 理论 .无 怪 乎 中 国 古 代 文人 成 名 后 要 做 
的 几 件 事 中 第 一 件 就 是 “ 刻 一 部 稿 "( 即 出 一 本 著作 ) 而 后 才 是 “ 娶 一 个 小 ”, 可 
见 发 表 一 本 著作 之 重要 .但 偏偏 在 他 们 同时 代 的 人 中 就 有 人 反 其 道 而 行 之 ,不 
愿 公开 发 表 自 己 的 著作 , 费 马 就 是 一 个 典型 . 

( 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方法 )(《Methodus ad Disquirendam Maximam et 
Minimam》) 出 自费 马 之 手 ,初步 断定 写 于 1636 年 前 ,由 于 费 马 从 来 不 厌 公 开发 
表 自己 的 著作 ,只 是 在 给 朋友 的 信 中 或 以 其 他 方式 记 下 自己 的 发 现 ,因而 其 著 
述 的 年 代 不 能 确定 .该 文 记述 了 费 马 利用 * 准 等 式 (adcquality)” 求 极 值 的 著名 
方法 . 

费 马 求 极 值 的 方法 ,后 来 成 为 求 代数 多 项 式 的 一 阶 导数 的 法 则 , 跟 他 的 坐 
标 几何 思想 一 样 也 是 起 源 于 韦 达 的 代数 应 用 于 帕 普 斯 的 《数学 汇编 》 中 的 一 个 
问题 的 研究 . 帕 普 斯 曾 试图 将 一 已 知 线段 分 成 数 份 ,使 部 分 线段 所 成 的 矩形 相 
互 成 最 小 比 .在 对 这 一 问题 的 代数 分 析 中 , 费 马 意识 到 可 以 将 其 与 二 次 方程 联 
系 起 来 .他 认为 这 意味 着 方程 的 常数 项 只 能 取 使 方程 只 有 单一 重 根 解 的 特殊 
值 .如 费 马 考虑 了 “将 一 线段 分 成 两 部 分 ,使 两 线段 的 乘积 最 大 ”这 种 简单 情 
形 .这 一 问题 的 代数 形式 即 bx - x? = c, 其 中 ,6 是 所 给 线段 长 度 ,c 是 部 分 线段 
的 乘积 ,如 果 c 是 所 有 乘积 中 的 最 大 值 , 则 方程 只 能 有 一 个 重 根 .基于 该 方程 有 
两 相 异 根 +,y 的 假设 , 费 马 得 到 bx - x? = c 和 by - = c, 因 而 5 = x+y， 
5 = 砂 ' 认 为 这 些 关系 对 上 述 形式 的 任意 二 次 方程 都 一 般 地 成 立 ,然后 费 马 考 
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虑 了 一 个 重 根 即 x* = y 的 情形 .他 发 现 x = 6/2,c = 如 /4, 如 此 便 求 得 上 述 问 
题 的 正确 解 , 费 马 认为 他 的 这 一 方法 是 完全 普 适 的 .在 《 求 极 大 值 与 极 小 值 的 方 
法 》 中 , 费 马 将 假定 的 两 相 异 根 记 为 4 和 4 + B( 即 x 和 x + y), 其 中 天 表示 根 
之 间 的 差 .例如 , 求 表达 式 bx? - xi 的 极 大 值 , 费 马 是 如 下 进行 的 , 即 
bx? -x3 = MI,b(x+y) -x+ = M3 
因而 2bxy + by -3xzy - 3x -y=0 
用 y 除 上 式 得 方程 
2bx+by-3x -3xy-y=0 

这 一 关系 对 形 如 bx? - x? = 用 的 任意 方程 都 成 立 .但 当 M3 是 极 值 时 方程 有 一 
个 重 根 , 即 x = x + yy 或 y = 0. 所 以 2bx -3x? = 0 或 x = 2b/3,M3 = 46b2/27. 
费 马 的 方法 适用 于 任意 多 项 式 p(x). 为 了 运用 韦 达 的 方程 理论 确定 多 项 式 的 
系数 之 一 与 根 的 关系 , 它 故 意 假定 了 两 相等 根 的 不 等 性 , 当 费 马 使 两 个 根 相等 
时 ,这 一 关系 就 导致 了 一 个 极 值 解 . 费 马 令 其 两 根 相等 之 前 的 方程 为 “ 准 等 式 ”. 

1638 年 春 , 费 马 的 极 大 、 极 小 方法 和 求 切线 法 引起 了 费 马 与 笛 卡尔 之 间 的 
一 场 关于 优先 权 的 争论 .但 跟 坐标 几何 的 情形 一 样 ,他 们 很 快 便 认识 到 对 方 的 
各 自 的 独创 性 .1642 年 费 马 的 方法 发 表 后 ,许多 数学 家 很 快 便 得 到 了 他 们 各 自 
的 更 一 般 的 方法 .不 久 , 费 马 关于 极 大 \ 极 小 值 的 方法 就 被 牛顿 和 莱 布 尼 效 的 微 
积分 所 取代 . 

值得 指出 的 是 费 马 的 方法 还 被 其 他 一 些 数学 家 独立 得 到 ,如 意大利 数学 家 
蒙 福 尔 特 (A.Di Monforte,1644 一 1717). 1699 年 ,他 和 费 马 彼此 独立 地 得 到 了 求 
极 大 值 和 极 小 值 的 方法 . 他 的 方法 在 那不勒斯 发 表 在 文章 《 某 些 问题 的 确定 》 
中 . 


函数 的 导数 值 为 零 是 函数 达到 极 值 的 必要 条 件 一 一 这 就 是 费 马 极 值 定 
理 . 


3. 格 树 新 枝 一- 殴 马 极 值 定理 的 新 发 展 


300 年 前 , 费 马 是 无 论 如 何 也 想不到 当时 一 个 还 相当 模糊 的 观念 ， 
在 多 少 大 数学 家 描绘 出 雄伟 壮丽 、 千 盗 百 态 巨 作 以 后 ,还 会 有 今天 这 样 
的 非 光滑 “回转 ”, 为 了 探 明 数学 洪流 的 奔腾 的 方向 ,这 一 看 来 似 还 不 太 
显眼 的 峰回路转 , 当 会 引起 不 少 人 的 思索 ! 
一 一 羡 料 中 
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彭 加 勒 
(1854—1912) 


史 树 中 教授 认为 ,300 多 年 来 , 费 马 定理 本 身 被 不 断 推广 .改进 和 深化 . 它 吸 
引 了 许多 大 数学 家 在 这 个 方向 上 工作 ,尤其 是 欧 拉 、 拉 格 朗 日 、 雅 可 比 , 彭 加 勒 
(H.Poincaré) , 希 尔 伯 特 等 这 些 光辉 的 名 字 , 都 在 这 条 定理 上 刻下 了 他 们 的 痕 
迹 . 在 他 们 的 努力 下 , 费 马 定理 首先 被 推广 到 多 变量 情形 .之 后 ,又 对 所 谓 条 件 
极 值 问题 担 出 了 拉 格 朗 日 乘 子 法 则 ;条 件 极 值 问题 可 以 表述 为 
eb E R"(R" 是 n 维 向 量 空间 ) 
g(x) = 0,6 = (g!,"%,g"):R"— R" 
这 里 /是 自 变量 为 n 维 向 量 x 的 可 微 函 数 ,g 是 自 变 量 为 n 维 向 量 x, 函 数值 为 m 
维 向 量 值 的 可 微 函 数 .上 述 问题 的 意思 是 :在 g(x) = 0 的 条 件 下 , 求 /对 x 的 最 
小 值 . 拉 格 朗 日 乘 子 法 则 指出 ,在 一 定 条 件 下 ,这 一 问题 可 归结 为 对 m + m 个 变 
量 的 拉 格 朗 日 函数 
L(x,4) = f(x) + (4,8(x)) = f(x) + > MAei(z) 

可 应 用 费 马 定理 .这 里 = (X41,…,4。) E Rn 为 一 个 中 维 向 量 , 它 就 是 所 谓 拉 
格 朗 日 乘 子 .这 些 结果 又 被 很 快 推广 到 “无 限 多 个 变量 ”情形 ,也 就 是 变 分 学 的 
情形 .实际 上 , 变 分 学 中 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 就 是 由 无 限 维 的 费 马 定理 (这 时 
“导数 为 零 ” 改 为 “ 变 分 为 零 ") 导出 的 . 这 一 点 尤其 是 在 弗 雷 希 (M. Fréchet， 
1878 一 1973) 的 关于 “抽象 空间 上 的 分 析 ” 的 工作 出 现 以 后 , 变 得 更 为 明显 . 

令 人 惊奇 的 是 ,除了 力学 ,物理 学 以 外 ,经 济 学 似乎 也 是 费 马 定理 的 用 武之 
地 .新 古典 主义 经 济 学 的 基本 假设 是 生产 者 要 追求 最 大 利润 ,消费 者 要 追求 最 
大 效用 ,于 是 费 马 定理 就 告诉 我 们 ,为 使 利润 (收入 - 成 本 ) 达到 最 大 ,生产 者 
应 使 他 的 边际 收入 (收入 的 导数 ) 与 边际 成 本 (成 本 的 导数 ) 相等 ;而 拉 格 朗 日 
乘 子 法 则 告诉 我 们 ,在 支出 一 定 的 条 件 下 ,要 使 消费 效用 最 大 ,消费 者 的 各 边际 
效用 (效用 对 各 商品 量 的 偏 导数 ) 与 各 商品 的 价格 之 比 应 该 是 常数 (相应 的 拉 
格 朗 日 乘 子 ). 

应 该 说 , 费 马 极 值 定理 经 过 这 样 300 多 年 的 发 现 ,应 该 是 非常 完善 了 ,到 了 
20 世纪 ,人 们 似乎 只 关心 根据 定理 中 “导数 为 零 " 而 列 出 的 方程 是 否 有 解 和 怎 
样 求解 .例如 ,为 求 曲面 上 (或 更 一 般 的 弯曲 空间 中 ) 两 点 之 间距 离 最 短 的 曲 
线 ,由 费 马 定理 就 可 以 得 到 这 样 一 个 方程 , 它 称 为 测 地 线 方程 . 当 曲面 或 杰 曲 空 
间 曲 得 较 厉害 时 ,这 个 方程 是 非常 复杂 的 . 而 这 样 的 问题 又 是 不 可 避免 必须 进 
行 研究 的 .因为 它 本 身 又 是 广义 相对 论 的 基本 问题 ,于 是 就 激发 出 对 于 这 一 类 
方程 的 许多 的 研究 .但 是 ,作为 极 值 必要 条 件 的 费 马 极 值 定理 本 身 , 人 们 已 经 很 
难 想象 它 还 能 有 什么 本 质 上 的 进展 ,更 难 设 想 它 在 初等 领域 中 还 会 有 新 的 突 
破 . 

然而 ,从 20 世纪 30 年 代 开始 ,由 于 数学 应 用 范围 的 不 断 扩 大 , 费 马 定理 受 
到 了 接连 不 断 的 新 的 冲击 ,并 且 从 数学 的 角度 来 看 ,这 些 冲击 竟然 都 出 现在 相 
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当初 等 的 领域 里 .首先 是 线性 规划 问题 . 线性 规划 问题 最 早出 现在 苏联 的 康 托 
洛 维 奇 (JI.B,Kanropoprs)1939 年 的 著作 中 . 以 后 在 50 年 代 前 后 ,美国 的 丹 齐 
克 (G.Dantzig, 其 父 是 那 位 写 了 名 著 《 数 一 一 科学 的 语言 ) 的 那 位 老 丹 齐 克 , 据 
他 自己 讲 他 关于 线性 规划 两 个 著名 定理 的 证 明 是 因为 上 课 迟 到 误 将 老师 结尾 
介绍 的 两 个 未 解决 的 难题 当成 作业 抄 回 去 作 才 得 到 的 ) 又 对 此 进行 了 大 量 的 
研究 .他 们 的 问题 大 都 起 源 于 企业 的 生产 管理 ,因此 有 很 大 的 实用 价值 .线性 规 
划 问 题 涉 及 的 是 一 个 线性 函数 在 几 个 半径 间 的 公共 部 分 上 的 极 值 , 它 丝毫 不 触 
及 深奥 的 数学 概念 .但 费 马 定理 却 在 这 里 失效 了 ,因为 非常 数 的 线性 函数 的 导 
数 总 不 为 零 ,而 且 在 两 直线 交点 处 又 不 可 导 . 其 次 是 由 于 经 济 理论 上 的 需要 ,出 
现 了 对 策 论 和 更 一 般 的 规划 问题 研究 ,这 类 研究 的 代表 人 物 有 汉 “， 诺 伊 曼 (J. 
von Neumann) 、 库 恩 (H. 多 ,Kuhn) , 塔 克 (A. 鸡 .Tucker) 等 人 ,虽然 他 们 研究 的 都 
是 极 值 问题 ,但 其 特点 在 于 所 涉及 的 函数 常常 是 不 可 微 的 .例如 ,对 策 论 中 要 涉 
及 某 个 增益 函数 的 “ 极 大 极 小 ” 
er (7) 

这 里 即使 J(x,y) 本 身 很 光滑 ,但 作为 * 的 函数 

F(x) = min/(x,7) 
一 般 不 会 仍 是 光滑 函数 ,而 极 大 极 小 问题 就 涉及 这 样 的 函数 的 极 值 问 题 . 不 仅 
对 策 论 中 这 样 的 问题 很 多 ,而 且 在 经 济 理 论 中 许多 函数 也 都 是 这 种 类 型 的 . 例 
如 ,生产 中 的 成 本 函数 作为 产量 的 函数 就 是 所 有 可 能 完成 产量 指标 的 生产 成 本 
中 的 最 小 值 , 它 恰 好 有 上 述 形式 .对 于 非 光滑 函数 ,许多 地 方 无 导数 可 言 , 费 马 
定理 当然 再 次 失效 .最 后 ,60 年 代 前 后 由 于 航天 科学 等 需要 而 发 展 起 来 的 最 优 
控制 理论 ,也 向 费 马 定理 提出 了 挑战 ,最 优 控制 理论 的 卓越 成 果 可 以 以 贝尔 曼 
(R.Bellman,1920 一 1984) 的 动态 规划 理论 和 苏联 的 庞 德里 雅 金 (JI.C. 
Tlourparnn) 及 其 学 生 们 的 最 大 值 原理 作为 代表 ,最 优 控制 理论 从 形式 上 看 与 
变 分 学 很 相似 ,有 人 甚至 称 最 优 控制 理论 为 “现代 变 分 学 ". 它 主要 研究 某 个 动 
态 系 统 在 怎样 的 控制 下 使 某 个 目标 函数 达到 最 优 , 毫 无 疑问 这 当然 也 是 个 极 值 
问题 ,但 是 这 类 极 值 问 题 的 解 往往 在 控制 集合 的 边界 上 达到 (这 点 与 线性 规划 
是 一 致 的 ) ,而 在 边界 上 达到 极 值 时 费 马 定理 也 是 不 成 立 的 . 它 只 能 肯定 对 导数 
的 不 等 式 ( 即 所 谓 * 变 分 不 等 式 ") ,而 不 是 等 式 . 

诸如 此 类 的 从 实际 中 提出 的 极 值 问题 竟然 都 不 能 应 用 费 马 定理 ,这 就 迫使 
人 们 去 寻求 一 种 新 的 数学 工具 . 

有 些 数学 家 开始 抛弃 费 马 定理 ,他 们 认为 , 费 马 定理 要 求 函 数 光 滑 ,以 至 连 
求 y =1x 1 这 样 简单 的 函数 的 极 值 问 题 都 解决 不 了 ,因为 这 个 函数 的 极 值 显然 
是 在 当 x = 0 时 取得 ,但 | x | 却 在 * = 0 处 不 可 导 . 在 一 个 时 期 时 ,人 们 似乎 找 
到 了 费 马 定理 的 替代 物 . 他 们 认为 凸 集 分 离 定 理 或 凸 集 承 托 定理 也 许 是 合适 的 
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新 工具 . 这 类 定理 最 早出 现在 闵可夫 斯 基 (H,Minkowski,1864 一 1909, 这 是 一 位 
数学 神童 , 曾 在 17 岁 时 与 年 愈 80 的 老 数论 专家 史密斯 分 享 了 一 项 数学 大 奖 , 并 
与 爱 因 斯 坦 共同 建立 了 狭义 相对 论 ) 的 著作 中 . 后 来 , 巴 拿 赫 (S. Banach， 
1892 一 1945 ,波兰 数学 家 , 曾 任 波兰 数学 学 会 主席 . 在 德军 占领 期 间 在 一 所 医学 
研究 所 做 喂养 昆虫 的 工作 ) 在 他 的 泛 函 分 析 葛 基 工 作 中 作 了 推广 ,并 把 它 与 线 
性 连续 泛 函 的 延 拓 相 联 系 .现在 , 它 以 汉 恩 (Hahn) - 巴 拿 赫 定理 的 名 称 出 现在 
泛 孙 分 析 的 教科 书 中 ,20 世 纪 40 年 代 后 ,在 冯 ' 诺 伊 曼 等 的 倡导 下 ,出 现 了 大 量 
的 有 关 凸 集 和 凸 函 数 的 研究 ,并 成 功 地 用 来 解决 了 许多 非 光 滑 函 数 的 极 值 问 
题 .例如 ,上 面 提 到 的 简单 问题 : 求 y = | x | 的 极 小 值 , 它 的 解 * = 0, 可 以 刻画 
为 平面 上 y = 1 x | 的 图 象 所 形成 的 凸 集 C, 在 (0,0) 处 有 一 条 水 平 承 托 直 线 
y = 0. 从 几何 上 看 ,函数 的 极 值 问题 就 是 要 求 函数 图 象 上 有 “局 部 水 平 承 托 超 
平面 "的 点 ,因此 在 不 光滑 而 又 能 具有 某 种 凸 性 的 情形 , 凸 集 承 托 定理 显然 可 
用 来 代替 费 马 定理 求 得 某 种 极 值 条 件 

凸 性 对 于 解决 条 件 极 值 问题 也 是 有 力 的 工具 在 这 里 不 详 说 了 . 还 要 指出 的 
是 : 当 函 数 非 凸 时 ,在 一 定 条 件 下 还 可 通过 函数 的 “ 凸 逼 近 ” 来 运用 凸 集 分 离 定 
理 ,或 者 考虑 使 函数 变 小 的 方向 集合 与 约束 条 件 所 允许 的 方向 集合 , 当 它 们 是 
凸 集 时 ,也 可 应 用 凸 集 分 离 定 理 .由 此 可 见 , 利 用 凸 集 分 离 定 理 可 以 得 到 很 强 的 
结果 .从 20 世纪 50 年 代 起 到 60 年 代 中 期 ,曾经 有 大 量 的 有 关 凸 集 和 凸 集 分 离 
定理 的 研究 ,并 且 用 它 处 理 了 许多 很 困难 的 极 值 问题 (例如 ,由 此 给 出 了 带 状态 
约束 的 庞 德里 雅 金 最 大 值 原理 的 证 明 ). 其 中 较 突出 的 有 美国 的 克利 (V.L. 
Klee) 和 苏联 的 杜 勃 维 茨 基 (A. 匈 . 瓦 y6oBrmkuii) 、 米 柳 金 (A.A.Mumomun) \ 保 
尔 强 斯 基 (B.T. 6orrrHckrit) 等 人 的 工作 . 

凸 集 分 离 定 理 得 到 的 结果 虽然 相当 漂亮 ,但 是 它 几 乎 完全 失去 了 费 马 定理 
的 “分 析 味 ” 或 者 说 “微分 学 味 ”. 能 不 能 用 凸 集 分离 定 理 建立 起 另 一 套 “ 微 分 
学 ”, 使 得 极 值 问 题 的 处 理 重新 再 回 到 费 马 定理 的 轨道 上 来 ?在 这 一 动机 的 驱动 
下 ,逐渐 形成 了 一 门 新 学 科 一 一 凸 分 析 . 开 这 门 学 科 先 河 的 除 上 述 的 一 些 研究 
凸 集 的 数学 家 之 外 ,还 有 丹麦 的 芬 凯 尔 ( 鸡 .Fenchel) 等 ,而 公认 的 莫 基 者 则 为 
法 国 的 莫 罗 (J.J.Moreau) 和 美国 的 洛 卡 菲 勒 (R.T.Rockafellar). 他 们 的 代表 著 
作为 莫 罗 1966 年 在 法 兰 西学 院 的 讲义 《 凸 泛 函 》 和 洛 卡 菲 勒 1970 年 的 书 《 凸 分 
析 ). 这 两 位 数学 家 把 导数 的 概念 对 凸 函数 进行 推广 , 而 提出 所 谓 “ 次 微分 
(subdifferential) ”的 概念 , 凸 函数 /xz) 在 * = xo 处 的 次 微分 定义 为 其 上 图 
(epigraph) 

epif = |(x,7) 1 f(x)< 7! 

《这 是 个 凸 集 ) 在 (xo, f(xo)) 处 的 承 托 超 平面 的 “标准 ”法 向 量 对 * 所 在 空间 的 
射影 全 体 . 当 x 方 向 只 有 一 维 且 f 在 x = xo 处 可 微 时 ,(xo,f(xo)) 处 的 承 托 超 平 
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面 即 法 向 量 为 (f(xo), - 1) 的 切线 其 在 x 方向 的 投影 正 是 (x0) .一般 情况 的 
“标准 ”法 向 量 即 指 最 后 一 个 分 量 为 - 1 的 法 向 量 . 如果 承 托 超 平面 只 有 一 个 ， 
那么 由 它 决定 的 “标准 ”法 向 量 的 射影 就 是 梯度 向 量 . 如 果 这 样 的 承 托 超 平面 
很 多 ,那么 该 函数 在 x = xo 处 就 不 可 导 了 ,但 却 有 次 微分 存在 .由 上 述 定义 ,一 
般 来 说 次 微分 映射 是 取 集 合 值 的 . 拿 最 简单 的 例子 /(x) = 1x 1 来 说 , 它 的 次 微 
分 映射 为 
{+1l},x>0 
af(x) = I[-1,1],x=0 
{-1i,x<0 
这 里 /在 x 处 的 次 微分 3f(x) 就 是 /的 上 图 
epif = {(x,7) llxlsy! 

在 点 (x, | x 1) 上 的 承 托 直线 的 “标准 "法 向 量 在 x 方向 的 射影 ( 即 斜率 ) 全 体 . 
在 原点 (0,0), 因 为 所 有 斜率 在 - 1 和 + 1 之 间 的 直线 都 是 承 托 直线 ,所 以 次 微 
分 是 集合 [- 1,1]. 

次 微分 这 个 名 称 并 不 妥当 ,因为 它 是 导数 或 梯度 概念 的 推广 ,而 并 非 是 微 
分 概念 的 推广 ,但 目前 大 家 已 习惯 于 这 个 名 称 . 有 了 这 个 概念 以 后 , 费 马 定理 又 
重新 有 了 出 路 .事实 上 , 凸 函 数 /(x) 在 x = xo 处 达到 最 小 值 的 条 件 可 表达 为 ， 
在 x = xo 处 的 次 微分 中 有 和 零 元 素 : 0 € 9/(xo). 其 几何 含义 是 点 (xo,f(x0)) 处 
上 图 epi f 的 承 托 超 平面 中 有 水 平 超 平面 .如 果 f(x) 在 x = xo 处 可 微 , 它 就 是 
费 马 定理 ,但 现在 它 包含 了 不 可 微 的 情形 . 不 但 如 此 ,由 于 凸 函 数 的 特点 ,现在 
这 一 条 件 不 仅 是 必要 的 ,而 且 还 是 充分 的 .这 样 , 对 于 凸 函 数 就 有 了 一 条 更 为 完 
善 的 费 马 定理 . 

更 有 意思 的 是 ,在 凸 分 析 中 通过 使 函数 取 广义 实 值 , 即 允 许 它们 取 + % ,还 
能 把 条 件 极 值 问 题 变 为 无 条 件 极 值 问题 . 由 此 出 发 , 洛 卡 非 勒 等 得 到 了 许多 有 
关 条 件 极 值 问题 的 结果 ,其 中 不 但 有 经 典 的 拉 格 朗 日 乘 子 法 则 ,而 且 连 本 来 无 
法 用 费 马 定理 处 理 的 线性 规划 问题 以 及 极 值 点 在 边界 上 的 情形 也 都 可 归结 为 
这 一 条 件 .有 限 区 间 上 的 线性 函数 的 最 小 值 点 上 ,也 可 用 相应 点 上 有 承 托 水 平 
直线 来 刻画 .至 此 ,在 涉及 的 函数 和 集合 都 是 西 的 情形 , 凸 分 析 就 使 费 马 定理 发 
展 到 了 顶点 . 它 不 但 能 处 理 有 限 维 的 最 优化 问题 ,也 能 处 理 无 限 维 的 变 分 学 问 
题 和 最 优 控 制 问题 .后 一 情况 尤其 是 在 法 国 的 莱 昂 斯 (J.L.Lions) 学 派 那里 得 
到 了 极为 广泛 的 深入 研究 . 

凸 分 析 是 一 门 有 趣 而 又 应 用 性 极 强 的 学 科 . 它 还 包含 共 生 变 换 .对 偶 性 等 
一 系列 很 有 用 的 内 容 .尽管 它 只 有 短 短 十 来 年 的 历史 ,其 许多 基础 内 容 却 已 进 
人 了 大 学 基本 课程 .这 种 情况 在 数学 发 展 史 上 也 是 很 少见 的 .但 是 , 凸 分 析 的 局 
限 性 也 是 明显 的 ,因为 函数 与 集合 的 凸 性 要 求 在 相当 多 的 实际 问题 中 是 不 能 达 
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到 的 .然而 这 对 数学 家 们 来 说 是 不 能 “容忍 " 的 ,他 们 能 眼看 着 他 们 自 户 万 能 的 
分 析 手段 在 如 此 多 的 问题 上 束手无策 吗 ?于 是 ,人 们 又 开始 了 对 "“ 非 凸 分 析 ”( 或 
者 说 一 般 的 “ 非 光滑 分 析 ”) 的 研究 .这 类 研究 可 以 说 是 花样 百出 、 各 显 神通 , 光 
是 与 凸 性 有 关 的 概念 就 提出 了 一 大 堆 , 诸 如 广义 凸 性 、 拟 凸 性 、 伪 凸 性 等 .自然 ， 
这 类 研究 中 不 少 是 相互 交叉 ,相互 重 登 的 .而 且 由 于 在 如 此 短 的 时 间 里 ,得 出 如 
此 多 的 概念 自然 也 是 泥 沙 俱 下 鱼龙混杂 . 因此 ,有 些 不 太 深入 的 结果 很 快 就 被 
淘汰 .而 洛 卡 菲 勒 的 学 生 加 拿 大 的 克拉 克 (F.H.Clarke)1975 年 提出 的 “广义 梯 
度 ” 的 概念 , 却 由 于 它 简 单 明了 、 性 质 良 好 ,立即 得 到 了 广泛 的 传播 , 并且 像 凸 
晒 数 的 次 微分 一 样 ,现在 已 成 了 一 个 经 典 的 概念 . 

克拉 克 的 广义 梯度 是 对 局 部 李 普 希 兹 (Lipschitz) 函数 提出 的 ,所谓 n 维 空 
间 R" 的 集合 Q 上 的 李 普 希 兹 函数 (x), 是 指 存在 常数 C, 使 得 对 于 任何 xi， 
x2€ 0, 有 

1f(x0) -f(x2) 1< Clx -x 
这 里 外 xi - xz |‖ 表示 xi,xz 间 的 距离 .所 谓 局 部 李 普 希 效 函 数 则 是 指 该 函数 在 
其 定义 域 的 每 一 点 的 某 个 领域 中 是 李 普 希 效 函数 . 容易 看 出 ,有 连续 偏 导数 的 
函数 是 局 部 李 普 希 兹 函数 ;也 可 证 明 连续 凸 函 数 是 局 部 李 普 希 兹 函数 .因此 ,这 
类 函数 包含 了 两 大 类 最 常见 的 函数 . 对 于 局 部 李 普 希 效 函 数 有 一 条 拉 德 马克 
(Rademacher) 定理 说 , 它 一 定 是 几乎 处 处 可 微 的 ,克拉 克 首 先 利用 这 点 把 局 部 
李 普 希 兹 函数 的 广义 梯度 定义 为 它 邻近 的 梯度 的 极限 点 的 闭 凸 包 , 即 包含 这 些 
极限 的 最 小 的 闭 凸 集 . 例 如 ,对 于 函数 y = | x 1 来 说 , 当 x > 0 时 , 它 有 连续 导 
数 恒 为 + 1, 故 导数 的 极限 也 是 + 1; 当 x < 0 时 ,情况 类 似 ;而 当 x = 0 时 ,邻近 
各 点 梯度 即 导 数 的 极限 点 有 + 1, -1 两 个 值 ,包含 这 两 点 的 最 小 闭 凸 集 为 [- 1， 
+ 本. 因此,f(x*) =1x | 的 广义 梯度 为 
1+1x >0 
af(x) =1[-1+l,z=0 
{-1l,x<0 

注意 ,这 与 y = 1x 1 的 次 微分 的 结果 一 样 .实际 上 ,克拉 克也 指出 了 当 函 数 为 连 
续 凸 函数 时 ,广义 梯度 也 就 变 为 次 微分 

除 此 以 外 ,克拉 克 还 提出 “广义 方向 导数 ”的 概念 (目前 文献 中 已 称 它 为 
“克拉 克 方 向 导数 ”) ,并 且 指 出 ,这 时 广义 梯度 为 满足 一 定 条 件 的 向 量 全 体 . 

广义 梯度 的 这 个 定义 的 特点 在 于 它 不 再 利用 拉 德 马克 定理 ,从 而 很 容易 推 
广 到 无 限 维 情形 . 克拉 克利 用 广义 梯度 的 概念 处 理 了 许多 最 优化 . 变 分 学 、 最 优 
控制 的 问题 ,其 中 的 出 发 点 就 是 对 局 部 李 普 希 兹 函数 的 极 值 问 题 来 说 , 费 马 定 
理 

0 € 3f(xo) 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


304 


From as To Wies 


成 立 . 克 拉克 的 工作 及 其 有 关 研 究 已 被 总 结 在 克拉 克 的 《最 优化 和 非 光滑 分 
析 》(1983) 一 书 中 . 

如 前 面 所 述 , 凸 函数 的 次 微分 定义 是 利用 切 向 量 和 法 向 量 推广 出 几何 意 
义 .但 是 克拉 克 却 反 过 来 用 广义 梯度 先 定义 任意 集合 ,然后 定义 函数 图 象 在 某 
点 的 切 向 量 集合 和 法 向 量 集合 .这 两 个 集合 都 是 闭 凸 锥 , 故 分 别称 为 切 向 锥 和 
法 向 锥 .具体 地 说 , 设 C 为 一 个 任意 点 集 ,d(x,C) 表示 点 x 到 C 的 距离 , 则 容易 
验证 d(x,C) 是 李 普 希 效 函数 .因此 ,可 以 定义 它 的 广义 梯度 9d(x,C) 和 克拉 
克 方 向 导数 d?(x,C;h).C 在 点 x 处 的 法 向 锥 就 定义 为 由 闭 凸 集 ad(x, C) 所 
生成 的 锥 ,而 C 在 点 * 处 的 切 向 锥 则 定义 为 满足 do(x,C;h) = 0 的 方向 的 全 
体 .既然 已 定义 了 集合 在 一 点 的 法 向 量 ,当然 也 就 可 以 确定 函数 的 图 象 中 的 任 
意 点 关于 上 图 的 法 向 量 ;在 这 些 法 向 量 中 取出 那些 “标准 ”法 向 量 ( 即 最 后 一 个 
分 量 为 - 1 的 法 向 量 ), 再 经 过 射影 ,就 可 作为 函数 在 对 应 点 的 广义 梯度 的 定 
义 .由 于 这 里 的 函数 没有 任何 限制 ,因此 克拉 克 的 这 个 广义 梯度 的 定义 也 就 广 
得 不 能 再 广 了 .也 就 是 说 ,不 管 函 数 如 何不 光滑 .不 正规 ,我 们 总 可 以 定义 出 它 
在 任何 点 上 的 广义 梯度 来 .尽管 对 于 这 一 广 得 不 能 再 广 的 广义 梯度 ,可 以 有 对 
于 局 部 极 小 (但 不 是 局 部 极 大 , 因为 它 是 对 上 图 定义 的 ) 的 费 马 定理 0 € 
9f(xo) 成 立 ,但 是 由 于 经 过 这 番 几 何 上 的 绕 圈子 ,这 种 “ 广 广义 梯度 ”在 分 析 上 
的 含义 很 复杂 ,不 好 把 握 . 因此 , 它 的 “ 广 广义 ”只 是 形式 上 的 ,实质 性 的 好 处 并 
不 多 ,不 过 后 来 , 洛 卡 非 勒 在 1980 年 的 一 篇 论文 中 指出 ,这 种 “ 广 广义 梯度 ”还 
是 可 以 对 于 某 些 比 局 部 李 普 希 兹 函数 类 更 大 的 函数 类 ,例如 ,方向 李 普 希 效 函 
数 类 ”得 到 较 好 的 应 用 . 

克拉 克 广 义 梯度 虽然 取得 了 很 大 的 成 功 ,但 也 有 不 少 弱 点 .最 主要 的 弱点 
在 于 :在 许多 情形 下 ,广义 梯度 集合 太 大 了 ,特别 是 当 函 数 在 某 点 有 通常 的 梯度 
时 , 它 在 该 点 的 广义 梯度 一 般 并 不 是 只 包含 这 一 通常 梯度 的 单 点 集 ( 仅 在 凸 函 
数 等 情形 有 保证 ). 克拉 克 自 己 就 构造 了 一 个 例子 :一 个 单 变量 李 普 希 效 函 数 的 
广义 梯度 处 处 为 [ - 1,1]. 从 构造 的 方法 来 看 ,这 样 的 例子 并 不 能 说 是 罕见 的 ， 
这 样 ,特别 是 对 极 值 问题 来 说 ,即使 问题 有 唯一 解 ,但 由 费 马 定理 0 € ar(xo) 
只 知 有 解 , 却 不 能 求 出 解 .这 当然 是 个 严重 的 缺陷 .为 了 克服 它 ,有 些 数学 家 就 
要 设法 缩小 广义 梯度 定义 的 集合 . 

从 一 般 的 无 限 维 空间 来 看 ,广义 梯度 和 法 向 锥 都 是 对 偶 空间 的 集合 .能 否 
不 涉及 对 偶 空间 来 完成 广义 方向 导数 与 切 向 锥 的 互相 定义 呢 ? 这 是 可 能 的 ,法 
国 的 奥 班 (J.P.Aubin) 通过 提出 集 值 映射 的 导数 概念 而 指出 以 下 的 概念 循环 关 
系 


305 He(oz3) 


广义 方向 导数 一 一切 向 锥 


函数 的 上 图 导数 一 一 集 值 映射 的 导数 


为 说 明 这 个 循环 关系 ,我 们 回顾 一 下 莱 布 尼 效 时 代 以 来 的 导数 与 切线 的 关系 . 
众所周知 , 单 变量 可 导 函 数 y = f(x) 在 x = xo 处 的 导数 1(xo) 可 解释 为 f(x) 
的 图 象 在 点 (xo,f(xo)) 处 的 切线 的 斜率 .这 里 实际 上 是 用 函数 的 导数 来 作为 函 
数 图 象 上 一 点 的 切线 的 斜率 的 定义 . 现在 如 果 我 们 有 办 法 先 定义 光滑 曲线 上 某 
点 的 切线 ,那么 该 如 何 来 定义 函数 的 导数 呢 ? 首 先 应 该 把 导数 理解 为 把 x 的 变 
化 量 (x - xo) 映 为 y 的 变化 量 (y - yo) 的 映射 . 这 个 映射 是 个 线性 映射 ， 
了 (x0) (x - xo) 对 应 (y - yo) ,而 它 的 图 象 恰好 就 是 函数 图 象 上 对 应 点 的 切线 
(原点 需 移 到 函数 图 象 上 的 对 应 点 (xo, yo)). 在 一 般 的 多 变量 情形 或 更 一 般 的 
抽象 空间 情形 ,如 果 函 数 是 光滑 的 , 则 其 梯度 与 函数 图 象 上 的 切 超 平面 之 间 仍 
有 类 似 的 对 应 关系 ,但 是 当 函 数 是 非 光滑 时 ,简单 地 照搬 这 种 对 应 关系 会 带 来 
不 合理 的 结果 .正如 我 们 前 面 所 看 到 的 , 它 经 常 需要 用 函数 的 上 图 来 过 渡 . 因 
此 , 奥 班 指出 ,如 果 我 们 有 了 某 种 切 向 锥 的 定义 后 ,不 应 立即 用 它 来 定义 函数 的 
广义 导数 ,而 是 应 该 用 它 先 来 定义 一 般 的 集 值 映射 的 导数 . 设 FF 是 空间 X 到 空 
间 Y 的 集 值 映 射 , 即 对 于 每 个 x € XX, 我 们 定义 了 一 个 空间 Y 中 的 集合 F(x). 下 
的 图 象 则 定义 为 
graph F = {(x,y)E XxYIyE F(x)| 

而 下 在 其 图 象 上 的 一 点 (xo,yo) 的 导数 可 定义 为 一 个 映射 ,其 图 象 恰 为 graph 严 
在 点 (xo,yo) 处 的 切 向 锥 . 这 个 定义 说 起 来 有 点 别扭 ,但 对 照 上 述 的 单 变量 情 
形 ,可 以 看 出 它 还 是 很 自然 的 .而 有 了 这 个 定义 以 后 ,我 们 可 把 一 个 函数 的 上 图 
看 做 某 个 集 值 映 射 的 图 象 ,从 而 定 出 所 谓 函 数 的 上 图 导数 .最 后 ,再 把 这 个 上 图 
导数 构成 的 集合 取 某 种 边界 ,就 能 得 到 函数 的 广义 方向 导数 . 至 于 由 广义 方向 
导数 来 定义 切 向 锥 我 们 前 面 已 经 做 过 , 即 通 过 距离 函数 4(x, C) 来 进行 . 

发 现 非 光 滑 分 析 的 这 个 循环 关系 的 意义 是 深远 的 .首先 ,很 明显 , 集 值 映射 
的 导数 的 定义 肯定 会 有 很 多 用 处 . 事实 上 , 奥 班 已 用 它 来 定义 凸 函 数 的 次 微分 
( 它 是 集 值 映射 ) 的 导数 ,也 就 是 是 函数 的 二 阶 导数 ,从 而 可 讨论 菜 些 凸 规划 的 
稳定 性 问题 .其 次 ,我 们 可 完全 从 几何 出 发 , 即 从 切 向 锥 的 定义 出 发 ,来 展开 非 
光滑 分 析 . 从 克拉 克 的 切 向 锥 出 发 ,我 们 就 可 得 到 克拉 克 的 广义 梯度 ;而 如 果 用 
20 世 纪 30 年 代 一 位 法 国 数学 家 博 里 刚 (G.Bouligand) 为 微分 几何 目的 而 提出 的 
一 种 切 向 锥 出 发 , 则 可 得 到 说 过 的 狄 尼 次 微分 . 奥 班 用 这 样 的 观点 在 他 与 埃 克 
朗 (I.Ekeland) 合作 的 新 书 《 应 用 非 线性 分 析 》(1984) 中 写 了 一 章 “ 非 光滑 分 
析 ”, 从 而 为 这 门 新 学 科 描 绘 了 一 幅 新 图 景 . 这 本 书 中 也 对 凸 分 析 作 了 新 的 处 
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理 , 史 树 中 教授 在 这 篇 介绍 文章 中 提醒 有 兴趣 阅读 这 本 书 的 读者 , 切 莫 错过 第 
492 页 上 的 评注 . 在 这 个 评注 中 , 奥 班 提 到 了 他 的 波兰 学 生 弗 兰 科斯 卡 (H. 
Frankowska) 的 工作 , 即 她 运用 了 界 于 克拉 克 锥 与 博 里 刚 锥 之 间 的 中 间 切 向 锥 ， 
由 此 可 得 到 另 一 套 非 光滑 分 析 . 而 我 们 在 弗 兰 科斯 卡 的 论文 中 则 可 读 到 ,实际 
上 这 三 种 切 向 锥 已 能 适合 常见 的 各 种 应 用 ,但 它们 不 能 互相 取代 . 

我 们 的 介绍 应 该 在 此 打住 了 .因为 再 往 前 走 就 会 涉及 更 多 的 不 太 成 熟 的 研 
究 . 这 一 简单 的 介绍 肯定 是 相当 不 全 面 的 .在 研究 课题 如 海 .研究 强手 如 林 的 今 
天 ,即使 只 就 “提出 非 光滑 函数 的 广义 导数 概念 ,推广 费 马 定理 ”这 样 一 个 小 主 
题 而 言 ,要 在 其 中 找 出 一 条 研究 主线 ,只 提 少 数 几 个 代表 人 物 ,也 是 非常 困难 
的 .数学 的 公理 化 方法 无 疑 是 20 世纪 中 出 现 的 最 有 用 的 科学 方法 之 一 . 但 是 ， 
如 果 有 一 批 粗 通 此 道 之 士 把 它 当成 一 种 高 级 游戏 而 竞赛 起 来 , 那 也 会 在 数学 界 
造成 灾难 . 非 光滑 分 析 的 浩瀚 文献 ,就 使 有 一 点 灾难 感 . 因为 从 表面 上 看 起 
来 ,在 这 个 题材 上 只 须 不 断 地 把 概念 和 定理 推广 就 行 了 . 而 把 一 个 概念 或 一 条 
定理 推 到 尽 可 能 广 的 地 步 , 则 是 今天 每 个 懂 点 公理 化 方法 的 数学 系 学 生 都 会 做 
的 事 .于 是 ,我 们 便 在 许多 数学 杂志 上 到 处 看 到 新 的 导数 的 发 明 . 这 些 琳琅 满 
目 . 各 有 千秋 的 新 发 明 ,要 有 植物 分 类 学 家 的 耐心 , 才 有 可 能 把 它们 理 出 个 头绪 
来 . 

然而 ,新 的 数学 方法 是 否 更 深刻 地 反映 客观 世界 的 数量 关系 ,并 不 是 由 它 
形式 上 是 否 漂亮 来 决定 的 ,最 终 还 是 要 看 它 能 否 解决 实践 中 提出 的 数学 问题 . 
与 克拉 克 广 义 梯度 概念 几乎 同时 出 现 的 广义 导数 概念 数 以 十 计 ,形式 上 很 难 比 
较 它们 的 高 下 ,广义 梯度 最 终 能 站 住 脚 全 在 于 它 的 大 量 应 用 . 当前 与 奥 班 的 集 
值 映射 导数 概念 同时 出 现 的 也 有 各 种 类 似 的 定义 .它们 谁 优 谁 劣 也 还 有 待 各 种 
数学 问题 的 检验 . 

费 马 定理 的 非 光 滑 新 发 展 ,从 凸 分 析 的 出 现 算 起 ,已 有 近 30 年 历史 . 至 今 
也 许 只 能 说 它 仅仅 是 粗 具 规模 .我 们 只 要 回顾 一 下 经 典 的 光滑 费 马 定理 的 影响 
几乎 遍及 数学 的 每 个 方面 ,就 可 设想 非 光 滑 费 马 定理 将 涉及 的 领域 该 有 多 大 ， 
从 洛 卡 非 勒 克拉克 等 这 些 名 家 的 新 近 工 作 来 看 ,他 们 目前 似乎 已 不 再 对 建立 
更 一 般 的 框架 感 兴趣 ,而 都 在 致力 于 具体 的 变 分 学 、 最 优化 等 问题 的 应 用 研究 ， 
这 也 是 势 在 必 行 .否则 学 科 的 发 展 是 没有 生命 力 的 . 

法 国 著名 数学 家 , 巴黎 第 九 大 学 和 综合 理工 学 院 教授 ,决策 数学 研究 中 心 
主任 , 非 线性 分 析 、 对 策 论 .数理 经 济 学 等 方面 的 许多 专著 的 作者 奥 班 教授 
(1982 年 奥 班 又 当选 为 法 国 彭 加 勒 数学 研究 所 主任 ) ,在 一 篇 文章 中 指出 :“ 正 如 
我 已 经 说 过 ,科学 史上 充满 着 在 物理 学 和 力学 中 利用 数学 比喻 的 例子 . 这 里 我 
只 须 提出 从 17 世纪 费 马 、 莱 布 尼 兹 和 牛顿 开始 ,人 们 从 未 停止 过 周而复始 地 回 
到 函数 导数 的 概念 .还 要 注意 的 是 ,在 过 去 ,如 果 说 费 马 和 莱 布 尼 兹 主要 是 被 数 
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学 原因 所 激发 (对 费 马 来 说 ,是 寻求 最 优 值 和 作 切 线 法 ), 那 么 牛顿 则 是 在 流 数 
的 定义 中 使 直觉 依靠 在 力学 上 面 . 这 一 时 代 以 后 , 伯 努 利 兄 弟 曾 对 一 类 成 为 变 
分 法 起 点 的 问题 进行 了 研究 .关于 变 分 法 ,即使 只 列举 那些 最 杰出 的 人 物 ,也 可 
以 说 它 已 经 被 打上 了 欧 拉 (18 世纪 )、 拉 格 朗 日 . 雅 可 比 (19 世纪 )、 彭 加 勒 和 希 
尔 伯 特 (20 世纪 初 ) 等 人 著作 的 烙印 ,并且 直至 今日 , 它 还 始终 是 许多 著作 的 论 
述 对 象 . 正 是 变 分 法 (以 及 成 为 物理 学 中 最 优先 考虑 的 模型 的 偏 微分 方程 ) , 促 
使 数学 家 逐步 脱离 过 分 窄 的 可 导 函 数 的 框架 . 许 瓦尔 效 极为 大 胆 地 引入 了 广义 
函数 (分 布 ) 这 样 的 数学 概念 , 它 比 通常 的 函数 更 为 一 般 , 而 且 由 于 无 限 次 可 
微 ,数量 又 足够 多 ,所 以 可 用 来 解决 众多 的 偏 微分 方程 .不 过 这 也 不 是 短 时 期 内 
就 能 办 到 的 事情 . 英国 物理 学 家 狄 拉 克 早 已 提出 过 一 些 形式 结果 , 而 勒 雷 
(Leray) 和 索 伯 列 夫 (Sobolev) 也 早已 指出 脱离 原 有 框架 的 必要 .而 且 这 还 不 够 ， 
因为 变 分 法 以 及 它 的 现代 变种 最 优 控制 理论 现在 正在 促使 数学 家 创造 一 系列 
新 的 导数 概念 ,以 利于 最 终 能 完善 地 采用 费 马 的 方法 !” 


4: 殴 马 定理 的 推广 与 神经 网 络 的 稳定 性 与 优化 计算 问题 


稳定 性 理论 在 美国 正 迅速 地 变 成 训练 控制 论 方面 的 工程 师 们 的 一 
个 标准 部 分 . 
一 一 美国 数学 家 拉萨 尔 (J.P.Lasalle) 


正如 史 树 中 教授 所 指出 :300 多 年 来 , 费 马 定理 本 身 被 不 断 推广 ,改进 和 深 
化 .同时 它 也 应 用 在 数学 中 的 各 个 领域 中 ,本 节 将 介绍 它 在 我 国 数学 家 记 晓 昕 
教授 关于 神经 网 络 的 稳定 性 及 最 优化 计算 中 的 一 个 应 用 . 廖 晓 昕 教授 1963 年 
毕业 于 武汉 大 学 ,现任 华中 师 大 数学 系 教授 ,1991 年 他 在 《科学 》 中 介绍 了 他 的 
一 些 工作 及 思考 .他 指出 :神经 网 络 的 研究 已 有 30 余年 的 历史 了 , 它 的 发 展 道 
路 是 不 平坦 的 , 曾 一 度 陷 人 低谷 ,主要 原因 是 由 于 传统 的 冯 “， 诺 伊 曼 型 数字 计 
算 机 正 处 于 发 展 的 全 盛 时 期 , 它 的 缺点 尚未 充分 暴露 出 来 ,人 们 陶醉 于 数字 计 
算 机 的 成 功 之 中 ,从 而 忽视 了 发 展 新 型 模拟 计算 机 及 人 工 智能 技术 的 必要 性 和 
追 切 性 . 

随 着 科学 技术 的 日 新 月 异 , 科 学 家 们 发 现 ,现行 计算 机 在 处 理 能 够 明确 定 
义 的 问题 和 概念 时 ,虽然 具有 越 来 越 快 的 速度 ,但 与 人 脑 的 功能 相 比 ,差别 很 
大 .近年 来 ,国际 上 的 不 少 计算 机 专家 在 探索 研究 模拟 人 脑 的 新 一 代 计 算 机 ,这 
大 大 地 促进 了 神经 网 络 理论 和 应 用 的 研究 . 
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1983 年 ,美国 加 州 理工 学 院 的 物理 学 家 霍 普 非 尔 德 (Hopfield) 提出 了 一 个 
神经 网 络 模型 ,首次 提出 了 能 量 函 数 ( 李 雅 普 诺 夫 (Liapunov) 函数 ) ,建立 了 网 
络 稳定 性 判 据 . 它 的 电子 电路 实现 为 神经 计算 机 的 研究 竟 定 了 基础 ,同时 开拓 
了 神经 网 络 用 于 联想 记忆 和 优化 计算 的 新 途径 . 之 后 ,许多 学 者 沿 着 他 的 基本 
思路 ,提出 了 不 同 的 模型 ,引进 了 不 同 的 能 量 函数 ,进而 得 到 了 一 系列 类 似 的 稳 
定性 判 据 及 优化 问题 的 结论 . 然而 近年 来 ,人 们 对 起 普 菲尔德 方法 襄 贬 不 一 , 众 
说 纷 经 ,因此 极 有 必要 仔细 研究 它 的 数学 理论 基础 .这 其 中 涉及 费 马 定理 推广 
形式 的 应 用 . 因为 许多 优化 问题 最 后 归结 到 求解 一 般 连 续 可 微 函 数 

V = F(x1,x2,°* ,xn) 
的 极 值 点 ,根据 极 值 存在 的 必要 条 件 , 即 费 马 定理 的 推广 形式 极 值 点 必须 满足 
方程 组 
AaF/axi A fi(x1,%,xn) = 0 
9F/9x2 A fax ,xn) = 0 (0) 
9F/axn A f(xi,,xn) = 0 

式 @ 的 解 集 也 叫 了 = (x4,…,x,) 的 驻 点 集 , 驻 点 集 包含 极 大 值 点 、 极 小 
值 点 ,逗留 点 . 当 f:(x1,…,x,)(i = 1,2,…,m) 是 多 项 式 时 , 便 是 代数 几何 的 
研究 范围 ， 

1991 年 是 俄国 数学 家 李 雅 普 诺 夫 著名 的 博士 论文 “运动 稳定 性 的 一 般 问 
题 " 发表 100 周年 .运动 稳定 性 理论 之 所 以 经 久 不 衰 ,成 为 自然 科学 、 工 程 技术 
甚至 社会 科学 中 人 们 普遍 感 兴趣 的 课题 ,是 因为 任何 一 个 实际 系统 总 是 在 各 种 
偶然 的 或 持续 的 干扰 下 运动 或 工作 的 ,在 承受 了 这 种 干扰 之 后 ,该 系统 能 否 还 
稳定 地 保持 预定 的 运动 或 工作 状况 ,这 是 必须 首先 考虑 的 . 美国 数学 家 拉萨 尔 
早 在 60 年 代 就 曾 说 过 :“ 稳 定性 理论 在 吸引 着 全 世界 数学 家 的 注意 , 而且 李 雅 
普 诺 夫 直 接 法 现在 得 到 了 工程 师 们 的 广泛 赞赏 .”“ 稳 定性 理论 在 美国 正 迅 速 地 
变 成 训练 控制 论 方面 的 工程 师 们 的 一 个 标准 部 分 .” 

自从 神经 网 络 理论 中 引进 李 雅 普 诺 夫 函 数 和 方法 以 来 ,人 们 对 李 雅 普 诺 夫 
稳定 性 理论 的 兴趣 日 益 浓厚 .这 里 只 介绍 与 神经 网 络 有 联系 的 自治 系统 稳定 性 
定理 的 原始 思想 和 精神 实质 ,进而 说 明神 经 网 络 稳定 性 中 的 若干 问题 . 

美国 物理 学 家 和 霍 普 非 尔 德 考虑 了 下 列 非 线性 连续 神经 网 络 模型 


du; ui 

| a Bry -站 + 
VW = a 

式 中 , R; 为 电阻 , C; 为 电容 , R;, C; 并 联 以 模拟 生物 神经 元 输出 的 时 间 常 数 ,而 


跨 导 7; 则 模拟 神经 元 之 间 互 连 的 突 触 特性 ,运算 放大 器 则 模拟 神经 元 的 非 线 
性 特性 ,xx 为 第 i 个 神经 元 的 输入 ,Yi 为 输出 . 


= 1,2,,n © 
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假设 C; > 0, V; = gi( wi) 为 严格 单调 可 微 函 数 , Ty = 人 .在 这 些 假 设 下 , 霍 
普 莫 尔 德 采用 如 下 的 李 非 普 诺 夫 函 数 ( 或 称 计算 能 量 西数 ) 
E(V)=-1 1 Dr - D+ DR) ee)ae 
1 及 


1 j=1 


沿 式 @ 的 运动 轨 线 对 E(V) 求 导 ,代入 假设 并 玫 理 得 


dE/di lo) <0 
而 dE/di 10) = Oe»sdVi/dt = 0e59E/3V, = 0¢> 
Dr — wi/Ri+t li=0,i= 1,2,,n 


据 此 ， 澳 普 非 尔 德 得 出 以 下 两 个 结论 : 

(1) 神经 网 络 系统 必然 演化 到 一 个 平衡 点 ,此 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 ,或 者 
说 整个 神经 网 络 系统 @ 是 稳定 的 . 

(2) 神经 网 络 的 这 些 渐 近 稳定 平衡 点 恰恰 是 能 量 E(V) 的 极 小 值 点 . 

长 期 以 来 ,人 们 对 均 普 菲尔德 这 两 个 结论 并 不 怀疑 ,而 且 对 第 二 个 结论 倍 
加 赞赏 ,只 是 认为 ,其 美中不足 的 是 所 得 极 小 值 点 不 一 定 是 全 局 极 小 值 点 , 且 只 
是 演化 的 收敛 区 域 未 给 出 . 

廖 晓 昕 教授 在 研究 当前 神经 网 络 稳定 性 及 优化 计算 中 的 数学 理论 问题 时 
指出 : 

(1) 瞪 普 菲尔德 方法 和 类 似 方法 最 大 的 优点 是 用 神经 网 络 电路 方法 ,通过 
解 的 演化 以 模拟 方式 ,迅速 地 找到 能 量 函数 B(Y) 的 某 些 驻 点 (注意 ,不 一 定 是 
极 小 值 点 ), 而 E(V) 的 驻 点 恰恰 是 神经 网 络 


C 全 = Dr -E+ 2 


的 平衡 解 ( 奇 点 ). 

前 面 已 谈 到 ,求解 一 个 非 线性 方程 组 是 非常 困难 的 .而 用 模拟 方法 ,只 要 构 
造 出 神经 网 络 电路 ,输入 一 个 初始 值 xo, 系统 便 能 自动 而 迅速 地 演化 到 一 个 依 
赖 于 此 初 值 xo 的 平衡 点 x" (xo). 这 正 是 其 新 颖 独到 且 令 人 极 感 兴趣 之 处 . 

(2) 然而 ,从 稳定 性 的 数学 理论 上 看 , 霍 普 菲尔德 方法 并 不 严格 .他 借助 于 
李 雅 普 诺 夫 直 接 法 思想 ,巧妙 地 构造 出 了 所 谓 计算 能 量 函 数 E(V), 却 对 李 雅 
普 诺 夫 稳定 性 理论 断章取义 . 李 雅 普 诺 夫 的 各 种 稳定 性 都 有 严格 的 数学 定义 ， 
被 研究 是 否 稳定 的 平衡 解 x = x ”本身 是 已 知 的 , 且 规 范 化 为 +*”= 0. 李 雅 普 
庶 夫 函数 的 数学 限制 (如 VY 是 正定 的 ,dV/dt 是 负 定 的 等 等 ) 都 是 十 分 严格 
的 ,通过 对 本身 的 限制 ,实质 上 是 把 系统 的 平衡 解 x = x*”= 0 和 了 函数 的 极 
小 值 点 x = 0 预先 人 为 地 对 应 起 来 ,把 轨 线 x(1,10,xo) 趋 于 原点 与 Y(x(t,to， 
x0)) A V(1) 一 0( 当 4 一 + o) 对 应 起 来 .因此 , 李 雅 普 诺 夫 定理 论证 严谨 ,结论 
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准确 .而 堆 普 菲尔德 神经 网 络 系统 的 平衡 位 置 却 是 未 知 的 ,x = 0 不 一 定 是 平衡 
位 置 .究竟 要 研究 哪个 平衡 位 置 的 稳定 性 ,给 定 一 个 具体 平衡 位 置 , 欲 知 它 是 否 
稳定 , 霍 普 菲 尔 德 方法 无 法 回答 ,缺乏 严格 的 定义 . 霍 普 菲尔德 构造 的 能 量 函 数 
在 数学 上 几乎 没 加 什么 假设 ,函数 本 身 的 极 值 点 和 神经 网 络 的 平衡 解 是 怎样 的 
一 种 对 应 关系 并 不 清楚 . 他 试图 通过 构造 F(Y) ,利用 神经 网 络 电路 的 演化 既 
找到 E(V) 的 极 小 值 点 ,解决 某 些 优化 问题 ,又 找到 神经 网 络 的 平衡 点 ,并 证 明 
这 些 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 .然而 ,这 一 般 是 不 对 的 . 

因 E(Y) 沿 方程 @ 的 轨 线 求 导 的 本 质 含义 是 将 解 x(1,to,xo) 代入 E(V) 
之 中 , 则 E(V(x(4,to,x0))) 4 E(1) 是 4 的 一 元 函数 .满足 dE(1)/dt = 0 的 点 
不 一 定 是 E 的 极 小 值 点 ,还 可 能 是 拐点 .因此 , 霍 普 菲 尔 德 找 到 的 只 是 极 小 值 
点 满足 的 必要 条 件 ,不 是 充分 条 件 .用 他 的 方法 找到 的 神经 网 络 的 奇 点 (或 平衡 
解 ), 可 能 是 李 雅 普 诺 夫 意义 下 的 渐 近 稳定 点 ,也 可 能 是 李 雅 普 诺 夫 意义 下 不 稳 
定 的 鞍点 型 奇 点 . 

(3) 现在 ,许多 人 对 于 霍 普 菲 尔 德 方法 得 到 的 平衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 , 又 
是 能 量 郴 数 E(V) 的 极 小 值 点 ,似乎 都 不 怀疑 ,只 是 认为 他 找到 的 是 局 部 渐 近 
稳定 点 ,E(V) 的 局 部 极 小 值 点 ,没有 给 出 局 部 渐 近 稳定 的 吸引 区 域 的 估计 , 没 
有 给 出 全 局 优化 的 计算 问题 .他 们 期 望 用 神经 网 络 本 身 的 模拟 方法 解决 吸引 区 
域 问题 及 全 局 优化 问题 ,这 恺 怕 是 极 难 的 . 因为 用 替 普 菲尔德 方法 找到 的 神经 
网 络 的 平衡 点 (或 E(V) 的 驻 点 ) 依赖 于 初始 值 xo, 从 不 同 的 xo 出 发 ,演化 可 能 
收敛 于 不 同 的 奇 点 (或 E(Y) 的 驻 点 ) ,即使 试验 多 次 ,输入 多 个 不 同 的 xo 值 , 演 
化 都 收敛 于 同一 奇 点 ,也 只 能 是 不 完全 归纳 .数学 是 演绎 科学 ,不 承认 没有 经 过 
严格 证 明 而 单 靠 有 限 次 实验 所 得 到 的 结论 . 

为 此 廖 晓 昕 教授 建议 :用 德 普 菲尔德 的 演化 模拟 方法 找 出 神经 网 络 的 奇 点 
(或 能 量 函 数 E(V) 的 驻 点 ) ,然后 再 借助 于 其 他 数学 方法 (如 成 熟 的 李 雅 普 诺 
夫 稳 定性 方法 ) 证 明 这 些 奇 点 哪些 是 稳定 的 ,哪些 是 不 稳定 的 ,哪些 是 能 量 函 
数 真正 的 极 小 值 点 ,哪些 则 不 是 . 渐 近 稳定 的 奇 点 的 吸引 区 域 也 可 借助 于 合适 
的 李 雅 普 诺 夫 函 数 来 估计 . 对 神经 网 络 有 兴趣 的 各 行 各 业 的 学 者 应 联合 起 来 ， 
互相 学 习 , 取 长 补 短 , 共 同 促进 神经 网 络 理论 和 应 用 的 蓬勃 发展 . 


5. 委 马 与 积分 思想 的 发 民 


线 是 由 点 构成 的 ,就 像 链 是 由 珠子 穿 成 的 一 样 ; 面 是 由 直线 构成 
的 ,就 像 布 由 线 织 成 的 一 样 ;立体 是 由 平面 构成 的 ,就 像 书 是 由 页 组 成 
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的 一 样 .不 过 ,它们 都 是 对 于 无 穷 多 个 组 成 部 分 来 说 的 . 
一 一 卡 瓦 列 里 (B.Cavalieri) 


积分 思想 是 近代 数学 中 的 重要 思想 , 费 马 为 它 的 创立 做 出 了 无 可 替代 的 工 
作 ,虽然 没有 最 后 完成 ,但 也 十 分 接近 ,需要 指出 的 是 费 马 的 积分 思想 并 不 是 赁 
空想 出 来 的 ,而 是 许多 古代 数学 家 杰出 思想 的 积累 的 必然 产物 . 可 以 说 定 积分 
的 思想 , 早 在 古 希 腊 时 代 就 已 经 萌芽 .大 连理 工大 学 的 杜 瑞 艺 教授 曾 撰文 指出 : 
公元 5 世纪 , 德 莫 克 利 特 (Democritus) 创立 了 原子 论 ,把 物体 看 做 是 由 大 量 的 微 


小 部 分 ( 称 为 原子 ) 登 合 而 成 的 ,从 而 求 得 锥 体 体积 是 等 高 等 底 柱 体 的 二 古 希 


腊 数 学 家 欧 多 克 斯 (Eudoxus) 又 提出 确定 面积 和 体积 的 新 方法 一 一 穷竭 法 (这 
一 方法 在 17 世纪 才 定 名 ), 从 中 可 以 清楚 地 看 出 无 穷 小 分 析 的 原理 . 欧 多 克 斯 
利用 他 的 方法 证 明了 一 系列 关于 面积 和 体积 的 定理 . 阿 基 米 德 成 功 地 把 穷竭 
法 ,原子 论 思想 和 杠杆 原理 结合 起 来 ,得 到 抛物 线 弓 形 面积 和 回转 锥 线 体 的 体 
积 ,他 的 种 种 方法 都 隐 含 着 近代 积分 学 的 思想 . 

数学 史 的 研究 ,不 仅 要 注重 内 史 还 要 涉及 外 史 , 即 当时 社会 状态 对 数学 的 
需求 与 影响 . 

17 世纪 ,这 是 一 个 由 中 世纪 过 渡 到 新 时 代 的 时 期 ,资本 主义 刚 开始 发 展 ， 
生产 力 得 到 解放 .生产 中 出 现 了 简单 的 机 械 , 并 逐步 过 渡 到 使 用 比较 复杂 的 机 
器 .工业 以 工场 手工 业 的 方式 转向 以 使 用 机 器 为 基础 的 更 完善 的 形式 . 生产 力 
的 发 展 影响 了 生产 关系 的 发 展 ,产生 了 工业 资本 .社会 经 济 的 发 展 和 生产 技术 
的 进步 促使 技术 科学 急速 向 前 发 展 . 例如 ,在 航海 方面 ,为 了 确定 船只 的 位 置 ， 
要 求 更 加 精密 的 天 文 观测 . 在 军事 方面 ,弹道 学 成 为 研究 的 中 心 课题 . 准确 时 钟 
的 制造 ,也 吸引 着 许多 优秀 的 科学 家 . 运河 的 开 溺 , 堤 坝 的 修筑 ,行星 的 椭圆 轨 
道理 论 , 也 都 需要 复杂 的 计算 .所 有 这 些 课题 都 极 大 地 刺激 了 数学 的 发 展 , 古 希 
腊 以 来 所 发 展 起 来 的 初等 数学 已 经 远 远 不 能 满足 当时 的 需要 了 ,于 是 一 个 史 无 
前 例 的 富 于 发 现 的 时 代 来 到 了 . 

在 这 一 时 期 ,研究 运动 成 为 自然 科学 的 中 心 问题 .数学 作为 自然 科学 的 基 
础 和 研究 手段 在 数学 研究 中 也 自然 而 然 地 引入 了 变量 和 函数 的 概念 ,数学 的 发 
展 处 于 从 初等 数学 (常量 数学 ) 向 高 等 数学 (变量 数学 ) 过 滤 的 时 期 . 标志 着 新 
时 期 的 开始 的 是 解析 几何 的 创立 , 紧 接 着 就 是 微 积分 的 兴起 . 

微 积 分 的 出 现 , 最 初 是 为 了 处 理 17 世纪 人 们 所 关注 的 几 类 典型 的 科学 问 
题 . 求 物 体 运动 的 瞬时 速度 , 求 曲线 的 切线 , 求 函 数 的 最 大 值 和 最 小 值 , 这 些 都 
是 微 积分 学 的 典型 问题 . 

古 希 腊 时 代 诡 辩 家 安 提 丰 (Antiphon) 在 研究 化 圆 为 方 问题 时 ,提出 了 一 种 
求 圆 面积 的 方法 ,后 人 称 之 为 “ 穷 况 法 .在 圆 内 作 一 内 接 正方 形 后 ,不 断 将 其 边 
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数 倍增 加 ,希望 得 到 一 个 与 圆 重合 的 多 边 形 , 从 而 来 “穷竭 ” 圆 的 面积 . 欧 多 克 
斯 受 安 提 丰 和 德 莫 克利 特 的 影响 ,试图 把 穷竭 法 建立 在 科学 的 基础 上 ,提出 了 
下 列 著名 原理 :“ 对 于 两 个 不 相等 的 量 , 若 从 较 大 量 减 去 大 于 其 半 的 量 ,再 从 所 
余 量 中 减 去 大 于 其 半 的 量 ,继续 重复 这 一 步骤 , 则 所 余 之 量 必 小 于 原来 较 小 的 
量 .” 如 果 反 复 执行 原理 所 指出 的 步骤 , 则 所 余 之 量 要 多 小 就 有 多 小 .这 一 原理 
是 近代 极限 理论 的 雏形 . 欧 多 克 斯 和 阿 基 米 德 都 利用 穷竭 法 求 出 了 一 系列 平面 
图 形 的 面积 和 立体 的 体积 . 

穷竭 法 虽然 是 建立 在 较为 严格 的 理论 基础 上 ,但 是 ,由 于 缺乏 一 般 性 ,即使 
是 对 于 比较 简单 的 问题 也 必须 采用 许多 技巧 ,其 结果 又 往往 得 不 到 准确 的 数字 
解答 .所 以 在 一 段 时 间 里 ,此 法 遭 到 冷落 ,后 因 阿 基 米 德 而 复兴 .17 世纪 初期 ， 
阿 基 米 德 的 工作 在 欧洲 被 重新 研究 .成 批 的 学 者 对 面积 .体积 \ 曲 线 长 和 重心 问 
题 产 生 了 极 大 兴趣 ,于 是 穷竭 法 先是 被 逐步 修改 ,最 终 为 现代 积分 法 所 代替 . 

在 17 世纪 ,第 一 个 阐述 阿 基 米 德 方法 并 推广 应 用 的 是 德国 天 文学 家 、 数 学 
家 开 普 勒 .他 在 研究 天 体 运动 问题 时 ,不 知 不 觉 地 遇 到 了 类 似 无 穷 小 量 的 一 些 
概念 .他 建立 了 运用 这 些 概念 的 一 种 特殊 方法 ,我 们 称 之 为 “无 限 小 元 素 法 ”. 

据说 开 普 勒 曾 被 体积 问题 所 吸引 ,这 是 因为 他 注意 到 酒 商用 来 量 酒 桶 体积 
的 方法 不 精确 . 开 普 勒 为 了 求 一 个 酒 桶 的 最 佳 比例 ,结果 导致 他 决心 写 一 部 完 
整 的 计算 体积 的 论著 一 一 《 酒 彬 的 新 立体 几何 》)(《New Solid Geometry of Wine 
Barrels》,1615). 一 位 富翁 曾 劝 告 他 的 儿子 说 :* 只 想 喝 一 杯 牛奶 ,何必 买 下 一 头 
奶牛 "但 数学 家 的 思维 却 恰恰 相反 , 他 们 往往 会 为 了 解决 一 个 特殊 问题 而 去 
发 展 一 套 庞大 的 理论 .这 部 著作 包括 三 部 分 内 容 :第 -- 部 分 是 阿 基 米 德 式 的 立 
体 几 何 , 带 有 附录 ,其 中 有 个 阿 基 米 德 没 讨论 过 的 问题 ;第 二 部 分 是 对 奥地利 酒 
桶 的 测量 ;第 三 部 分 讲 应 用 . 

开 普 勒 所 使 用 的 方法 的 要 点 是 ,在 求 线段 和 弧 的 长 度 ,平面 图 形 的 面积 、 物 
体 的 体积 时 ,他 把 被 测量 的 量 分 成 很 多 非常 小 的 部 分 ,然后 利用 几何 论证 求 这 
些小 部 分 的 和 .因此 ,我 们 称 之 为 “无 限 小 元 素 法 ”. 这 种 方法 是 现代 积分 法 的 前 
奏 , 它 明显 地 带 有 希腊 数学 家 德 莫 克利 特 “ 原 子 论 ” 的 遗风 . 

开 普 勒 的 著作 从 最 简单 的 求 圆 面积 开始 ,他 把 圆 看 成 是 边 数 为 无 限 的 多 边 
形 , 圆 的 面积 看 成 是 由 无 限 多 个 顶点 在 圆心 .以 多 边 形 的 边 为 底 的 无 限 小 的 等 
腰 三 角形 所 组 成 .因此 , 圆 面 积 等 于 圆周 长 与 边 心 距 一 一 在 边 数 无 穷 时 即 是 圆 


的 半径 一 一 乘积 之 半 , 即 2xr = xr?. 开 普 勒 用 同样 方法 计算 球 的 体积 ,他 
把 球 看 成 是 由 无 限 多 个 顶点 在 球 心 , 底面 构成 球 的 表面 的 无 限 小 的 锥 体 所 组 
成 .因此 , 球 的 体积 等 于 球 的 表面 积 与 半径 乘积 的 三 分 之 一 , 即 4rr ， 可 = 
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卡 瓦 列 里 


(B.Cavalieri, 

1598 一 1647) 总 
大 利 数学 家 . 生 
于 米兰 , 卒 于 波 


伦 亚 . 


圆 环 即 一 个 圆 绕 它 所 在 平面 上 且 在 圆 外 的 一 条 轴 旋 转 一 周 所 形成 的 立体 . 
开 普 勒 在 求 圆 环 体积 时 ,用 无 穷 多 个 通过 旋转 轴 的 平面 把 圆 环 截 成 许多 很 小 的 
部 分 ,这 些小 部 分 很 像 弯曲 的 圆柱 体 . 开 普 勒 以 一 个 直 圆柱 来 代替 奇 圆柱 ,这 个 
直 圆柱 的 底 就 是 用 以 旋 轴 的 圆 . 他 认为 这 个 小 的 直 圆柱 与 截 得 弯 圆 柱 等 积 . 开 
普 勒 把 从 圆 环 中 截 出 的 每 一 份 弯 圆 柱 都 用 相应 的 直 贺 柱 来 代替 ,并 把 它们 释 合 
起 来 ,这 样 得 到 一 个 直 圆柱 与 圆 环 等 积 . 

当 旋转 轴 在 已 知 圆 的 内 部 时 , 开 普 勤 把 这 种 特殊 情形 的 圆 环 称 之 为 “苹果 ” 
或 “柠檬 ”. 这 就 是 说 ,由 圆 的 比 半圆 大 的 弓形 绕 它 的 弦 旋 转 所 得 到 的 旋转 体 叫 
做 “苹果 ”, 而 比 半圆 小 的 弓形 绕 它 的 弦 旋 转 所 得 的 旋转 体 叫 做 “柠檬 ”. 开 普 勒 
求 出 这 种 ”苹果 ”的 体积 等 于 用 平面 从 圆柱 中 截 出 的 攀 形 的 体积 . 

开 普 勒 这 种 用 同 维 的 无 穷 小 元 素 之 和 来 确定 面积 和 体积 的 方法 ,是 建立 在 
他 思想 中 的 连续 性 原则 的 基础 上 的 . 早 在 1604 年 , 他 的 《天 文学 的 光学 部 
分 》(《Ad Vitellionem Paralipomena, quibus Astronomiae pars Optica Tradidur)) 中 
就 出 现 了 “一 个 数学 对 象 从 一 个 形状 能 够 连续 变 到 另 一 形状 ” 的 思想 . 因此 ,在 
把 贺 看 成 是 无 穷 多 个 三 角形 之 和 时 ,他 认为 两 种 图 形 本 质 上 没有 什么 区 别 . 有 
时 他 也 认为 面积 就 是 直线 之 和 . 

开 普 勒 的 思想 和 方法 影响 了 意大利 的 一 位 大 几何 学 家 ,这 就 是 伟大 的 天 文 
学 家 ,机 械 工 程 师 ,物理 学 家 伯 里 略 的 学 生 卡 瓦 列 里 .他 把 开 普 勒 的 无 限 小 元 素 
法 发 展 成 为 著名 的 “不 可 分 原理 ”. 伽 里 略 对 他 的 工作 给 予 了 极 高 的 评价 ,认为 
他 是 当时 最 卓越 的 数学 家 之 一 ,他 的 才能 不 亚 于 阿 基 米 德 . 

卡 瓦 列 里 生 于 意大利 的 米兰 (Milan) ,早年 得 到 良好 的 教育 ,后 来 任 波 伦 那 
大 学 教授 (1629 ~ 1647). 著 有 圆锥 论 (1632) ,三 角 学 (1632) .光学 和 天 文学 等 方 
面 的 书 . 卡 瓦 列 里 的 最 大 贡献 是 提出 了 "不 可 分 原理 "(Principle of indivisibles) . 
他 的 思想 方法 对 于 17 世纪 上 半 叶 微 积分 发 展 所 遵循 的 路 线 的 影响 是 巨大 的 ， 

卡 瓦 列 里 在 他 的 重要 著作 《连续 不 可 分 几何 》(《Geometria Indivisibilibus 
Continuorum nova Quadam Ratione Promota》，1635, 波 伦 那 ) 中 指出 ,面积 是 由 无 
数 个 平行 线段 构成 的 ,体积 是 由 无 数 个 平行 平面 构成 的 . 他 分 别 把 这 些 个 体 叫 
做 面积 和 体积 的 不 可 分 元 素 . 

卡 瓦 列 里 认为 不 可 分 元 素 充满 了 已 知 平面 或 空间 图 形 .为 此 ,他 引入 了 “全 
体 不 可 分 元 素 之 和 ”的 概念 ,以 便 在 两 块 面积 或 两 个 立体 之 间 进 行 比较 . 


E a 
为 了 计算 > oz( 即 | zzdz) , 卡 瓦 列 里 令 
> = > (zt+y)2 = xz2+2>)oy+ Dr = 2 +2D)xy 


令 z*= 和 -zy= 生 +z, 因 此 
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经 过 计算 不 难得 出 
a 
-2 
3 B a B 
于 是 >)o = 42)x? - >)x2 
4 4 4 
. 1 
即 Sr= 3 


” 4 
这 相当 于 得 | ”xzdz = 二 .这 里 卡 瓦 列 里 以 >oz 表示 边 长 为 的 正方 体 
4 
的 体积 . 
用 类 似 的 方法 考虑 


a a 
De = > (rz+y)3 
4 1 
a 
可 得 出 > )xz3 = 
1 
由 此 可 推出 一 般 的 结果 


站 n+l 
这 些 元 素 之 和 的 比 作为 面积 与 体积 之 比 . 从 比较 两 个 立体 的 不 可 分 元 素 出 发 ， 
上 瓦 列 里 得 到 下 列 著 名 的 定理 : 
如 果 两 个 立体 等 高 , 且 它们 的 与 底 有 相等 距离 的 平行 截面 恒 成 定 比 , 则 这 
两 个 立体 的 体积 之 比 就 等 于 这 个 定 比 . 
除了 上 述 定理 之 外 , 卡 瓦 列 里 还 发 明 了 一 种 计算 定 积分 | xdx 的 方法 .我 


0 
们 用 现代 的 术语 和 符号 来 讨论 他 的 方法 . 
设 正方 形 4BCD 边 长 为 ,联结 4C 得 到 两 个 全 等 三 角形 .以 x 和 y 分 别 表 
示 两 个 三 角形 中 平行 于 BC 边 之 截 线 , 因 此 在 任何 位 置 都 有 x* + y = a. 这 里 %， 


ya 分 别 表示 两 个 三 角形 和 正方 形 的 不 可 分 元 素 , 它们 的 面积 用 D3 7 
Fr 
a 
> 来 表示 .这 里 的 “不 可 分 元 素 之 和 ” 即 “ 线 段 之 和 ”. 因为 人 4BC 与 A4DC 
面积 相等 ,它们 之 和 等 于 正方 形 的 面积 , 即 
a a 到 
> + > = Da 


4 


315 tI = 223) 


沃 列 斯 (J. 
Wallis, 
1616 一 1703), 英 
国 数学 家 . 生 于 
肯特 那 , 卒 于 牛 
津 . 


所 以 Se (| za = 号 ) 
过 0 
这 实际 上 等 价 于 定 积分 


这 个 定理 在 欧洲 称 卡 瓦 列 里 定理 . 事实 上 ,我 国 数学 家 祖 蜡 (祖冲之 的 儿 
子 ) 早 在 公元 6 世纪 就 提出 了 同样 内 容 的 定理 :“ 短 势 既 同 , 则 积 不 容 异 "(“ 宕 ” 
是 截面 积 ) , 比 卡 瓦 列 里 早 1 100 年 以 上 ! 

卡 瓦 列 里 计算 到 n = 9. 这些 具有 普遍 性 的 结果 对 定 积分 概念 的 发 展 具有 
深远 的 影响 . 卡 瓦 列 里 的 《连续 不 可 分 几何 》 在 微 积分 历史 上 具有 重要 地 位 , 许 
多 研究 几何 学 中 无 限 小 问题 的 数学 家 还 乐于 引用 并 推崇 它 .事实 上 , 卡 瓦 列 里 
距 现 代 积分 学 的 观念 还 很 远 ,他 的 理论 只 不 过 是 希腊 入 的 穷竭 法 向 牛顿 莱 布 
尼 兹 微 积 分 学 的 一 种 过 渡 而 已 . 卡 瓦 列 里 本 人 似乎 也 只 是 把 他 的 方法 看 做 避免 
穷竭 法 的 实用 的 几何 措施 ,而 对 这 种 方法 的 逻辑 基础 毫 无 兴趣 . 在 他 的 著作 中 
完全 回避 代数 方法 ,只 使 用 古代 数学 家 的 几何 方法 ,因此 不 可 分 原理 遭 到 同时 
代 人 的 批评 .在 卡 瓦 列 里 所 处 的 那个 时 代 ,代数 符号 的 使 用 已 经 相当 流行 了 . 如 
果 他 使 用 代数 符号 ,也许 会 比较 简单 和 精密 地 解决 他 所 提出 的 问题 . 

卡 瓦 列 里 这 样 不 注意 数学 严密 性 的 要 求 ,使 许多 数学 家 对 他 的 不 可 分 原理 
的 可 靠 性 表示 了 怀疑 . 意大利 数学 家 托 里 拆 利 (E.Torricelli,1608 一 1647) ,英国 
数学 家 沃 利 斯 法 国 数学 家 巴 斯 卡 (B.Pascal,1623 一 1262) ,都 力图 把 卡 瓦 列 里 
的 不 可 分 原理 算术 化 .特别 是 费 马 也 对 卡 瓦 列 里 的 结果 给 出 较为 严密 的 证 明 ， 

例如 , 费 马 在 计算 曲线 y = x? 下 的 面积 时 ,放弃 了 不 可 分 元 素 ,而 以 等 距 
离 的 纵 坐 标 把 面积 分 成 窗 长 条 ,并 依据 不 等 式 


Jet1 
I"+2+ +(k-1)"< 


人 
也 得 到 了 相当 于 定 积分 | xdx = -2 的 结果 . 
0 n+l 


对 于 形 如 ww? = 7 的 抛物 线 , 费 马 把 函数 y = x” 的 图 象 下 的 面积 不 是 按 等 
距离 的 纵 坐 标 分 为 窜 长 条 ,而 是 在 横 轴 上 取 坐 标 为 


ER 


的 点 ,这 里 。 < 1. 然 后 在 这 些 点 上 作 纵 坐标 , 则 相 邻 长 条 间 的 面积 将 形成 无 穷 
几何 级 数 .由 此 费 马 求 得 矩形 之 和 为 


p+/9(— 1=e— 
六 (1 — elP+q)/q 


费 马 指出 ,为 了 求 得 这 种 抛物 线 下 的 面积 ,不 仅 要 有 无 限 多 个 这 种 矩形 ,而 
且 每 个 矩形 的 面积 必须 为 无 限 小 .为 此 ,他 首先 作 变换 。= 三 ,于 是 上 述 和 式 


1<1 +2 + 
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成 为 
1- 8 
1- E's 


(1- E)(l+E+E r+...+hE-') 
(1- E)(1+E+E+E'!) 


wl )= 


(p+q) 
约 去 因子 (1 - 下， 再 令 。 = 1, 则 E = 1 从 而 和 式 等 于 名 .此 即 计算 定 积 
分 
[ wax = P+ gp+9)/g 
0 9 


费 马 实质 上 是 运用 极限 思想 求 出 了 形 如 人 的 不 定式 的 值 , 他 还 把 这 一 结 


果 推广 到 负 指数 . 从 这 个 意义 上 说 , 费 马 的 思想 方法 已 经 接近 现代 的 积分 学 . 拉 
格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 和 傅 里 叶 都 曾 称 费 马 是 “ 微 积 分 的 真正 的 发 明 者 ", 但 是 , 泊 松 
正确 地 指出 :“ 费 马 没有 认识 到 求 积 问 题 是 求 切线 问题 的 逆 运 算 .” 


317 tI =e(e3) 


下 篇 


houghts in the Proof to 
the Fermat's Last Theorem 


着 于 这 并 


法 兰 西 骄子 


1 法兰西 矣 子 一 一 近年 来 拷 菲 尔 辣 奖 和 
活 尔 夫 奖 的 法 国 数论 及 代数 几何 大 师 


对 一个 国家 或 民族 来 说 ,评价 其 数学 成 就 的 大 小 ,两 个 
比较 重要 的 参考 指标 是 非 尔 兹 奖 与 沃 尔 夫 奖 的 获奖 人 数 . 非 尔 
_\ | 效 奖 素 有 数学 界 的 诺 贝尔 奖 之 誉 , 它 是 奖 给 40 岁 以 下 的 杰出 数 
/人 | 学 家 .而 沃 尔 夫 奖 则 是 一 种 终身 成 就 奖 ,华人 在 这 两 种 大 奖 中 各 
有 一 人 获奖 .1982 年 ,由 于 在 微分 几何 、 偏 微分 方程 中 的 出 色 工 
作 , 丘 成 桐 获得 了 菲 尔 效 奖 ,陈省身 则 由 于 其 在 整体 微分 几何 方 
面 的 出 色 工作 ,于 1983 年 获 沃 尔 夫 奖 .而 法 国人 则 在 这 两 个 大 
奖 中 占有 非常 多 的 位 置 ,限于 本 书 的 范围 ,我 们 仅 选择 与 费 马 大 
定理 近代 发 展 有 关 的 几 位 获 两 项 大 奖 之 一 的 法 国 数学 家 .介绍 
他 们 的 生平 与 工作 ,一 是 使 读者 了 解数 论 及 代数 几何 在 法 国 的 传 
统 地 位 以 及 对 今天 的 影响 .也 就 是 说 ,法 国 数学 家 或 为 费 马 大 定 
理 的 解决 直接 提供 了 有 用 的 工具 ,或 是 间接 推动 了 许多 重要 结果 
的 产生 .二 是 使 读者 了 解 是 许多 人 共同 营造 了 费 马 大 定理 获 证 的 
氛围 .0 关于 数学 的 发 展 ,人 们 一 般 乐于 引用 汉 克 尔 (H. Hankel) 


如 


外 注 :本 节 许多 材料 是 取 自 于 硼 作 玄 的 《 菲 尔 兹 获奖 者 传 ), 及 李 心 灿 的 (数学 大 师 》. 
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的 那 句 著名 的 话 :“ 在 大 多 数学 科 里 ,一 代 人 要 推倒 另 一 代 人 所 修筑 的 东西 ,一 
个 人 所 建立 的 另 一 个 人 要 加 以 摧毁 .只 有 数学 ,每 一 代 人 都 能 在 旧 的 大 厦 上 添 
建 一 层 新 楼 ." 这 是 数学 发 展 渐进 观 的 宣言 , 它 明确 地 指出 了 数学 与 其 他 科学 的 
发 展 模式 之 不 同 . 饮 水 思源 , 怀 尔 斯 的 证 明 的 得 到 不 是 偶然 的 而 是 许多 数学 大 
师 共同 积累 的 产物 ,其 中 当 首 推 费 马 的 老乡 们 . 
* 最 年 轻 的 菲 尔 兹 奖 得 主 一 一 让 * 皮 埃 尔 ` 塞 尔 (Jean Piere Serre) 

塞 尔 在 1954 年 获 非 尔 兹 奖 时 ,还 不 满 28 岁 ,他 是 迄今 为 止 的 获奖 者 中 年 
纪 最 小 的 .外 尔 在 介绍 他 和 小 平 邦彦 的 工作 时 说 :“ 数 学 界 为 你 们 二 位 所 作 的 工 
作 感到 骄傲 . 它 表明 数学 这 棵 长 满 节 瘤 的 老 树 仍然 充满 着 汗液 与 生机 .” 他 还 用 
一 句 语重心长 的 话 勉励 他 们 :“ 愿 你 们 像 过 去 一 样 继续 努力 1" 第 二 年 外 尔 去 世 
了 ,可 是 他 的 希望 并 没有 落空 , 塞 尔 等 人 所 做 的 研究 大 大 推动 了 数学 的 发 展 , 改 
变 了 数学 的 面貌 , 塞 尔 本 人 也 成 为 当代 数学 界 的 领袖 人 物 之 一 

1926 年 9 月 15 日 , 塞 尔 生 于 法 国 南部 的 巴 热 斯 .他 的 父母 都 是 药剂 师 ， 他 
在 尼 姆 斯 上 中 学 ,从 小 就 显露 出 非凡 的 数学 才能 .1944 年 8 月 ,德军 占领 巴黎 
时 ,他 还 不 满 18 岁 , 就 考 进 高 等 师范 学 校 读书 . 老 一 辈 的 布尔 巴 基 成 员 都 是 该 
校 的 毕业 生 .由 于 第 二 次 世界 大 战 的 影响 ,布尔 巴 基 成 员 很 久 没有 集体 活动 了 ， 
这 时 又 重新 聚首 ,筹划 新 的 活动 .1948 年 底 ,布尔 巴 基 讨论 班 恢复 正常 活动 , 主 
要 是 介绍 国际 上 最 重要 的 数学 成 就 ,其 中 有 不 少 就 是 布尔 巴 基 学 派 成 员 自己 的 
工作 .与 此 同时 ,小 卡 当 主持 的 卡 当 讨论 班 也 正式 开办 ,他 从 代数 拓扑 学 人 手 ， 
整理 近年 来 拓扑 学 及 有 关 领 域 的 成 就 ,来 培养 一 代 新 人 . 塞 尔 正 是 从 这 时 开始 
走 上 他 的 科学 道路 . 

塞 尔 之 前 , 菲 尔 兹 奖 主要 授予 在 分 析 方 面 做 出 重大 成 就 的 数学 家 ,在 塞 尔 
之 后 ,主要 授予 在 拓扑 学 及 代数 几何 学 中 有 杰出 贡献 的 数学 家 . 塞 尔 正 是 由 于 
代数 拓扑 学 的 工作 而 获奖 的 

19 世纪 末 , 彭 加 勒 开创 了 代数 拓扑 学 的 新 方向 .其 后 荷兰 .苏联 、 波 兰 、 瑞 
士 ,德国 ,英国 ,美国 ,捷克 等 国都 有 许多 人 从 事 该 项 研究 , 唯 独 法 国 似乎 无 人 问 
津 . 早 在 20 世纪 20 年 代 中 期 ,布尔 巴 基 学 派 的 创始 人 就 意识 到 这 门 学 科 的 重 
要 性 ,20 世纪 30 年代 中 期 ,开始 积极 探索 这 方面 的 路 子 ,并 取得 了 一 些 成 就 . 
像 埃 瑞 斯 曼 引进 纤维 从 的 概念 以 及 他 对 格拉 斯 曼 流 形 上 同调 环 的 工作 都 对 后 
来 发 展 有 很 重要 的 影响 . 

塞 尔 开始 进行 拓扑 学 研究 时 ,同调 论 已 经 有 了 相当 的 发 展 ,而 与 此 相关 的 
同 伦 论 则 右 足 不 前 . 头 一 个 拦路 虎 是 同 伦 群 的 计算 , 连 最 简单 的 球面 的 同 伦 群 
至 今 还 没有 完整 的 结果 . 塞 尔 工作 之 前 , 像 庞 德里 亚 金 这 样 的 数学 家 对 同 伦 群 
的 计算 都 出 了 大 错 ,这 时 20 岁 出 头 的 塞 尔 开始 向 这 一 门 极为 困难 的 年 轻 学 科 
进攻 ,他 的 工作 完全 改变 了 这 门 学 科 的 面貌 
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从 1949 年 到 1954 年 五 年 间 , 塞 尔 在 卡 当 的 指导 下 ,发 展 了 纤维 从 的 概念 ， 
得 出 一 般 纤 维 空间 概念 .对 于 一 般 纤维 空间 ,他 利用 勒 瑞 等 数学 家 研究 的 谱 序 
列 等 一 系列 工具 解决 了 纤维 、 底 空间 全 空间 的 同调 关系 问题 ,并 由 这 个 结果 证 
明 同 伦 群 的 头 一 个 重要 的 一 般 结论 :除了 以 前 知道 的 两 种 情形 之 外 ,球面 的 同 
伦 群 都 是 有 限 群 .可 以 毫 不 夸张 地 说 , 塞 尔 1950 年 的 这 篇 博士 论文 使 这 个 问题 
发 生 了 巨大 的 变化 . 

不 仅 如 此 , 塞 尔 引进 局 部 化 方法 把 求 同 伦 群 的 问题 加 以 分 解 ,得 出 一 系列 
重大 结果 ,他 的 方法 到 20 世纪 70 年 代 又 有 了 更 新 的 发 展 .另外 他 证 明了 上 同 
调运 算 与 某 一 空间 的 上 同调 之 间 的 对 应 关系 ,从 而 把 上 同调 运算 系统 化 ， 

塞 尔 在 20 世纪 50 年 代 初 还 在 同调 代数 方面 做 了 许多 重要 工作 ,促使 同调 
代数 这 门 学 科 的 诞生 .同调 代数 实际 上 是 把 代数 拓扑 学 的 方法 应 用 于 代数 学 研 
究 .这 个 重要 工具 形成 之 后 ,立即 对 抽象 代数 以 及 其 他 许多 分 支 产 生 了 重要 影 
响 , 塞 尔 本 人 在 1955 年 就 得 出 了 正则 局 部 环 的 同调 刻画 . 

1954 年 之 后 , 塞 尔 的 工作 转向 代数 几何 学 及 复 解析 几何 学 的 领域 .他 在 普 
林 斯 顿 的 时 候 ,帮助 德国 数学 家 赫 采 布 鲁 赫 把 代数 几何 学 的 中 心 定 理 一 一 
黎 曼 - 治 赫 定 理 推广 到 高 维 代数 徐 . 原 来 这 个 定理 只 对 代数 曲线 作出 过 证 明 ， 
后 来 小 平 邦 闫 将 其 推广 到 代数 曲面 ,而 对 于 三 维 以 上 的 代数 簇 , 连 黎 曼 - 洛 赫 
定理 的 形式 也 还 不 清楚 . 塞 尔 以 其 深刻 的 洞察 力 得 出 了 这 个 表示 ,从 这 个 表示 
出 发 ,后 来 又 有 许多 推广 ， 

1955 年 , 塞 尔 写 了 “凝聚 代数 层 " 及 “代数 几何 学 与 解析 几何 学 "两 篇 文章 ， 
这 两 篇 文章 经 常 以 FAC 及 GAGA 的 缩写 被 多 次 引用 ,成 为 现代 数学 的 新 经 典 
文献 .在 第 一 篇 文章 中 ,他 运用 勒 瑞 在 1945 年 发 表 的 “ 层 " 的 理论 研究 多 复 变 函 
数论 ,后 来 又 将 其 应 用 于 代数 几何 学 的 研究 .在 后 一 篇 文章 里 ,他 发 现代 数 几 何 
学 与 解析 几何 学 之 间 的 平行 性 .这 里 解析 几何 学 并 不 是 我 们 平时 讲 的 笛 卡 尔 用 
坐标 方法 研究 几何 学 的 学 科 .正如 代数 几何 学 研究 由 多 项 式 的 零点 定义 的 代数 
秘 , 解 析 负 则 是 由 解析 函数 的 零点 定义 的 .它们 都 可 以 用 更 本 质 的 方式 来 定义 ， 
这 样 所 得 的 结果 有 某 种 平行 关系 . 塞 尔 第 一 次 发 现 这 种 关系 ,从 而 在 多 复 变 函 
数论 及 代数 几何 学 这 两 个 看 来 无 关 的 学 科 之 间 建 立 起 密切 的 关系 . 

从 20 世 纪 60 年 代 中 期 起 , 塞 尔 的 工作 转向 数论 方面 ,他 在 证 明 “ 韦 尔 猜 
想 方面 起 了 很 大 的 作用 ,当时 比利时 的 年 轻 学 生 德 林 就 是 跟随 着 他 学 习 的 .后 
来 德 林 很 快 地 成 长 起 来 ,而 他 又 非常 谦虚 ,有 时 向 德 林 请 教 ,还 说 “我 是 来 向 老 
师 学 习 的 ”. 他 同 欧美 许多 第 一 流 学 者 保持 着 经 常 的 交流 与 来 往 .他 们 常常 合作 
共同 写 文章 .在 他 50 岁 生日 的 时 候 , 世 界 大 多 数 著名 数学 家 都 写 来 文章 祝贺 ， 
30 多 篇 庆贺 的 文章 占用 了 《数学 发 明 》 杂 志 35、36 两 卷 .对 于 其 他 学 者 ,哪怕 是 
非常 出 名 的 ,也 很 少 有 这 样 的 表示 .这 不 仅 表明 大 家 公认 塞 尔 是 当代 数学 界 的 
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一 位 领袖 人 物 , 而 且 也 说 明 他 的 人 缘 非 常 之 好 . 

塞 尔 在 20 世纪 70 年 代 被 选 为 巴黎 科学 院 院士 ,1982 年 被 选 为 国际 数学 联 
盟 执 委 会 副 主席 . 

塞 尔 不 仅 在 科学 研究 上 成 果 累 累 ,表现 出 极 强 的 独创 性 ,而 且 擅 长 写作 , 精 
于 表述 .有 人 说 他 写 的 文章 都 值得 借鉴 ,这 话 的 确 不 假 .很 复杂 的 东西 经 他 一 
写 ,简单 .明确 、 清 楚 、 透 彻 ,无 论 初学 者 或 专家 读 后 均 大 有 收获 .他 写 了 十 几 本 
各 种 程度 的 书 ,大 都 被 译 成 世界 各 国 的 文字 ,其 中 《数论 教程 ) 已 正式 出 版 ( 冯 克 
勤 译 ) ,这 对 于 中 国学 生 掌握 现代 数学 主流 肯定 会 有 所 神 益 . 
' 热衷 于 政治 运动 的 菲 尔 兹 奖 得 主 一 一 亚历山大 ' 格 罗 登 迪克 ( Alexandre 
Grothendieck) 

亚历山大 " 格 罗 登 迪克 是 一 位 富有 传奇 色彩 的 人 物 .他 留 一 个 和 尚 头 ,衣着 
随便 ,完全 是 一 个 平民 的 样子 .的 确 ,他 和 一 般 的 教授 .学 者 、 科 学 家 很 不 一 样 ， 
既 不 是 出 身 名 门 , 也 没有 受过 系统 的 正规 教育 .他 热衷 于 政治 运动 , 主要 是 无 
政府 主义 运动 及 和 平 运动 . 许 多 人 莫名 前 来 向 他 求教 代数 几何 学 ， 他 却 认为 那 
是 一 般 人 所 不 易 理 解 的 ,于 是 进行 一 套 无 政府 主义 宣传 ,动员 求学 的 人 参加 他 
的 政治 活动 .20 世纪 60 年 代 他 被 聘 为 巴黎 的 高 等 科学 研究 院 的 终身 教授 , 当 
他 获悉 这 个 国际 学 术 机 构 受 到 北大 西洋 公约 组 织 资助 时 ,他 就 辞去 了 职务 回 乡 
务农 ,过 自食其力 的 生活 .他 对 苏联 的 侵略 扩张 行径 极为 反感 .1968 年 参加 搞 
议 苏联 入 侵 捷克 斯 洛 伐 克 的 活动 .1970 年 ,一 贯 支持 苏联 官方 政策 的 苏联 科学 
院 院士 庞 德里 亚 金 做 关于 “微分 对 策 " 的 报告 ,其 中 谈 到 导弹 追踪 飞机 之 类 的 问 
题 .他 不 顾 大 会 的 秩序 ,上 台 抢 话 简 , 打 断 了 庞 德里 亚 金 的 演说 ,抗议 在 数学 家 
大 会 上 演讲 与 军事 有 关 的 题目 . 当 他 认识 到 数学 研究 都 直接 或 间接 受到 军 方 的 
资助 时 ,终于 数 然 决然 在 20 世纪 70 年 代 初 脱离 数学 研究 工作 .但 是 在 他 短 短 
20 年 的 数学 研究 生涯 中 , 却 给 数学 带 来 了 极为 丰硕 的 成 果 , 对 于 后 来 数学 的 发 
展 有 着 巨大 的 影响 . 

格 罗 登 迪 克 , 于 1928 年 3 月 24 日 生 于 柏林 ,在 第 二 次 世界 大 战 期 间 受过 
一 些 教育 , 战 后 才 去 高 等 师范 学 校 和 法 兰 西学 院 听课 .这 期 间 正 是 布尔 巴 基 学 
派 的 影响 日 益 扩大 的 时 候 , 格 罗 登 迪 克 由 于 没有 经 过 正规 的 训练 ,只 是 独立 地 
自己 去 思考 . 当 他 把 自己 得 到 的 一 些 结果 请 迪 厄 多 内 等 人 看 时 ,他 们 发 现 他 独 
立地 发 现 和 证 明了 许多 已 知 的 定理 .无 疑 ,这 也 显示 了 他 的 天 才 .于 是 他 们 就 指 
导 他 去 搞 一 些 新 题目 ,不 久 他 就 得 到 一 大 批 新 结果 ,并 建立 了 一 套 新 理论 ,这 就 
是 他 短暂 的 第 一 个 时 期 一 一 泛 函 分 析 时 期 . 

第 二 次 世界 大 战 之 前 , 泛 函 分 析 集中 研究 希 尔 伯 特 空间 、 巴 拿 赫 空 间 以 及 
它们 的 算 子 .但 是 这 两 类 空间 对 于 数学 的 发 展 是 不 够 的 ,在 施 瓦尔 兹 研究 广义 
函数 时 , 迪 尼 多 内 和 施 瓦尔 兹 在 这 些 方面 进行 了 重要 的 推广 . 格 罗 登 迪克 在 他 
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们 工作 的 基础 上 ,开始 了 系统 的 拓扑 向 量 空间 理论 的 工作 .他 的 工作 是 如 此 卓 
越 ,以 致 一 直到 20 世纪 70 年 代 中 期 ,他 提出 的 理论 还 没有 很 大 的 改进 .特别 是 
他 引进 的 核 空间 ,是 最 接近 有 限 维 空 间 的 抽象 空间 ,利用 核 空间 理论 ,可 以 解释 
广义 函数 论 中 许多 现象 .他 还 引进 了 张 量 积 ,这 对 以 后 的 研究 是 很 重要 的 工具 . 
这 些 工 作 均 因 其 独创 性 、 深 刻 性 及 系统 性 使 数学 界 震惊 .1996 年 迪 厄 多 内 介绍 
他 的 工作 时 提 到 , 格 罗 登 迪克 在 这 个 时 期 的 工作 和 巴 拿 赫 的 工作 给 数学 的 这 个 
分 支 ( 即 泛 函 分 析 ) 留 下 最 强 的 标记 .要 知道 , 巴 拿 赫 是 泛 函 分 析 的 创始 人 之 一 ， 
而 且 是 集 其 大 成 的 伟大 数学 家 . 

20 世纪 50 年 代 中 期 , 格 罗 登 迪克 由 泛 函 分 析 转 向 代数 几何 学 的 研究 .他 
的 工作 标志 着 现代 抽象 代数 几何 学 的 扩张 及 更 新 .他 不 仅 建立 起 一 套 抽象 的 庞 
大 体系 ,而 且 运用 这 些 概念 及 工具 解决 了 许多 著名 猜想 及 难题 .1973 年 , 德 利 
哥 尼 完成 韦 尔 猜 想 的 证 明 , 主 要 就 是 靠 格 罗 登 迪克 这 一 套 了 不 起 的 理论 . 

这 个 时 候 , 代 数 几 何 学 已 经 经 历 了 漫长 的 发 展 .长 期 以 来 ,人 们 靠 图 形 , 千 
直观 ,得 出 一 系列 的 结果 .但 是 ,在 考虑 “两 个 代数 馈 相 交 截 ,交口 的 样子 如 何 ” 
这 个 问题 时 , 却 拿 不 出 可 靠 的 结论 .看 来 直观 是 不 太 靠得住 的 ,要 靠 严 密 的 理 
论 .抽象 代数 学 发 展 之 后 , 范 ' 德 ' 瓦 尔 登 在 20 世纪 30 年 代 初步 给 代数 几何 学 
打下 一 个 基础 .但 是 ,问题 并 没有 彻底 解决 ,真正 为 代数 几何 学 竟 定 基础 的 是 韦 
尔 和 查 瑞 斯 基 , 韦 尔 的 名 著 《 代 数 几 何 学 基础 ) 是 抽象 代数 几何 学 的 一 个 里 程 
碑 . 不 过 , 它 可 太 抽 象 了 ,抽象 得 连 一 个 图 形 都 没有 .虽说 是 这 样 ,在 人 们 头脑 
里 ,抽象 代数 生还 是 使 人 想到 代数 曲线 ,代数 曲面 的 形象 ,不 过 到 了 格 罗 登 迪 
克 , 几 何 的 形象 最 后 一 点 痕迹 也 没有 了 ,代数 几何 学 成 为 交换 代数 的 一 个 分 支 ， 

1956 年 ,卡带 埃 建 议 把 代数 能 再 进一步 推广 ,成 为 一 点 几何 味道 都 没有 的 
“ 概 型 ”. 现 在 , 概 型 已 经 是 代数 几何 学 的 基本 概念 了 ,其 余 的 就 是 环 、 层 ,拓扑 、 
范畴 ……. 看 到 这 些 ,外 行人 会 吓 得 退 避 三 舍 . 从 这 时 起 , 格 罗 登 迪 克制 订 了 一 
项 规模 宏大 的 写作 计划 ,然后 带领 他 的 学 生 一 步 一 步 加 以 实现 .到 1970 年 他 脱 
离 数学 工作 时 候 , 他 的 巨著 已 经 完成 了 十 几 卷 ,后 来 德 林 以 及 布尔 巴 基 一 些 成 
员 陆 续 加 以 整理 出 版 ,基本 构成 一 个 完整 的 体系 ,并 将 其 命名 为 “ 概 型 论 ”， 

在 他 20 多 年 的 科研 工作 中 ,给 数学 界 留 下 的 一 时 还 难以 消化 的 财富 实在 
太 多 了 .他 热衷 于 社会 活动 ,忠实 于 自己 的 政治 信念 .他 离开 了 数学 ,但 是 他 给 
我 们 留 下 的 却 是 难以 忘怀 的 印象 . 

“ 尚 不 知名 但 很 有 前 途 的 人 一 一 皮 埃 尔 * 德 利 哥 尼 ( Piere Deligne) 

几 个 世纪 以 来 ,法 国 的 数学 一 直 在 世界 上 居于 领先 地 位 .法 国 数学 界 的 伟 
人 ,往往 也 就 是 国际 数学 界 的 杰出 人 物 . 比如 说 ,现在 在 世 的 法 国 老 一 辈 数学 
家 ,布尔 巴 基 学 派 的 创始 人 过 厄 多 内 和 韦 尔 ,以 及 菲 尔 兹 奖 获得 者 格 罗 登 迪克 
和 塞 尔 都 是 当今 国际 数 坛 上 举足轻重 的 数学 家 .那么 , 谁 会 是 明天 法 国 数学 界 
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的 伟人 呢 ? 

1979 年 ,法 国 《 新 观察 家 ?周刊 第 777 期 与 第 778 期 发 表 了 一 篇 调查 报告 ， 
报道 了 50 名 法 国 各 行 各 业 “ 尚 不 知名 但 很 有 前 途 的 人 ”. 这 家 周刊 上 对 上 述 问 
题 的 回答 是 :“ 这 个 伟人 将 是 (法 国 ) 高 等 科学 研究 所 的 一 个 比利时 人 ,他 叫 皮 埃 
尔 * 德 利 哥 尼 ." 这 家 周刊 认为 “ 正 是 由 于 像 他 那样 的 人 才 , 法 国 才 得 以 在 数学 等 
领域 一 直 占据 着 一 定 的 地 位 .” 

新 闻 界 对 于 数学 家 圈子 里 的 事 常常 报道 失实 ,可 是 这 几 句 评语 却 并 不 过 
分 .唯一 可 以 补充 的 是 德 利 哥 尼 在 数学 界 的 名 声 , 即 使 在 今天 说 来 也 不 算 小 

一 个 比利时 人 ,怎么 会 跑 到 法 国 来 面 南 称 王 ? 原来 ,在 德 利 哥 尼 的 成 长 过 
程 中 ,有 过 3 次 并 非 偶然 的 机 会 .这 3 次 机 会 不 仅 使 他 和 数学 结 下 了 不 解 之 缘 ， 
而 且 一 步 步 地 把 他 促成 为 法 国 数学 界 新 一 代 的 精英 

德 利 哥 尼 是 1944 年 10 月 3 日 在 比利时 首都 布鲁塞尔 出 生 的 .他 的 第 一 次 
机 会 相当 富有 戏剧 性 .在 他 还 是 一 个 14 岁 的 中 学 生 的 时 候 ,一 位 热心 的 中 学 数 
学 教师 尼 茨 居然 借 了 几 本 布尔 巴 基 的 《数学 原本 》 给 他 看 .人 们 知道 ,布尔 巴 基 
并 非 真 有 其 人 ,这 只 不 过 是 20 世纪 30 年 代 一 批 杰出 的 法 国 青 年 数学 家 的 集体 
笔名 .他 们 为 了 以 “结构 "来 整理 数学 知识 ,陆续 写 出 了 几 十 卷 ( 数 学 原本 》, 思 今 
尚未 写 完 .这 套 书 的 特点 是 严密 、 浩 繁 而 又 高 度 抽象 .什么 东西 都 被 放 到 了 应 有 
的 逻辑 位 置 上 ,可 就 是 没有 什么 背景 性 、 启 发 性 的 叙述 .因此 ,就 是 大 学 的 数学 
系 , 也 很 少 有 人 把 这 套 书 作为 教 本 ,人 们 只 是 把 这 套 书 作为 百科 全 书 来 查阅 ,或 
是 作为 专著 研读 ,以 便 对 于 数学 的 全 盘 获 得 清晰 的 概念 .可 是 德 利 哥 尼 却 读 下 
去 了 ,他 不 仅 经 受 了 这 个 沉重 的 考验 ,而 且 还 真有 所 得 .这 件 事 , 既 说 明了 教师 
尼 茨 本 人 的 学 识 修养 和 慧眼 识 人 ,也 显示 了 德 利 哥 尼 把 握 抽象 内 容 的 出 色 丸 
赋 . 当 德 利 哥 尼 后 来 进 和 布鲁塞尔 大 学 学 习 时 ,他 对 于 大 部 分 的 近代 数学 分 支 
已 经 有 了 相当 的 认识 

德 利 哥 尼 的 第 二 次 机 会 ,是 有 幸 在 布鲁塞尔 自由 大 学 做 了 群 论 学 家 梯 获 的 
学 生 . 梯 茨 是 一 位 有 世界 声誉 的 数学 家 ,在 有 限 单 群 方面 有 出 色 的 成 就 ,对 于 现 
代数 学 的 各 个 方面 也 有 比较 深刻 的 认识 .他 不 仅 使 德 利 哥 尼 的 基础 知识 政 于 完 
美 ,难能可贵 的 是 ,他 无 意 于 把 这 个 有 才能 的 学 生 圈 在 自己 的 身边 .根据 德 利 哥 
尼 的 兴趣 和 特长 ,他 极力 劝说 德 利 哥 尼 到 巴黎 去 深造 ,这样 可 以 在 代数 几何 、 代 
数 数论 等 方面 向 前 沿 迈 进 , 德 利 哥 尼 听从 了 老师 的 这 一 劝告 .以 后 的 事实 说 明 ， 
这 是 非常 重要 的 一 步 .顺便 一 提 , 梯 蒋 本 人 也 长 期 在 法 国 任教 ,并 于 1979 年 当 
选 为 法 国 科学 院 的 院士 

20 世纪 60 年 代 的 巴黎 ,在 代数 几何 、 代 数 数论 方面 是 世界 上 届 指 可 数 的 
中 心 之 一 . 格 罗 登 迪克 、 塞 尔 这 两 位 背 日 的 菲 尔 兹 奖 获 得 者 ,各 自主 持 着 一 个 讨 
论 班 .从 1965 年 到 1966 年 , 德 利 哥 尼 在 法 国 最 著名 的 大 学 一 一 法 国 高 等 师范 
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学 校 学习 . 他 怀 着 强烈 的 求知 欲 参加 了 这 两 个 讨论 班 .这 是 使 他 取得 今天 这 样 
巨大 成 就 的 最 重要 的 一 次 机 会 .这 一 次 终于 把 他 造就 成 了 一 位 现代 数学 家 . 德 
利 哥 尼 1967 年 到 1968 年 回 到 布鲁塞尔 , 受 比利时 国家 科学 基金 的 资助 作 研 
究 .1968 年 得 到 布鲁塞尔 大 学 的 博士 学 位 并 任 该 校 教授 .从 1967 年 起 ,他 也 常 
去 巴黎 .1970 年 ,他 成 为 巴黎 南郊 的 高 等 科学 研究 所 终身 教授 ,年 仅 26 岁 . 

法 国 对 于 高 级 科研 人 才 的 培养 和 使 用 ,一 直 替 行 着 一 种 “少数 精英 主义 ”， 
强调 “人 不 在 多 ,但 一 定 要 出 类 拔节 ”. 拿 高 等 科学 研究 所 来 说 ,一 共 只 有 7 位 终 
身 教 授 (其 中 4 位 是 数学 教授 ,3 位 是 物理 教授 ) ,30 名 访问 教授 .但 就 是 这 4 位 
数学 终身 教授 中 ,就 有 2 位 菲 尔 兹 奖 获得 者 一 一 托 姆 和 德 利 哥 尼 . 

德 利 哥 尼 本 人 的 研究 , 受 格 罗 登 迪 克 和 塞 尔 的 影响 是 很 深刻 的 ,虽然 从 表 
面 上 看 ,他 没有 费 什么 力气 就 掌握 了 这 两 位 大 数学 家 的 思想 和 技巧 ,但 德 利 哥 
尼 在 以 后 几 年 里 的 研究 方向 ,基本 上 是 格 罗 登 迪克 研究 方向 的 延长 与 扩展 .对 
于 德 利 哥 尼 的 优秀 才能 和 出 色 表 现 , 格 罗 登 迪克 评价 说 :“ 德 利 哥 尼 在 1966 年 
就 与 我 旗 鼓 相当 了 . "事实 上 ,从 1966 年 起 到 1978 年 获得 菲 尔 兹 奖 为 止 , 德 利 
哥 尼 一 共 完 成 了 近 50 篇 重要 的 论文 ,其 中 包括 使 他 获得 菲 尔 兹 奖 的 主要 工 
作 一 一 证 明了 韦 尔 猜想 . 韦 尔 猪 想 的 获 证 ,可 以 说 是 代数 几何 学 近 40 年 来 最 重 
大 的 成 就 . 

' 获 沃 尔 夫 奖 的 布尔 巴 基 的 犹太 人 数学 家 一 一 安 德 列 , 韦 尔 (Ardre Weil) 

安 德 列 ` 韦 尔 (Andr Weil) 是 一 位 最 杰出 的 法 国 数学 家 ,1906 年 5 月 6 日 生 

于 法 国 巴黎 .由 于 他 在 数论 中 的 代数 方法 上 所 取得 的 光辉 成 就 ,1979 年 荣获 沃 
尔 夫 数学 奖 ,时 年 73 岁 . 
韦 尔 是 犹太 人 的 后 毅 , 自 幼 勤 奋 好 学 ,16 岁 就 考 人 了 巴黎 高 等 师范 学 校 . 
在 学 习 期 间 ,他 一 方面 精读 了 许多 经 典 名 著 , 一 方面 关心 着 最 新 的 课题 .1925 
年 他 毕业 时 才 19 岁 ,毕业 后 曾 先 后 到 罗马 , 哥 廷 根 、 柏 林 等 地 游历 , 深 受 当时 正 
在 兴起 的 抽象 代数 及 拓扑 学 的 影响 ,1928 年 回国 后 , 便 写 出 了 论文 《代数 曲线 
上 的 算术 》, 并 获得 博士 学 位 ,时 年 仅 22 岁 .1929 年 ,他 又 去 罗马 ,研习 泛 函 分 析 
及 代数 几何 ,这 对 他 后 来 的 工作 产生 了 深刻 的 影响 .1930 ~ 1932 年 去 印度 阿里 
格 尔 的 穆斯林 大 学 任教 授 ,其 后 在 马 寨 当 了 -年 讲师 .1933 ~ 1939 年 回 到 本 国 
斯 特 拉 斯 堡 大 学 任教 .第 二 次 世界 大 战 临近 ,法 国 开始 扩军 备战 , 韦 尔 不 愿 当 
兵 ,1939 年 夏天 因 逃 避 兵 役 ,于 1940 年 初 被 关 进 监狱 .不 久 法 国 就 沦陷 ,他 便于 
1941 年 去 了 美国 , 先 在 美国 教 了 几 年 书 ,然后 于 1945 年 去 巴西 圣保罗 大 学 任 
教 .1947 ~ 1958 年 任 美国 芝加哥 大 学 教授 ,1958 年 任 普林斯顿 高 等 研究 所 教 
授 . 韦 尔 是 美国 国家 科学 院 的 外 籍 院士 . 

韦 尔 是 法 国 布尔 巴 基 学 派 的 创始 成 员 和 杰出 代表 之 一 .他 思维 敏捷 ,才华 
横 溢 , 在 20 岁 时 ,他 就 写 出 了 第 一 篇 论文 《 论 负 曲率 曲面 ), 把 卡 勒 曼 不 等 式 由 
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大 卫 ' 希 尔 伯 特 
(1862 一 1943) 


极 小 曲面 推广 到 一 般 的 单 连通 曲面 ,并 指出 它 对 于 多 连通 曲面 不 成 立 . 1922 年 
起 开始 研究 当时 刚刚 兴起 的 泛 函 分 析 ,接着 就 进入 了 他 的 主攻 领域 数论 . 韦 尔 
是 一 位 博学 多 才 的 数学 家 .在 将 近 半 个 世纪 的 岁月 里 ,他 相继 在 数论 、 拓 扑 学 、 
调和 分 析 、 群 论 ,代数 ,代数 几何 等 重要 分 支取 得 了 丰硕 的 成 果 .20 世纪 20 年 
代 初 ,他 推广 了 莫 德 尔 (L.J.Mordell) 的 工作 ,从 而 得 到 了 莫 德 尔 - 韦 尔 定理 , 即 
设 4 为 在 有 限 次 代数 数 域 : 上 定义 的 n 维 阿 贝尔 簇 , 则 4 上 的 上 有 理 点 全 体 构 
成 的 群 hs 是 有 限 生成 的 . n =1 的 情形 是 莫 德 尔 1922 年 证 明 的 ,一 般 情形 是 韦 
尔 于 1928 年 证 明 的 .另外 , 设 m 为 有 理 整数 , 则 商 群 4./m4i 为 有 限 群 , 称 为 弱 
莫 德 尔 - 韦 尔 定理 , 它 是 莫 德 尔 - 韦 伊 定理 证 明 的 基础 之 一 ,并 亦 被 用 于 西 格 
尔 定理 的 证 明 中 . 韦 尔 的 这 项 成 就 既 使 莫 德 尔 的 定理 得 到 了 推广 ,又 开辟 了 不 
定 方程 的 新 方向 .20 世纪 30 年 代 末 ,他 研究 了 拓扑 群 上 的 积分 问题 ,证 明了 一 
致 局 部 紧 空间 具有 星 形 有 限 性 .1938 年 他 引入 了 一 致 空间 的 概念 ,用 对 角 线 的 
邻 域 定义 了 一 致 结构 ,从 而 奠定 了 一 致 拓扑 结构 的 基础 ,1936 年 他 写 完了 专著 
《拓扑 群 的 积分 及 其 应 用 》( 但 1940 年 才 出 版 ) ,此 书 反 映 出 的 数学 结构 主义 体 
现 了 布尔 巴 基 学 派 的 观点 , 它 开辟 了 群 上 调和 分 析 的 新 领域 .20 世纪 40 年 代 ， 
他 潜心 于 把 代数 几何 学 建立 在 抽象 代数 和 拓扑 学 的 基础 上 .1946 年 ,他 在 把 相 
交 理 论 竟 基于 抽象 域 上 的 同时 ,把 几何 思想 引进 抽象 代数 理论 之 中 .由 此 ,他 把 
哈 塞 等 人 开创 的 单 变 量 代数 函 数理 论 的 算术 化 推广 到 多 变量 的 情形 ,从 而 开辟 
了 一 个 新 方向 , 韦 尔 根据 他 的 交 变 理论 ,在 抽象 域 的 情形 下 重新 建立 塞 弗 里 
(Sever) 的 代数 对 应 理论 ,并 成 功 地 证 明了 关于 同 余 《 函数 的 相应 黎 曼 猜想 .他 
把 古典 的 阿 贝尔 篮 的 理论 纯 代 数 地 建立 起 来 ,包括 特征 p 的 情形 .他 的 这 些 工 
作 建 立 了 完整 的 代数 几何 学 体系 ,使 得 他 在 1946 年 出 版 的 《代数 几何 学 基础 》 
成 为 一 本 经 典 著作 , 它 为 代数 几何 学 的 发 展 典 定 了 严密 的 抽象 代数 基础 ,大 大 


】 推动 了 代数 几何 理论 及 其 应 用 的 发 展 .他 所 确立 的 数 域 上 或 有 限 域 上 的 代数 几 


何 被 称 为 数论 代数 几何 ,形成 独立 的 领域 .1948 年 , 韦 尔 抛 开 了 分 析 学 而 用 纯 
代数 方法 成 功 地 建立 了 阿 贝尔 入 的 理论 ,这 不 仅 从 代数 几何 学 的 角度 看 是 重要 
的 ,而 且 对 于 代数 几何 在 数论 方面 的 应 用 ,也 具有 极其 重要 的 意义 . 韦 尔 的 阿 贝 
尔 能 的 代数 几何 理论 ,推动 了 希 尔 伯 特 第 12 个 问题 研究 的 发 展 .1949 年 ,他 引 
入 了 代数 能 同 余 《 函数 的 定义 ,并 提出 代数 方程 在 有 限 域 中 解 的 个 数 的 “ 韦 尔 


狂想 ": 对 每 个 素数 p, 应 该 有 一 组 复数 oj 使 得 ,= 》)(- DiY)aj, 且 


1 ai 1= 户 . 这 里 ,Bi 是 二 维 曲面 的 贝蒂 数 . NN, 为 整 素数 代数 方程 f(x,y，…， 
w) = 0 的 有 限 组 解数 目 ,i = 1,…, n, 而 且 要 求 未 知 数 ,y,…,w, 使 得 大 都 能 
被 一 个 固定 素数 p 整除 .他 的 这 个 狂想 揭示 了 特征 p 的 域 上 流 形 理论 与 古典 代 
数 几 何 之 间 的 深刻 联系 ,因而 在 国际 数学 界 引起 了 秦 动 . 他 自己 证 明了 这 个 多 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


328 


From Pythagoras To Wiles 


想 的 若干 特殊 情形 .数学 界 为 了 证 明 这 个 猜想 所 做 的 研究 ,使 代数 几何 获得 了 
长 足 的 发 展 .1952 年 , 韦 尔 证 明了 黎 曼 猜 想 成 立 的 充分 必要 条 件 是 在 伊 代 尔 群 
用 上 定义 的 某 个 广义 函数 是 正定 的 . 1951 年 ,他 引进 了 所 谓 韦 尔 群 ,用 它 定义 
了 最 一 般 的 L 函数 为 其 特例 . 1962 年 ,他 把 有 限 域 : 上 的 不 可 约 仿 射 筷 简单 地 
叫做 入 ,而 把 有 限 个 簇 (或 簇 的 开 集 ) 利 用 双 正 则 映射 拼 在 一 起 来 定义 跟 塞 尔 意 
义 下 的 不 可 约 代数 簇 等 价 的 概念 称 为 抽象 代数 往 . 对 自 守 函数 , 1967 年 ,他 得 
出 了 比 一 般 满足 某 种 函数 方程 狄 利克 雷 级 数 与 某 种 自 守 函 数 形式 也 一 一 对 应 
的 更 一 般 的 结果 . 韦 尔 和 其 他 数学 家 将 实数 上 的 调和 分 析 理论 ,包括 维 纳 的 广 
义 陶 伯 型 定理 在 内 的 - - 般 理 论 , 应 用 赋 范 环 的 理论 推广 到 局 部 紧 阿 贝尔 群 的 情 
形 , 这 一 理论 称 为 “ 阿 贝尔 群 上 的 调和 分 析 ”. 他 还 证 明了 微分 几何 中 高 维 高 斯 
- 博 内 公式 .另外 ,他 对 微分 方程 动力 系统 也 颇 有 建树 . 

韦 尔 的 主要 专著 有 :《 数 论 基础 )(1967) 《拓扑 群 的 积分 及 其 应 用 》(1940) 、 
《代数 几何 学 基础 )(1946) 等 . 

世界 著名 的 斯 普 林 格 (Springer) 出 版 社 于 1980 年 出 版 了 韦 尔 的 三 卷 文集 . 
这 三 卷 文集 收集 了 除 韦 尔 专著 外 的 全 部 数学 论著 ,包括 已 发 表 过 的 文章 ,和 过 
去 未 发 表 的 不 易 得 到 的 原始 资料 .最 具 特色 的 新 内 容 是 韦 尔 本 人 对 他 的 数学 工 
作 及 数学 发 展 的 广泛 的 评论 ,从 而 使 人 读 起 来 很 受 启发 . 书 尔 的 文集 反映 了 他 
广泛 的 兴趣 和 渊博 的 学 识 ,并 可 以 看 出 他 对 当代 数学 的 许多 领域 所 产生 的 重要 
影响 . 

1980 年 ,美国 数学 会 向 韦 尔 颁发 了 斯 蒂 尔 奖 , 表 彰 他 的 工作 对 20 世纪 数学 
特别 是 他 做 出 过 英 基 性 工作 的 许多 领域 的 影响 . 韦 尔 在 1980 年 还 荣获 了 经 国 
家 科学 院 推荐 由 哥伦比亚 大 学 颁发 的 巴 纳 德 奖 章 . 

韦 尔 是 布尔 巴 基 学 派 的 精神 领袖 .数学 结构 的 观念 是 布尔 巴 基 学 派 的 主要 
观点 ,他 们 把 数学 看 成 关于 结构 的 科学 ,认为 整个 数学 学 科 的 宏伟 大 厦 ,可 以 不 
借助 直观 而 建立 在 抽象 的 公理 化 的 基础 上 .他 们 从 集合 论 出 发 ,对 全 部 数学 分 
支 给 以 完备 的 公理 化 .在 他 们 的 工作 中 ,结构 的 观点 处 于 数学 的 中 心地 位 .他 们 
认为 最 普遍 、 最 基本 的 数学 结构 有 三 类 , 即 代 数 结构 , 序 结构 .拓扑 结构 ,他们 把 
这 三 种 结构 称 为 母 结构 .另外 , 母 结构 之 间 还 可 以 经 过 混合 和 杂交 ,有 机 地 组 成 
一 些 新 的 结构 ,往生 出 一 些 多 重 结 构 ,比如 拓扑 代数 , 李 群 等 就 是 代数 .拓扑 几 
种 母 结构 结合 的 产物 ,实数 是 这 三 种 结构 有 机 结合 在 一 起 的 结果 .因此 ,在 布尔 
巴 基 学 派 看 来 ,三 个 基本 结构 就 像 神经 网 络 那样 渗透 到 数学 的 各 个 领域 ,乃至 
贯穿 全 部 数学 .整个 数学 就 是 由 各 类 数学 结构 所 构成 ,把 门类 万 千 的 数学 分 支 
统一 于 结构 之 中 ,这 就 是 他 们 的 基本 观点 . 

吉尔 对 数学 史 也 很 有 见地 .他 的 《数论 :从 汉 席 拉 比 到 勒 让 德 的 历史 研究 》 
对 数论 史 作 了 详尽 而 深刻 的 描述 与 分 析 . 他 和 他 的 学 派 认为 :数学 历史 的 进程 ， 
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就 像 一 部 交响 乐 的 乐理 分 析 那 样 , 一 共有 好 几 个 主旋律 ,你 多 少 可 以 听 出 来 某 
一 特定 的 主旋律 是 什么 时 候 首次 出 现 的 ,然后 ,这 个 主旋律 又 怎么 逐渐 与 别 的 
主旋律 融 台 在 一 起 ,而 作曲 家 的 艺术 就 在 于 把 这 些 主旋律 进行 同时 编排 ,有 时 
小 提琴 奏 一 个 主旋律 ,长 笛 奏 另 一 个 ,然后 彼此 交换 就 这 样 继续 下 去 ,数学 的 历 
史 正 是 如 此 …… , 韦 尔 还 说 :“ 当 一 个 数学 分 支 不 再 引起 除了 少数 专家 以 外 的 任 
何人 的 兴趣 时 ,这 个 分 支 就 快要 候 死 了 ,只 有 把 它 重新 栽 人 生机 勃勃 的 科学 土 
壤 之 中 才能 挽救 它 ."1978 年 ,他 应 邀 在 国际 数学 家 大 会 上 作 了 关于 “数学 的 历 
史 , 思 想 与 方法 "的 报告 ,受到 了 极 热烈 的 欢迎 ,当时 不 仅 大 会 会 场 座无虚席 ,而 
且 连 转播 教室 也 被 挤 得 满 满 的 ,听众 达 2 500 多 人 ,况且 此 次 活动 的 通知 还 印 
错 了 报告 时 间 , 可 见 盛况 之 空前 .这 也 是 韦 尔 第 三 次 被 邀请 在 国际 数学 家 大 会 
上 作 全 会 报告 (第 一 次 是 1950 年 ,第 二 次 是 1954 年 ). 

韦 尔 于 1976 年 秋 曾 应 邀 到 我 国 访问 .他 说 :这 是 一 次 给 我 极 深 印象 的 访 
问 .日 本 著名 数学 家 小 平 邦彦 说 :" 韦 尔 很 热情 ,对 青年 人 很 亲切 .” 

吉尔 治学 严谨 , 鼠 浮 如 仇 .他 有 一 名 名言: 严格 性 对 于 数学 家 ,就 如 道德 之 
科大 沪 

书 尔 对 数学 做 出 了 多 种 多 样 的 贡献 ,但 是 他 的 影响 绝 不 仅仅 在 于 他 的 一 些 
定理 的 结果 .他 的 法 语 和 英语 表述 采用 博大 精深 (尽管 偶尔 有 点 牵强 ) 的 散文 风 
格 ,赢得 了 大 批 的 读者 ,他们 接受 他 的 关于 数学 本 性 与 数学 教学 的 鲜明 观点 . 

书 尔 于 1998 年 8 月 6 日 在 美国 新 泽 西 州 普林斯顿 自己 的 寅 所 辞世 .直到 
去 世 前 的 几 年 ,他 作为 一 位 数学 家 ,后 来 还 作为 数学 史 专家 ,他 一 直 都 非常 活 
跃 .在 他 执 爱 的 妻子 逝世 之 后 , 韦 尔 写 了 自己 的 回忆 录 , 读 者 可 以 从 中 充分 地 了 
解 他 的 性 格 . 


2. 法 关 西 的 将 性 一 一 法 兰 西 社会 的 分 析 


为 什么 偏偏 是 费 马 ? 为 什么 这 偏偏 发 生 在 法 国 ? 这 是 人 们 读 有 关 费 马 大 
定理 的 历史 时 , 掩 卷 后 的 沉思 . 有关 费 马 人 们 会 有 许多 的 疑问 :他 那样 喜爱 数 
学 ,但 为 什么 终身 以 律师 为 职业 ? 他 有 那么 多 数学 成 果 但 为 什么 不 发 表 , 却 用 
通信 方式 告诉 别人 ? 这 类 的 问题 如 果 仅 仅 是 团 于 数学 领域 ,抑或 是 数学 史 领 域 
都 是 无 法 给 出 圆满 的 回答 .如 果 我 们 试 着 将 它 放 到 社会 这 个 大 系统 中 ,我 们 或 
许 能 够 找到 一 个 答案 .因为 数学 的 产生 和 发 展 是 一 种 社会 现象 ,是 文明 社会 的 
一 种 现象 . 伽 罗 瓦 参与 政治 , 屡 受 挫折 ,不 幸 早 逝 ,发 生 在 19 世纪 初 的 法 国 ,是 
一 个 社会 现象 ; 阿 贝尔 穷困 流 倒 ,命运 不 济 , 发 生 在 19 世纪 初 的 北欧 ,也 是 一 个 
社会 现象 .这 都 是 社会 影响 数学 发 展 的 实例 . 
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最 明显 的 一 个 与 数学 有 关 的 有 趣 的 社会 现象 发 生 于 匈牙利 .在 1848 ~ 1849 
年 的 革命 中 ,未 被 消灭 的 封建 势力 严重 地 阻碍 着 匈牙利 的 工业 发 展 ,资本 主义 
工业 只 是 在 19 世纪 末 才 缓慢 地 发 展 起 来 .多 民族 的 匈牙利 在 政治 上 极 不 巩固， 
民族 矛盾 十 分 尖锐 ,资本 主义 工业 与 欧洲 先进 国家 相 比 还 较为 落后 ;然而 费 声 
赛 宇 的 人 才 却 层出不穷 .最 著名 的 有 :天 才 的 作曲 家 和 钢琴 演奏 家 李斯 特 
(1811 一 1886), 才华 横 溢 的 诗人 裴 多 菲 (1823 一 1849) ,卓越 的 画家 和 孟 卡 奇 
(1844 一 1900) ,现代 航天 事业 的 疯 基 人 冯 : 卡 门 (1880 一 1963) ,全 息 照 相 创始 人 、 
诺 贝 尔 奖金 获得 者 加 波 (1900 一 1979) ,同位 素 示 踪 技术 的 先驱 、 诺 贝尔 化 学 奖 
获得 者 海 维 西 (1855 一 1966) , 诺 贝尔 物理 学 奖 获得 者 维 格 纳 (1902 一 1995) ,氢弹 
之 父 特勤 (1908 一 2003) ,分析 大 师 费 叶 (1880 一 1959), 泛 函 分 析 的 英 基 者 黎 斯 
(1880 一 1956) ,组 合 论 专家 寇 尼 希 (1884 一 1944) ,对 测度 论 做 出 重大 贡献 的 拉 多 
《1895 一 1965) ,领导 研制 第 一 台电 子 计算 机 的 汉 ' 诺 伊 最 (1903 一 1957) ,数学 和 
数学 教育 家 乔治 ' 波 利 亚 (1887 一 1985) .无 论 从 国土 面积 还 是 从 人 口 比例 来 看 ， 
在 一 个 短 短 的 历史 时 期 内 涌现 出 如 此 众多 的 天 才 的 艺术 家 和 科学 家 ,几乎 是 不 
可 思议 的 .显然 ,把 这 种 奇迹 出 现 的 原因 归结 于 匈牙利 生产 水 平 的 发 展 是 不 足 
取 的 .那么 究竟 应 该 怎样 解释 呢 ? 这 几乎 可 以 说 是 文明 史 和 科学 史上 的 一 个 
这 ， 

在 探讨 科学 共同 体内 兴趣 转移 的 问题 时 , 默 顿 写 道 :“ 每 个 文化 领域 的 内 部 

史 都 在 某 种 程度 上 为 我 们 提供 了 某 种 解释 ;但 是 ,有 一 点 至 少 也 是 合乎 情理 的 ， 
即 其 他 的 社会 条 件 和 文化 条 件 也 发 挥 了 它们 的 作用 .” 

也 就 是 说 ,社会 条 件 和 文化 条 件 是 数学 发 展 的 外 部 环境 ,更 多 地 了 解 和 更 
好 地 认识 费 马 当时 所 处 的 法 国 社会 和 当时 科学 及 文化 的 发 展 是 必要 的 . 

现在 让 我 们 看 看 费 马 时 代 的 法 国 是 一 种 什么 状态 的 社会 . 

据 葛 力 的 《当代 法 国 哲学 ?中 介绍 :当时 法 国 社会 等 级 森严 ,所 有 的 人 分 为 
三 个 等 级 .明文 规定 第 一 等 级 为 僧侣 ( 司 汤 达 的 《 红 与 黑 ? 中 的 黑 即 指 修士, 红 则 
指 从 军 ,这 是 当时 年 轻 人 的 两 大 理想 职业 ,这 样 我 们 不 难 理解 为 什么 梅森 为 修 
士 ,和 卡尔 人 军 界 的 原因 了 ) ,僧侣 中 包括 修士 和 修女 在 内 的 黑 衣 僧 和 高 级 教士 
白衣 僧 , 约 为 13 万 , 同 当时 大 约 2 500 万 总 人 口 相 比 是 少数 ,但 是 他 们 享有 特 
权 . 在 经 济 上 ,他 们 “占有 王国 中 十 分 之 一 左右 的 土地 ,土地 收入 每 年 达 8 000 万 
至 1 亿 锂 ,此 外 还 有 1.2 亿 键 的 什 一 税 . "在 政治 上 ,“ 有 自己 的 行政 组 织 (教士 
总 管 和 教区 议院 ), 而 且 有 自己 的 法 庭 (教区 宗教 法 庭 )." 他 们 统治 教育 界 ,管辖 
大 ,中 ,小 各 级 学 校 .在 意识 形态 领域 也 掌握 重要 权力 ,散布 宗教 迷信 息 想 .在 生 
活 上 ,他 们 并 不 信守 自己 宣扬 的 教条 ,相反 , 巧 取 豪 夺 , 尽 情 享受 .高 级 僧 个 收入 
丰富 , 穷 奢 极 欲 ,是 教会 的 王侯 ;他 们 拥有 富丽 堂皇 的 宫殿 ,可 以 外 出 游 狂 ,也 可 
以 在 府邸 里 举行 盛大 宴会 .舞会 和 演奏 会 ,由 衣着 华丽 的 仆 从 服侍 生活 ,无 异 于 
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高 级 贵族 . 

僧侣 组 成 教会 ,教会 卷 人 政治 流 涡 ,造成 教会 与 国王 争 权 的 矛盾 .作为 天 主 
教徒 的 僧 但 ,掀起 一 股 狂热 毒 恶 的 浪 朝 ,猛烈 地 翻滚 腾 路 ,使 国家 业已 混乱 的 局 
面 更 加 动荡 不 安 .1598 年 由 亨利 四 世 颁 布 有 利于 新 教 的 南 特命 令 被 路 易 十 四 
在 1685 年 废止 以 后 ,大 批 的 加 尔 文教 徒 逃 亡国 外 .“3 年 内 将 近 5 万 户 人 家 离开 
了 法 国 …… 它 们 把 技艺 、 手 工业 和 财富 带 往 异 邦 . 几乎 整个 德国 北部 原 是 朴 野 
无 文 之 乡 , 毫 无 工业 可 言 , 因 为 这 大 批 移民 涌 来 而 顿 然 改观 .他 们 住 满 整个 城 
市 .布匹 . 饰 带 、 帽 子 \ 袜 子 等 过 去 要 购 自 法 国 的 东西 ,如 今 全 由 他 们 自己 制造 . 
伦敦 整整 一 个 郊区 住 满 法 国 的 丝绸 工人 .另外 一 些 移民 给 伦敦 带 来 晶 质 玻璃 器 
凤 的 精湛 工艺 ,而 这 种 工艺 当时 在 法 国都 已 失传 绝迹 .现在 还 能 在 德国 经 常 找 
到 逃亡 者 当时 在 那里 散 传 的 金子 .这 样 一 来 ,法 国 损失 了 大 约 50 万 居民 ,数量 
大 得 惊人 的 货币 ,尤其 是 那些 使 法 国人 发 财 致富 的 工艺 ." 天 主教 教会 教徒 罪 
恶 昭彰 的 行径 ,使 法 国 在 金钱 、 工 艺 和 人 才 方 面 遭 受 极 大 的 损失 ,造成 极 大 的 危 
害 , 而 且 , 由 于 宗教 狂热 ,还 时 有 主 赖 无 训 人 民 衰 渎 天 主教 ,制造 严重 的 宗教 事 
端 , 危 及 人 民 的 生命 财产 ,其 发 生 在 一 些 案例 中 的 情景 ,残酷 至 极 ,骇人听闻 . 

僧 但 是 法 国 旧 制度 政治 结构 中 的 一 股 力量 ,国王 对 这 个 等 级 谨慎 行事 , 注 
意 维护 他 们 的 权利 ,不 侵犯 他 们 的 特权 .拥有 特权 在 法 律 \ 习 惯 上 已 经 成 为 僧 但 
的 本 质 属性 ,绝对 不 能 触动 , 正 是 由 于 这 种 衣食 无 忧 的 原因 , 像 梅森 那样 的 喜好 
数学 的 僧 但, 才能 用 常人 不 能 达到 的 精力 与 时 间 去 研究 数学 ,推动 数学 的 发 展 . 

除去 第 一 等 级 僧侣 以 外 ,享有 特权 的 还 有 属于 第 二 等 级 的 贵族 .贵族 免 缴 
大 部 分 捐 税 ,特别 是 从 临时 税 演变 为 经 常 税 的 军 役 税 , 即 所 谓 达 依 税 (taile) .在 
经 济 上 ,一 些 占有 领地 的 贵族 还 向 农民 征集 领主 的 税收 .在 权力 机 构 中 ,他 们 有 
权 充 任 高 级 军官 .高 级 神职 人 员 和 高 级 法 官 . 这 种 贵族 实际 上 是 高 级 贵族 , 即 宫 
廷 贵族 ,是 世袭 的 . 费 马 家 族 即 是 这 种 贵族 ,他 们 的 封建 明 位 称号 为 公 \ 侯 、 伯 、 
子 等 ,可 以 出 人 宫廷 ;他 们 身 居 高 位 ,收入 极 丰 , 生 活 也 糜烂 不 堪 . 

贵族 中 还 有 乡村 贵族 ,他们 长 年 居住 在 乡村 ,没有 额外 的 收入 ,更 不 能 指望 
获得 国王 的 赏赐 ,只 靠 压榨 农民 、 勒 索 地 租 而 生活 .就 遗产 而 言 ,贵族 子弟 所 能 
继承 者 不 得 超过 总 额 的 三 分 之 一 ,这 样 ,他 们 的 子孙 后 代 能 接受 的 遗产 越 来 越 
少 ,最 后 财产 则 所 剩 无 几 ,他 们 也 就 几乎 无 所 继承 了 .他 们 没有 其 他 来 源 ,既是 
贵族 ,又 不 能 从 事 体力 劳动 ,即使 耕种 自己 的 土地 ,其 面积 也 有 一 定 的 范围 .如 
果 进 行 工 商业 活动 ,就 会 失去 贵族 的 地 位 ,丧失 包括 免税 在 内 的 特权 . 

无 论 是 宫廷 贵族 ,还 是 乡村 贵族 ,可 以 说 都 与 生产 无 缘 , 过 着 游手好闲 的 生 
活 . 他 们 的 身份 决定 他 们 的 生活 方式 ,这 种 方式 使 他 们 成 为 寄生 虫 、 社 会 的 次 
疣 ,人 民 必 和 欲 把 他 们 除 掉 而 后 快 . 

在 贵族 之 间 , 还 有 一 种 穿 袍 贵族 .这 种 贵族 的 称号 是 王国 政府 卖 官 窜 习 的 
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产物 ,是 为 增加 王国 收入 ,充实 国库 而 采取 的 一 种 措施 的 结果 .根据 这 种 措施 ， 
增加 了 许多 无 用 的 官职 .例如 ,在 1707 年 ,设立 了 国王 的 酒 类 运输 商 兼 经 纪 人 
的 官职 ,这 一 官职 卖 了 18 万 利 弗 .人 们 还 想 出 皇家 法 院 书 记 官 .各 省 总 监 代理 
人 ,国王 的 掌管 木料 存放 顾问 、 治 安 顾问 ,假发 假 须 师 , 鲜 牛 油 视察 监督 员 \ 咸 牛 
油 品尝 员 等 职位 . 穿 袍 贵族 有 的 取得 了 王国 中 高 级 职位 ,进入 高 等 法 院 , 掌 握 司 
法 权 和 行政 权 , 由 国王 派 到 各 省 作 监 督 或 副 监督 . 费 马 就 是 这 样 被 任命 为 图 卢 
兹 地 方法 官 的 ,但 由 于 人 品 的 原因 , 费 马 以 研究 数学 代替 了 灯红酒绿 的 生活 ,以 
读书 写作 代替 了 营私 舞弊 .这 些 人 都 出 身 于 上 层 资产 阶级 ,诸如 大 工商 业 家 和 
大 银行 家 等 .一 旦 他 们 获得 贵族 称号 ,就 希望 与 披 剑 贵族 为 伍 , 和 他 们 平 起 平 
坐 ,实际 上 在 18 世纪 的 法 国 他 们 已 经 达到 了 这 种 目的 .他 们 的 思想 实质 贵族 
化 ,一 心 一 意 紧 担 贵 族 特权 ,千方百计 地 为 之 辩护 . 

奇怪 的 是 法 国 社会 的 腐败 和 动荡 并 没有 殊 及 科学 和 艺术 ,这 可 能 与 法 国人 
特别 是 统治 者 对 科学 与 艺术 的 偏爱 有 关 . 同 时 也 说 明科 学 与 艺术 绝对 是 闲 情 竟 
致 的 产物 . 

在 路 易 十 四 统治 时 代 , 法 国 除去 修建 了 研究 自然 科学 的 机 构 以 外 ,还 创立 
了 研究 文学 艺术 和 历史 的 组 织 , 例 如 ,于 1663 年 由 几 位 法 兰 西学 院 院士 组 成 一 
个 美文 学 院 . 它 原来 以 为 路 易 十 四 服务 为 目的 ,后 来 着 重 研究 古代 文化 ,正确 合 
理 地 考证 , 详 论 各 种 思想 观点 和 各 种 事件 .对 此 , 伏 尔 泰 也 作出 了 评价 ,说 “ 它 在 
历史 学 方面 起 的 作用 ,和 科学 院 在 物理 学 方面 起 的 作用 差不多 . 它 消除 了 一 些 
廖 误 "他 的 评价 依然 公允 ,美文 学 院 研究 历史 ,文化 , 既 有 考证 ,又 作出 评判 , 启 
人 心 靡 ,开展 思路 , 颇 有 重要 的 启蒙 作用 . 

在 一 些 主公 重臣 的 心中 ,科学 和 技术 还 是 有 一 定 地 位 的 ,如 路 易 十 四 的 得 
力 助手 柯 尔 伯 , 他 既是 贸易 能 手 ,又 是 工业 专家 ,还 热心 支持 科学 .1666 年 ,他 
有 鉴于 英国 皇家 学 会 在 光学 ,万 有 引力 原理 、 恒 星 的 光 行 差 和 高 等 几何 方面 的 
发 现 以 及 其 他 成 就 ,极为 欣 羡 , 以 至 妒忌 ,希望 法 国 能 够 分 享 同样 的 荣誉 .借助 
几 位 学 者 的 申请 ,敦促 路 易 十 四 创立 一 所 科学 院 .这 个 机 构 直 到 1699 年 都 是 自 
由 组 织 . 柯 尔 伯 以 高 额 补助 把 意大利 的 多 来 尼克 * 卡 西 尼 , 荷 兰 的 惠 更 斯 ,丹麦 
的 罗 梅 尔 都 招引 到 法 国 来 . 罗 梅 尔 确定 了 太阳 的 光速 , 惠 更 斯 发 现 了 土星 光环 
和 一 颗 卫 星 , 卡 西 尼 发 现 了 其 他 四 颗 .这 一 切 都 使 得 法 国 的 科学 盛 极 一 时 ,人 们 
的 思想 发 生 了 很 大 的 变化 ,不 再 在 陈腐 的 轨道 上 运转 ,而 是 伸 向 新 的 方向 ,针对 
面临 的 问题 ,寻求 新 的 解决 方案 “人 们 抛弃 一 切 旧 体系 ,对 真正 的 物理 学 的 各 
部 分 逐渐 有 了 认识 .研究 化 学 而 不 寻求 炼金 术 ,也 不 寻求 使 人 延年益寿 到 自然 
限度 以 外 的 办 法 .研究 天 文学 而 不 再 预言 世事 变迁 .医学 与 月 亮 的 至 蚀 不 再 相 
干 . 人 们 看 到 这 些 , 感 到 惊奇 .人 们 一 旦 对 大 自然 有 了 进一步 的 认识 ,世界 上 就 
不 再 存在 什么 奇迹 .人 们 通过 研究 大 自然 的 一 切 产物 来 对 大 自然 进行 研究 ." 研 
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究 自然 仅仅 以 自然 本 身 为 对 象 ,不 涉及 神秘 的 东西 ,完全 拨 开 了 神秘 的 烟雾 , 开 
拓 了 新 的 视野 ,这 给 法 国 思想 界 带 来 莫大 的 利益 ,促使 它 取得 丰硕 的 收获 . 

路 易 十 四 本 人 在 对 法 国 科学 的 发 展 上 也 具有 一 定 的 业绩 .于 1661 年 他 下 
令 开始 修建 天 文 台 ,于 1669 年 责成 多 米 尼 克 * 卡 西 尼 和 皮卡 尔 划 定子 午 线 . 
1683 年 子午 线 经 拉 伊 尔 继续 往 北 划 ,最 后 由 卡 西 尼 于 1700 年 把 它 延 长 , 划 到 和 鲁 
西 荣 . 伏 尔 泰 详细 地 记述 了 这 段 历史 事实 ,尔后 评论 道 :“ 这 是 天 文学 上 最 宏伟 
的 丰碑 .仅仅 这 项 成 就 就 足以 使 这 个 时 代 永 放 光 芒 ." 他 的 评论 说 明 他 自己 对 法 
国 的 科学 的 成 就 是 赞叹 不 已 的 . 


3. 法 兰 西 的 科学 传统 


法 国有 着 深厚 的 科学 传统 ,日 本 科学 史家 汤 浅 光 朝 曾 以 (法国 科学 300 年 》 
详 论 了 这 种 值得 称道 的 传统 .法 国人 的 理性 主义 , 始 于 笛 卡 尔 的 理性 主义 (ma- 
tionalistic, 亦 称 唯 理论 ) ,已 有 300 年 历史 ,法国 就 是 产生 这 一 思想 的 祖国 .理性 
主义 一 一 特别 是 以 数学 为 工具 一 一 是 近代 科学 形成 的 重要 因素 ,近代 哲学 两 大 
潮流 之 一 的 欧洲 大 陆 唯 理论 , 即 起 源 于 法 国 的 笛 卡 尔 .后 来 ,大 多 数 法 国人 都 
是 笛 卡尔 唯 理 论 的 崇拜 者 ……. 笛 卡尔 对 于 近代 思想 一 一 特别 是 对 法 国清 晰 的 
判断 性 观念 的 流行 ,起 了 决定 性 作用 .” 

传统 的 力量 是 惊人 的 ,直至 今天 法 国人 仍然 保留 着 喜爱 哲学 的 习性 . 

《光明 日 报 ) 曾 专门 刊登 了 一 篇 法 国人 喜爱 哲学 的 小 报道 ,每 办 星期 日 , 巴 
黎 巴 士 底 广 场 附近 的 “灯塔 " 啤 啡 馆 便 高 朋 满座 ,人 声 占 沸 . 这 个 咖啡 馆 赖 以 吸 
引 顾 客 的 不 是 美味 佳肴 ,而 是 一 个 开放 性 的 哲学 论坛 . 走 进 咖 啡 馆 ,人 们 相互 友 
好 地 传递 着 话 简 和 咖啡 .这 种 情景 在 人 情 淡漠 的 巴黎 平时 是 相当 罕见 的 . 

这 个 哲学 论坛 的 主持 人 是 曾经 当 过 哲学 教师 的 马赫 索 特 ,他 已 发 表 过 两 
部 关于 德国 哲学 家 尼采 的 专著 .1992 年 , 索 特 开办 了 一 个 “哲学 诊所 ”, 专 门 供 
那些 酷爱 哲学 的 人 前 来 与 他 探讨 哲学 问题 ,尽管 索 特 每 小 时 收费 350 法 郎 ,但 
仍 有 不 少 人 前 来 “就诊 .于 是 ,他 产生 了 到 咖 罪 馆 等 公共 场所 开办 “哲学 论坛 ” 
的 想法 ,结果 反应 十 分 强烈 .目前 , 索 特 已 在 巴黎 和 外 地 的 30 家 咖 罪 馆 开办 了 
哲学 论坛 ,迄今 讨论 的 题目 几乎 涉及 了 哲学 的 各 个 领域 . 

哲学 论坛 能 在 各 个 咖啡 馆 持久 不 衰 , 表 明了 法 国人 对 哲学 的 热衷 和 迷恋 ， 
另 一 个 表明 法 国人 对 哲学 情 有 独 钟 的 迹象 是 :哲学 著作 经 常 出 现在 畅销 书 排行 
榜 上 .挪威 哲学 家 乔 斯 坦 . 页 德 以 小 说 形式 写 的 哲学 史 名 著 《 苏 非 的 世界 }, 10 
个 月 时 间 在 法 国 售 出 了 70 万 本 .巴黎 索 邦 大 学 哲学 教授 安 德 烈 - 孔 特 一 斯 邦 维 
尔 的 一 部 哲学 专著 在 出 版 的 第 一 年 也 售 出 了 10 万 本 . 
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孔 特 一 斯 邦 维尔 教授 在 解释 法 国 出 现 “ 哲 学 热 " 的 原因 时 说 ,除了 传统 的 因 
素 之 外 ,“ 还 因为 宗教 和 其 他 意识 形态 理论 提供 的 现成 答案 愈 来 愈 不 能 令 人 满 
意 ”. 索 特 也 认为 ,哲学 热 "的 出 现 是 西方 国家 出 现 危 机 的 先兆 .他 说 :如 果 当 
年 的 希腊 没有 出 现 民 族 危机 和 内 战 ,哲学 就 不 会 在 那里 诞生 .” 

与 边 走路 边 思考 的 讲求 实际 的 英国 人 不 同 , “法 国人 是 想 好 了 再 去 行动 ”. 
法 国人 是 在 行动 中 彻底 实现 笛 卡 尔 明确 的 理性 思想 的 .但 是 ,这 种 理性 主义 并 
不 像 德国 人 那样 在 普遍 的 逻辑 制约 下 追求 系统 性 ,而 是 依靠 各 自 独立 的 才智 和 
感性 ,具有 一 种 天 启 的 色彩 .只 要 回忆 一 下 第 卡尔 、 帕 斯 卡 , 拉 瓦 锡 、 卡 诺 、 安 培 、 
贝尔 纳 \ 贝 特 洛 、 巴 士 德 . 豆 加 勒 、 柏 克 勒 耳 、 居 里 等 科学 家 的 生平 就 可 以 看 出 ， 
反映 在 法 国文 学 ,绘画 .音乐 中 的 那 种 独创 性 以 及 轻快 的 天 才 灵 感 ,在 科学 家 的 
业绩 中 也 存在 着 .很 明显 ,法 国 科学 家 与 英国 、 德 国 ,美国 等 国 的 科学 家 不 同 , 具 
有 法 国 的 特色 . 

贝尔 纳 在 《科学 的 社会 功能 》 一 书 中 ,对 “法 国 的 科学 " 作 了 如 下 描述 : 


"法国 的 科学 具有 一 部 辉煌 而 起 伏 多 变 的 历史 . 它 同 英国 和 荷兰 的 
科学 一 起 诞生 于 17 世纪 ,但 却 始终 具有 官办 和 中 央 集 权 的 性 质 .在 初 
期 ,这 并 不 妨碍 它 的 发 展 . 它 在 18 世纪 末 仍 然 是 生机 勃勃 的 , 它 不 仅 滤 
过 了 大 革命 ,而 且 还 借 着 大 革命 的 东 凤 进入 了 它 最 兴 训 的 时 期 . 在 
1794 年 创立 的 工艺 学 校 就 是 教授 应 用 科学 的 第 一 所 教育 机 关 . 由 于 它 
对 军事 及 民用 事业 都 有 好 处 ,因此 受到 拿破仑 的 赞助 . 它 培 养 出 大 量 的 
有 能 力 的 科学 家 ,使 法 国 科学 于 19 世纪 初期 居于 世界 前 列 .不 过 这 种 
发 展 并 未 能 维持 下 去 ,和 其 他 国家 相 比 ,虽然 也 出 过 一 些 重要 人 才 , 然 
而 其 重要 性 逐渐 在 减退 .原因 似乎 主要 在 于 资产 阶级 政府 官僚 习气 严 
重 , 目 光 短 浅 , 并 且 音 赣 ,不论 是 王国 政府 、 帝 国政 府 还 是 共和 国政 府 都 
是 如 此 …… 不 过 在 这 上 整个 期 间 , 法 国 科 学 从 未 失去 其 出 众 的 特点 -一 
非常 清晰 而 优美 的 阅 述 . 它 所 缺乏 的 并 不 是 思想 ,而 是 那个 思想 产生 成 
果 的 物质 手段 .在 20 世纪 前 25 年 中 ,法 国 科 学 跌 到 第 3 或 第 4 位 , 它 
有 一 种 内 在 的 肖 良 情绪 .” 


要 了 解法 国 的 科学 传统 就 必须 了 解法 国 的 大 学 . 

法 国 是 西方 世界 最 早 创立 大 学 的 国家 ,正如 贝尔 纳 所 指出 的 那样 ,法 国 的 
教育 行政 是 典型 的 中 央 集 权 制 .现在 ,全 国 划分 为 19 个 学 区 ,各 区 中 都 设 有 大 
学 .但 是 其 中 只 有 巴黎 大 学 是 特别 出 色 的 一 所 历史 悠久 的 大 学 (创立 于 1109 
年 ), 了 解 了 巴黎 大 学 , 即 可 以 对 法 国 大 学 有 个 总 体 了 解 .这 是 因为 法 国文 化 也 
是 中 央 集 权 的 ,主要 集中 在 巴黎 的 缘故 . 
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巴黎 大 学 的 创办 可 以 追溯 到 12 世纪 .英国 的 剑桥 和 牛津 就 是 以 巴黎 大 学 
为 模式 建立 的 .德国 以 及 美国 的 大 学 ,也 都 源 于 巴黎 大 学 .巴黎 大 学 可 以 算是 欧 
美 大 学 的 共同 源泉 . 香 鲍 的 吉 洛 姆 (Guilaume de Champeaux, 即 法 国 经 院 哲 学 
家 ) 于 1109 年 取得 教会 许可 ,在 位 于 锡 特 岛 巴 黎 总 寺院 的 圣母 院内 ,以 总 寺院 
学 校 的 形式 ,创立 了 巴黎 大 学 ( 称 做 圣母 学 校 ) .这 所 大 学 成 为 中 世纪 经 院 哲 学 
的 重要 据点 .同时 对 数学 教育 也 给 予 了 足够 的 重视 . 

巴黎 大 学 讲授 欧 氏 几何 学 .从 记 有 1536 年 标记 的 欧 几 里 得 (几何 原本 》 前 
六 卷 的 注解 书 ,可 以 推定 取得 数学 学 位 的 志愿 者 必须 宣 拆 听讲 这 卷 书 .实际 考 
试 时 只 限于 《几何 原本 》 的 第 一 卷 . 因 此 ,他 们 把 第 一 卷 最 后 出 现 的 毕 达 哥 拉 斯 
起 了 “数学 先生 "的 绰号 . 

16 世纪 法 国 出 版 了 许多 实用 的 几何 学 ,但 这 些 书 没有 进入 大 学 校门 . 同 
样 ,商业 的 、 应 用 的 算术 书 大 学 也 不 能 采用 .当时 ,巴黎 大 学 有 些 教授 写 的 算术 
书 ,都 是 希腊 算术 的 气 要 ,是 以 比 的 理论 等 为 主要 内 容 的 旧式 的 理论 算术 .实际 
上 ,商业 算术 只 能 在 工商 业 城市 里 印刷 出 版 而 不 能 在 巴黎 出 版 .在 这 方面 ,大 学 
数学 教育 只 作为 教养 科目 而 非 实际 应 用 学 科 的 倾向 性 , 仍 有 柏拉图 学 派 的 遗 
风 . 

在 法 国 推行 人 文 主义 的 学 校 ,也 设 有 数学 课 . 但 是 ,这 种 数学 课程 接近 古 希 
腊 的 “七 艺 " 中 的 几何 \ 算 术科 目 ,古典 的 理论 算术 和 欧 氏 几何 脱离 实际 应 用 ,如 
1534 年 鲍 尔 德 市 的 人 文 主义 学 校 , 除 学 些 算术 、 三 数 法 、 开 平方 . 开 立 方 外 ,还 
在 使 用 11 世纪 有 名 的 希腊 学 者 佩斯 卢 斯 (Pesllus) 的 书 人 《Mathematicorum Breviari- 
um》( 该 书包 括 算术 、 音 乐 ` 几何 \ 天 文学 的 内 容 ) 和 5 世纪 哲学 家 普罗 克 鲁 斯 
(Proclus) 的 书 《de Sphaera》 等 古典 著作 . 

当然 ,法 国 和 德国 一 样 ,16 世纪 以 来 ,许多 城市 都 有 本 国语 的 初等 学 校 .这 
些 下 层 市 民 的 学 校 ,都 要 学 习 简 单 应 用 的 算术 和 计算 法 . 

继 巴 黎 大 学 之 后 ,历史 上 最 悠久 的 大 学 是 位 于 法 国 南部 地 中 海 沿岸 的 蒙 彼 
利 埃 大 学 ,该 大 学 创立 于 12 世纪 ,在 医学 方面 有 着 优秀 的 传统 . 它 与 意大利 的 
萨 勒 诺 大 学 都 是 欧洲 先进 医学 研究 的 根据 地 .其 全 盛 时 期 是 13 ~ 14 世纪 . 

到 中 世纪 末 为 止 ,法 国 设立 的 大 学 除 蒙 彼 利 埃 外 ,还 有 奥尔良 (1231)、 昂 热 
(1232) 图卢兹 (1230,1233) , 阿 韦 龙 (1303)、 卡 奥 尔 (1332) , 格 勒 诺 布尔 (1339)、 
奥 兰 日 (1365)\ 埃 克 斯 (1409)、 多 尔 (1422) 、 普 切 (1431)、 卡 昂 (1437)、 波 尔 多 
(1441)、 瓦 兰 斯 (1459)、 南 特 (1460) , 布 鲁 日 (1464). 

18 世纪 末 的 法 国 大 革命 , 同 社会 制度 一 样 清算 了 教育 制度 中 的 一 切 旧 体 
制 .中 世纪 的 大 学 由 于 大 革命 而 被 消灭 .这 场 大 革命 的 教育 精神 ,由 拿破仑 一 世 
使 之 成 为 一 种 制度 ,并 由 1806 年 3 月 10 日 “关于 设置 帝国 大 学 (Université 
implriale) 的 法 律 " 及 其 附属 救 令 一 一 1808 年 的 “关于 大 学 组 织 的 救 令 "而 具体 
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化 .这 个 帝国 大 学 并 不 是 一 个 具体 学 校 ,而 是 一 个 承担 全 法 国 公共 教育 的 教师 
组 织 机 构 .将 全 国 划分 为 27 个 大 学 区 ,各 大 学 区 井然 有 序 地 配置 高 等 .中 等 . 初 
等 学 校 ,形成 有 组 织 的 统一 的 学 校 制度 .日 本 在 1872 年 (明治 五 年 ) 首 次 制定 了 
教育 组 织 ,把 全 国 分 为 8 个 大 学 区 ,就 是 模仿 法 国教 育 制度 .法国 的 大 学 组 织 与 
法 国 的 教育 行政 密切 结合 在 一 起 ,1808 年 确立 的 组 织 机 构 至 今 还 在 起 作用 . 

法 国 大 学 的 近代 化 是 在 1885 年 以 后 的 10 年 内 完成 的 ,1870 年 普法 战争 中 
败北 的 法 国 ,开始 认真 地 考虑 近代 科学 研究 与 国家 繁荣 的 关系 问题 .法 国 大 学 
真正 重建 为 综合 性 的 大 学 则 是 1891 年 以 后 的 事 . 

从 数学 发 展 的 角度 来 看 ,这 一 时 期 正 是 法 国 数学 大 发 展 的 时 期 . 

18,19 世纪 之 交 , 世 界 数学 的 中 心 是 在 法 国 ,而 此 时 正 值 法 国 大 革命 时 期 ， 
这 之 间 可 能 存在 着 某 种 关联 . 

18 19 世纪 之 交 的 法 国资 产 阶级 大 革命 是 一 场 广泛 深入 的 政治 与 社会 变 
革 , 它 极 大 地 促进 了 资本 主义 的 发 展 .在 法 国 革命 期 间 , 由 于 数学 科学 自身 那 种 
对 自由 知识 的 追求 ,以 及 这 种 追求 所 取得 的 巨大 成 功 ,使 法 国 新 兴 资 产 阶级 政 
权 将 数学 科学 视 为 自己 的 天 然 支 柱 . 当 第 三 等 级 夺取 了 政权 ,开始 改革 教育 使 
之 适应 了 自己 的 需要 时 ,他们 看 到 正好 可 以 利用 这 些 数学 科学 进行 自由 教育 ， 
这 种 教育 是 面向 中 产 阶 级 的 .加 上 旧制 度 对 于 这 些 科学 的 鼓励 ,这 时 法 国 出 现 
了 许多 第 一 流 的 数学 科学 家 ,如 拉 普 拉 斯 、 蒙 日 . 勒 让 德 . 卡 诺 等 ,他 们 乐于 从 事 
教育 ,并 指出 了 通 向 科学 前 沿 的 道路 .这 里 我 们 要 特别 介绍 对 数论 有 较 大 贡献 
的 勒 让 德 . 

勒 让 德 (Adrien Manie，Legendre，1752 一 1833) , 生 于 巴黎 ( 另 一 说 生 于 图 卢 
兹 ,与 费 马 同乡 ), 卒 于 巴黎 .早年 毕业 于 马扎 兰 (Mazarin) 学 校 ,1775 年 任 巴黎 军 
事 学 院 数学 教授 .1780 年 转 教 于 高 等 师范 学 校 .1782 年 以 (关于 阻尼 介质 中 的 
弹道 研究 )(《Recherches sur la Trajectoire des Projectiles dans les Milieux Resistants》， 
1782) 赢 得 柏林 科学 院 奖金 .第 二 年 当选 为 巴黎 科学 院 院士 .1787 年 成 为 伦敦 皇 
家 学 会 会 员 . 勒 让 德 常 与 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 并 列 为 法 国 数学 界 的 “三 L”. 他 的 
研究 涉及 数学 分 析 几何 ,数论 等 学 科 .1784 年 他 在 科学 院 宣读 的 论文 《行星 外 
形 的 研究 )(《Recherches sur la Figure des Planates》,1784) 中 给 出 了 特殊 函数 理论 
中 著名 的 “ 勒 让 德 多 项 式 ”, 并 阐明 了 该 式 的 性 质 .1786 年 又 在 《科学 院 文集 》 
(《Mémoires del' Acadkmie》) 上 发 表 变 分 法 的 论文 ,确定 极 值 函数 存在 的 “ 勒 让 德 
条 件 ”, 给 出 椭圆 积分 的 一 些 基本 理论 ,引用 了 若干 新 符号 .此 类 专著 还 有 《超越 
椭圆 》(《Memoire sur les Transcendantes Elliptiques》,1794) 《椭圆 函数 论 》(《Traité 
des Fonctions Elliptiques》,1827 ~ 1832) 等 .他 的 另 一 著作 《几何 原理 )(《Elements 
de Géomértie》, 1794) 是 一 部 初等 几何 教科 书 . 书 中 详细 讨论 了 平行 公设 问题 ,还 
证 明了 圆周 率 x 的 无 理性 .该 书 独到 之 处 是 将 几何 理论 算术 化 .代数 化 ,说 明 透 
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彻 ,简明 易 懂 , 深 受 读者 欢迎 ,在 欧洲 用 做 教科 书 达 一 个 世纪 之 久 《 数 论 》(《Es- 
sai sur la Théorie des Nombres》) 是 勒 让 德 的 另 一 力作 ,该 书 出 版 于 1798 年 ,中 间 
经 过 1808 年 .1816 年 和 1825 年 多 次 修订 补充 ,最 后 完善 于 1830 年 . 书 中 给 出 连 
分 数理 论 、 二 次 互 反 律 的 证 明 以 及 素数 个 数 的 经 验 公 式 等 ,对 数论 进行 了 较 全 
面 的 论述 . 勒 让 德 的 其 他 贡献 有 : 创立 并 发 展 了 大 地 测量 理论 (1787 年 )、 提 出 
球面 三 角形 的 有 关 定 理 . 

另 一 所 对 法 国 科 学 有 较 大 影响 的 学 校 是 巴黎 理工 学 校 ,由 于 当时 军事 \ 工 
程 等 的 需要 ,资产 阶级 需要 大 量 的 科学 家 、 工 程 技术 人 员 , 这 是 极为 迫切 的 问 
题 .当时 朝 着 这 方面 努力 的 个 成 功 的 例子 就 是 1795 年 法 国政 府 创办 了 巴黎 
理工 学 校 (Ecole Polytechnique) , 它 的 示范 作用 对 法 国 高 等 教育 甚至 初等 教育 都 
产生 了 深远 的 影响 . 它 的 成 功 使 得 欧洲 大 陆 国 家 纷纷 仿效 ,如 1809 年 柏林 大 学 
改革 ,其 影响 甚至 远 播 美国 一 一 著名 的 西点 军校 就 是 仿效 巴黎 理工 学 校 建立 
的 


值得 注意 的 是 ,1808 年 法 国政 府 又 建立 了 高 等 师范 学 校 (Ecole Nonmale). 
这 所 学 校 是 专门 用 来 培养 教师 的 ,但 也 提供 高 深 的 课程 , 它 有 良好 的 学 习 与 研 
究 条 件 , 学 习 好 的 学 生 被 推荐 去 搞 研 究 . 它 招 进 的 都 是 优秀 的 学 生 , 也 培养 了 一 
批 批 一 流 的 数学 家 ,至 今 仍然 如 此 .20 世纪 30 年 代 产生 的 布尔 巴林 学 派 的 成 
员 大 部 分 毕业 于 这 所 学 校 .从 19 世纪 30 年 代 开始 ,高 等 师范 学 校 显 示 出 了 极 
为 重要 的 地 位 .天 才 的 伽 罗 瓦 就 是 该 校 学 生 . 新 学 校 的 发 展 使 法 国教 育 大 为 改 
观 . 
从 教育 的 角度 讲 , 巴 黎 大 学 在 16 ~ 17 世纪 中 ,作为 经 院 哲学 的 顽固 保 垒 ， 

统治 着 整个 法 国 的 教育 .但 是 巴黎 大 学 已 经 丧失 了 指导 正在 来 临 的 新 时 代 的 力 
量 , 新 兴 势 力 的 新 据点 在 与 巴黎 大 学 的 对 抗 中 产生 . 

。，1530 年 ,法 兰 西学 院 (College de France) ,该 学 院 在 法 国文 化 史上 占有 特 
殊 地 位 ,一 直 存续 至 今 ,是 在 人 本 主义 者 毕 德 (Bude，Cuillaume，1468 一 1540) 建 
议 下 于 弗 郎 西 斯 一 世 时 创建 .相当 于 伦敦 的 格雷 沙 姆 学 院 (Gresham College) , 设 
有 和 希腊 语 . 希 伯 来 语 数学 等 学 科 . 

，1640 年 ,法 兰 西学 会 (Academie Francaise), 由 路 易 十 三 的 宰相 里 切 留 
(Richelieu, 1585 一 1642) 设 立 的 新 文学 家 团体 ,有 会 员 40 名 

。， 1666 年 ,科学 学 会 (Academie des Sciences) ,由 路 易 十 四 的 宰相 柯 尔 伯 特 
(Colher,J .B .1619 一 1683) 设 立 . 

英国 与 法 国 在 科学 会 的 成 立 与 发 展 中 有 许多 差异 ,英国 皇家 学 会 创立 于 
1662 年 ,而 法 国 的 巴黎 皇家 科学 学 会 是 于 1666 年 在 巴黎 创立 的 .这 正 是 太阳 王 
路 易 十 四 (1643 一 1715) 时 期 .与 英国 皇家 学 会 的 主体 是 贵族 .商人 和 科学 家 不 
同 ,法 国 的 科学 学 会 是 官办 的 .1666 年 设立 时 有 会 员 约 20 人 ,会 员 都 是 由 国王 
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支付 薪水 的 .而 且 , 它 与 伦敦 的 皇家 学 会 的 会 员 们 那 种 自选 研究 题目 的 平民 科 
学 家 的 自主 型 集会 不 同 , 它 是 由 一 些 政府 确定 研究 题目 的 职业 科学 家 组 成 的 ， 
是 一 个 皇室 经 办 的 官方 机 构 .伦敦 的 皇家 学 会 经 常 面 临 经 费 困难 ,而 法 国 皇 家 
科学 学 会 不 仅 提供 会 员 们 的 年 薪 , 而 且 实验 和 研究 经 费 也 由 国库 支付 ,路易 十 
四 从 欧洲 各 地 招募 学 者 ,使 法 国 的 这 个 学 会 一 时 呈现 出 全 欧洲 大 陆 最 高 学 会 的 
景观 .学 会 附属 机 构 一 一 新 设 的 天 文 台 , 台 长 是 从 意大利 聘请 来 的 天 文学 家 卡 
西 尼 , 荷 兰 的 惠 更 斯 更 是 学 会 的 核心 人 物 . 

它 的 创立 经 过 ,与 英国 的 皇家 学 会 一 样 ,有 一 个 创立 的 基础 .这 个 学 会 最 初 
是 以 笛 卡 尔 的 学 生 ,将 伽利略 的 《天 文学 对 话 》(1632) 译 成 法 文 (1634) 的 弗 郎 区 
斜 科教 派 的 祭司 梅森 (M, Mersenne,1588 一 1648) 为 中 心 的 一 个 学 术 团体 . 笛 卡 尔 
曾 通过 梅森 在 较 长 的 时 期 内 (1629 ~ 1649) 与 伽利略 、 伽 桑 狄 、 罗 伯 沃 尔 (Rober- 
va ,法国 数学 家 ) , 霍 布 斯 \ 卡 尔 卡 维 \ 卡 瓦 列 利 、 惠 更 斯 , 哈 特 里 布 ($S. Hantlib, 英 
国 和 平 主义 者 ) 等 人 通信 .对 科学 数学 化 或 对 实验 科学 感 兴趣 的 科学 家 们 , 常 在 
梅森 的 地 下 室 集 会 . 费 马 、 德 沙 格 、 洛 伯 沃 尔 、 帕 斯 卡 、 伽 桑 狄 均 是 其 常客 .后 来 
每 周 四 在 各 家 集会 ,最 后 在 顾问 官 蒙 特 莫 尔 (Montmort，1600 一 1679) 家 定期 集会 
活动 .这 个 集会 也 与 英国 皇家 学 会 发 生 联系 .当时 的 宰相 , 重 商 主义 政策 实行 者 
柯 尔 伯 得 知 这 一 情况 后 ,经 过 一 番 努 力 ,正式 创办 了 皇家 科学 学 会 .最 早 成 为 科 
学 学 会 会 员 的 有 : 

奥 祖 (Auzout) ,著名 天 文学 家 ,望远镜 用 测 微 器 发 明 者 ; 

布 德 林 (Bourdelin) ,化 学 家 ; 

布 特 (Buot) ,技术 专家 ; 

卡尔 卡 维 (Carcavi) ,几何 学 家 ,皇家 图 书馆 管理 员 ; 

库 普 莱特 (Couplet) ,法 兰 西学 院 数学 教授 ; 

库 莱 奥 - 德 " 拉 - 尚 布尔 (Cureau de la Chambre) ,路 易 十 四 侍 医 ,法 兰 西 学 会 
会 员 ; 

德 拉 沃 耶 * 米 尼 奥 (Delavoye Mignot) ,几何 学 家 ; 

多 来 尼克 迪克 洛 (Dominigue Duclos) ,化 学 家 , 柯 尔 伯 传 医 ,最 活跃 的 会 员 
-| 

杜 阿 梅 尔 (Duhamel) ,解剖 学 家 ; 

弗 雷 尼克 莱 * 德 * 贝 锡 (Frenicle de Bessy) ,几何 学 家 . 

贝 赐 与 费 马 有 较 密切 的 接触 ,他 同时 也 是 物理 学 家 、 天 文学 家 , 生 于 巴黎 ， 
卒 于 同 地 .他 曾 任 政府 官员 ,业余 钻研 数学 ,与 笛 卡尔 、 费 马 、 惠 更 斯 、 梅 森 等 当 
时 著名 的 数学 家 保持 长 期 的 通信 联系 .他 主要 讨论 有 关 数 论 的 问题 ,推进 了 费 
马 小 定理 的 研究 .另外 对 抛射 体 轨 迹 作 过 阐述 .还 第 一 个 应 用 了 正 割 变换 法 . 曾 
指出 幻 方 的 个 数 随 阶 数 的 增长 而 迅速 增加 ,并 给 出 880 个 4 阶 幻 方 .其 主要 著 
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作 有 《 解 题 法 》(1657) 《直角 三 角形 数 (或 称 勾 股 数 )》(《Traité des Triangles Rect- 
angles en Nombres》，1676) 等 .另外 还 有 : 

加 扬 特 (Gayant) ,解剖 学 家 ; 

阿 贝 * 加 卢 瓦 (Abbe Gallois) ,后 来 任 法 兰 西学 院 希腊 语 和 数学 教授 , 柯 尔 伯 
的 亲友 ; 

惠 更 斯 (Huyens) ,最 早 的 也 是 唯一 的 外 国会 员 ,荷兰 数学 家 、 物 理学 家 、 天 
文学 家 ,最 活跃 的 会 员 之 一 ; 

马 尚 特 (Marchand) ,植物 学 家 ,皇家 植物 园 园 长 ; 

马 略 特 (Mariotte) ,物理 学 家 ,著名 会 员 之 一 ; 

尼 盖 (Niguet) ,几何 学 家 ; 

佩 克 盖 (Pecguet) ,解剖 学 家 ; 

佩 罗 (Perrault) ,建筑 家 ,最 活跃 的 会 员 之 一 ,使 柯 尔 伯 对 科学 发 生 兴趣 的 就 
是 他 ; 

皮卡 尔 (Picard) ,天 文学 家 ,法 兰 西学 院 天 文学 教授 ,最 活跃 的 会 员 之 一 ; 

皮 韦 (Pivert) ,天 文学 家 ; 

里 软 (Richer) ,天 文学 家 ; 

罗 伯 瓦 尔 (Roberval) ,数学 家 . 

柯 尔 伯 特 1683 年 去 世 后 ,学 会 活动 曾 一 度 衰 落 ,1699 年 重新 组 织 后 又 恢复 
了 活力 ,当时 选举 汉 特 尼 尔 (Fontennelle,1657 一 1757) 为 干事 ,任职 达 40 年 之 久 . 
他 著 有 《关于 宇宙 多 样 性 的 对 话 》(1686) ,普及 了 哥 白 尼 学 说 . 

在 法 国 历史 上 对 科学 影响 最 大 的 是 在 伏 尔 泰 卢梭、 狄 德 罗 等 人 的 启蒙 思 
想 影响 下 爆发 的 法 国 大 革命 ,是 18 世纪 世界 历史 上 的 重要 事件 .这 一 启蒙 思想 
以 17 世纪 系统 化 的 机 械 唯物 论 的 自然 观 ,特别 是 以 牛顿 的 物理 学 为 基础 ,从 科 
学 和 技术 中 去 寻求 人 性 形成 的 动力 .启蒙 思想 对 于 17 世纪 确立 的 波 旁 王朝 
(1689 ~ 1792) 的 极权 主义 ,以 及 支持 极权 主义 的 一 切 思想 .宗教 ,精神 权威 而 
言 ,是 批判 性 和 破坏 性 的 .18 世纪 是 一 个 “理性 的 世纪 ”( 达 兰 贝 尔 ), 同 时 也 是 
一 个 “光明 的 世纪 ”. 启 蒙 思 想 家 们 强烈 要 求 的 是 自由 ,平等 .博爱 ,他 们 将 “ 理 
性 ”与 “光明 ”投向 极权 主义 国家 体制 下 不 合理 社会 生活 的 各 个 角落 ,确立 近代 
人 道 主义 的 启蒙 运动 .作为 新 兴 的 自然 科学 思想 的 支柱 而 得 到 发 展 ,其 主要 舞 
台 是 法 国 . 

法 国 启蒙 运动 始 于 冯 特 尼 尔 和 伏 尔 泰 . 汉 特 尼 尔 是 科学 学 会 的 终身 干事 . 
他 的 著作 《关于 宇宙 多 样 性 的 对 话 》 对 普及 新 宇宙 观 和 科学 的 世界 观 做 出 了 贡 
献 . 伏 尔 泰 将 牛顿 物理 学 体系 引入 到 法 国 ,完成 了 法 国 18 世纪 科学 振兴 的 基础 
工作 .1738 年 伏 尔 秦 出 版 了 《牛顿 哲学 纲要 》. 

集 法 国 启蒙 思想 大 成 的 巨型 金字 塔 ,能 很 好 地 反映 18 世纪 法 国 科学 实际 
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情况 ,这 就 是 著名 的 《法 国 百科 全 书 》(1751 ~ 1772) .这 部 百科 全 书 是 一 项 巨大 
的 研究 成 果 ,其 包括 正 卷 17 卷 (收录 条 目 达 60 600 条 ), 增 补 5 卷 ,其 字数 相当 
于 400 字 稿 纸 14 万 页 之 多 ,此 外 还 有 图 版 11 卷 ,索引 2 卷 .从 狄 德 罗 开始 编辑 
起 ,经 历 了 26 年 于 1772 年 完成 .执笔 者 职业 涉及 各 方面 : 实行 派 (98 人 ) 一 一 
官吏 (26 人 )、 医 生 (23 人 ) .军人 (8 人 ) .技师 (5 人 )、 工 场 主 (4 人 )、 工 匠 (14 
人 ) 辩护 士 (3 人 ) ,印刷 师 (3 人 ) ,钟表 匠 (2 人 ) 、 地 图 师 (2 人 ) ,税务 包办 人 (2 
人 ) 博物 馆 馆 长 (2 人 ) ,学 校 经 营 者 建筑 家 、 兽 医 \ 探 险 家 名 1 人 . 

桌 上 派 (67 人 ) 一 一 学 会 会 员 (24 人 )、 著 作家 (17 人 )、 教 授 (13 人 )、 僧 侣 (8 
人 )\ 编 辑 (2 人 ) ,皇室 史料 编辑 官 . 剧 作家 \ 诗 人 各 1 人 . 

这 里 的 实行 派 , 指 除了 读书 写作 外 还 从 事 其 他 职业 ,通过 其 职业 而 掌握 经 
验 知识 者 ,而 桌 上 派 也 是 指 采取 实行 派 立场 的 桌 上 派 .《 百 科 全 书 ) 是 从 中 世纪 
经 院 哲 学 立场 向 实验 性 ,技术 性 立场 转变 期 中 的 巨型 金字 塔 。 

18 世纪 法 国 的 科学 成 果 十 分 丰富 .17 世纪 产生 于 英国 的 牛顿 力学 ,18 世纪 
初 传人 法 国 ,经 达 朗 贝尔 、 克 雷 洛 、 拉 格 朗 日 . 拉 普 拉 斯 等 人 进一步 发 展 ,到 18 
世纪 末 即 迎 来 了 天 体力 学 的 黄金 时 代 . 与 18 世纪 英国 的 注重 观测 的 天 文学 家 
布 拉 德 雷 (J. Bradley，1692 一 1762) 及 马 斯 凯 林 (N.Maskelyne,1732 一 1811) 不 同 ， 
法 国 出 现 了 拉 格 朗 日 , 拉 普 拉 斯 等 优秀 的 理论 家 .这 一 倾向 并 不 只 限于 力学 . 英 
国 实验 化 学 家 普 利 斯 特 里 ,站 在 传统 的 燃 素 说 立场 上 仅 发 现 了 氧 ,而 法 国 的 拉 
瓦 锡 则 利用 氧 创立 了 新 的 燃烧 理论 ,并 由 此 而 成 为 化 学 革命 主要 人 物 .生物 学 
家 布 丰 并 没有 满足 于 林 奈 在 《自然 体系 》(1735) 中 提出 的 分 类 学 说 ,进而 完成 了 
44 卷 的 巨著 《博物 志 》(1748 ~ 1788) .牛顿 阐明 了 支配 天 体 等 物体 运动 的 规律 ， 
而 布 丰 则 力图 阐明 支配 自然 物 (动物 植物、 矿物 ) 的 统一 规律 . 

与 立足 于 实际 的 英国 人 开拓 产业 革命 (1760 ~ 1830) 道 路 的 同一 时 期 ,侧重 
理论 的 法 国人 则 完成 了 政治 革命 (1789 ~ 1794) 的 准备 .可 以 说 ,18 世纪 末世 界 
历史 上 的 两 大 事件 既 发 端 于 科学 革命 ,又 是 受 科学 促进 的 . 

始 于 1789 年 的 法 国 大 革命 ,虽然 出 现 了 将 化 学 家 拉 瓦 锡 (税务 包办 人 ) 及 
天 文学 家 拜 人 切 (J.S.Bailly, 巴 黎 市 长 ) 送 上 断头台 的 暴行 ,然而 革命 政府 的 科学 
政策 却 将 法 国 科学 在 18 世纪 末 到 19 世纪 前 半 叶 之 间 推 上 了 世界 前 列 . 革 命 政 
府 为 了 创造 美好 的 未 来 ,制定 了 如 下 政策 : 

(1) 改 组 科学 学 会 ; 

(2) 制 定 新 度量 衡 制 一 一 米 制 ; 

(3) 制 定 法 兰 西 共和 国 历法 (1792 ~ 1806); 

(4) 创 立 工艺 学 校 (Ecole Polytechnique); 

(5) 创立 师范 学 校 (Ecole Normale) ; 

(6) 设 立 自然 史 博 物 馆 ( 改 组 皇家 植物 园 ); 
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(7) 刷 新 军事 技术 . 

其 中 ,制定 米 制 及 创立 工艺 学 校 (理工 科大 学 ,1794 年 ) 是 法 国 科学 发 展 中 
最 优秀 的 成 果 . 拉 普 拉 斯 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 伟 里 叶 等 均 是 工艺 学 校 的 教官 ,该 校 
培养 了 许多 活跃 于 19 世纪 初 的 科学 家 .在 自然 史 博 物 馆 中 则 集聚 了 拉 马 克 、 圣 
提 雷 尔 、 居 修 、 居 维 叶 等 大 生物 学 家 ,不 久 后 这 里 就 成 为 进化 论 研究 与 争论 的 场 
所 . 

从 法 国 大 革命 到 拿破仑 时 代 达 到 顶峰 的 法 国 科学 活动 ,从 19 世纪 中 时 以 
后 转 而 衰落 下 去 .在 19 世纪 以 后 ,虽然 也 出 现 过 世界 首届 一 指 的 优秀 科学 成 
果 , 除 巴士 德 及 居 里 外 ,安培 的 电磁 学 \ 卡 诺 的 热力 学 、 伽 罗 瓦 的 群 论 . 勒 维 烈 的 
海王 星 的 发 现 、 贝 尔 纳 的 实验 医学 法 布尔 的 昆虫 记 、 贝 克 勒 尔 的 放射 性 的 发 现 
等 , 均 是 极为 出 色 的 成 果 . 但 是 从 整体 上 看 ,法 国 的 科学 活动 能 力 落后 了 ,其 原 
因 是 复杂 的 ,不 过 法 国 工业 的 薄弱 基础 及 其 官僚 性 的 大 学 制度 ,都 是 促成 其 落 
后 的 重要 原因 .而 且 法 国人 性 格 本 身 的 原因 也 很 重要 ,虽然 法 国人 构思 很 好 , 然 
而 对 工业 化 兴趣 不 大 .从 19 世纪 后 半 叶 社会 文化 史 栏目 中 可 以 看 到 ,在 象征 派 
诗人 ,自然 主义 文学 家 .印象派 画家 开拓 新 的 艺术 世界 的 同时 ,法 国 科学 不 但 没 
能 恢复 反而 衰落 下 去 . 

法 国 诺 贝 尔 奖金 获得 者 在 人 数 上 比 英国 、 德 国美 国都 少 .在 20 世纪 上 半 
叶 , 获 得 物理 学 、 化 学 、 医 学 奖 的 共 16 人 ,其 中 1901 ~ 1910 年 (6 人 )、1911 ~ 1922 
年 (5 人 )、1921~ 1930 年 (3 人)、1933 ~ 1940 年 (2 人 ) .1941 ~ 1950 年 (0 人 ). 可 
见 20 世纪 初 较 多 ,以 后 逐渐 少 起 来 . 

法 国 科学 的 衰落 有 着 复杂 的 原因 ,但 有 一 条 可 以 肯定 , 那 就 是 法 国人 对 科 
学 依旧 依赖 ,对 科学 家 依旧 尊重 .这 就 是 法 国 科学 得 以 重 居 世 界 中 心地 位 的 基 
础 与 保障 . 

1954 年 5 月 15 日 ,在 法 国 索 邦 (Sorbonne) 举 行 的 纪念 彭 加 勒 诞生 100 周年 
纪念 大 会 上 ,法 国 老 数学 家 哈达 玛 (Hadamard) 在 演讲 中 说 : 


“今天 ,法 兰 西 在 纪念 她 的 民族 骄子 之 一 享 利 ` 彭 加 勒 .他 的 名 字 应 
该 是 人 所 共 知 的 ,应 当 像 他 生前 在 人 类 精神 活动 的 另 一 个 领域 那样 ,使 
每 一 个 法 国人 感到 骄 做 .数学 家 的 业绩 不 是 一 眼 就 能 看 见 的 , 它 是 大 厦 
的 基础 .看 不 见 的 基础 ,而 大 厦 是 人 人 都 可 以 欣赏 的 ， 然 而 它 只 有 在 坚 
实 的 基础 上 才能 建立 起 来 . 

“在 费 马 大 定理 获 证 的 今天 ,追忆 往事 ,人 们 不 禁 会 发 出 法 兰 西 科 
学 长 青 \ 法 兰 西 科学 传统 永存 的 感慨 ,也 只 有 在 这 样 的 国度 与 传统 中 才 
能 产生 费 马 这 样 的 及 世 奇 才 .” 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


骑 自 行车 上 月 球 的 旅人 


1. 业 余数 学 用 好 者 的 证 明 


陈 名 各 扫 在 为 庆祝 国家 自然 科学 某 多 委员 会 成 立 10 
周年 所 举行 的 科学 报告 会 上 的 演讲 中 指出 : 


“从 这 定理 ( 指 怀 尔 斯 的 证 明 ) 我 们 应 认识 高 深 数学 
是 必要 的 , 费 马 定理 的 结论 虽然 简单 ,但 它 蕴藏 着 许多 数 
学 的 关系 , 远 远 超过 结论 中 的 教学 观念 ,这 些 关 系 日 新 月 
异 ,十 分 神 妙 ,学 问 之 实 , 令 人 拜 迷 . 

我 能 相信 , 费 马 大 定理 不 能 用 初等 方法 证 明 . 这 种 
努力 会 是 徒劳 的 .数学 是 一 个 整体 ,一 定 要 吸收 几 生 年 的 
所 有 进步 . ( 见 ( 数 学 进展 》, 第 25 卷 ,第 5 期 ) 


WW cP = 


几乎 可 以 肯定 地 说 ,在 数学 史上 有 关 费 马 大 定理 的 证 明 是 
最 多 的 ,给 出 证 明 的 人 也 最 杂 . 据 统计 , 仅 在 1908 ~ 1912 年 这 4 
年 内 , 仅 德国 哥 廷 根 科 学 院 就 收 到 了 1 000 多 个 证 明 . 不 用 说 ， 
无 一 例 是 对 的 .而 这 些 证 明 的 提出 者 用 现代 话说 是 费 马 猜想 的 
发 烧 友 ,如 果 加 以 分 析 大 致 可 分 这 样 四 类 . 

第 一 类 是 职业 数学 家 ,这 类 人 是 具备 了 证 明 费 马 大 定理 的 
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素质 ,但 不 具备 所 必需 的 工具 . 

实际 上 ,有 许多 数学 家 终生 都 在 为 费 马 大 定理 工作 .例如 ,美国 科学 院 院士 
范 迪 维尔 (Hary Shultz Vandiver，1882 一 1973) 就 是 其 中 一 位 ,他 为 此 花费 了 他 长 
达 91 岁 的 一 生 . 这 有 点 像 买 了 一 路 下 跌 的 股票 的 股民 一 样 , 一 旦 买 进 便 马 上 被 
套牢 ,而 且 终生 难 释 ,但 他 最 后 得 到 了 补偿 一 一 因 研 究 费 马 问题 的 成 果 而 获 了 
大 奖 . 

数学 家 虽然 绝 大 多 数 在 为 人 上 是 谦虚 的 ,也 可 以 说 是 与 世 无 争 的 ,但 从 某 
种 意义 上 说 又 是 最 争 强 好 胜 的 .他 们 总 是 觉得 应 该 和 各 个 时 代 的 最 伟大 的 数学 
家 竞争 ,所 以 他 们 大 搞 世 界 级 难题 , 哨 最 硬 的 果 ,并 且 对 此 充满 自信 

记得 有 人 在 采访 美国 数学 家 罗宾逊 教授 时 , 当 问 及 “在 数学 中 ,是 否 有 某 些 
领域 比 其 他 领域 更 容易 使 人 成 名 "时 ,罗宾逊 教授 说 ;在 数论 中 ,有 许多 经 典 的 
猜想 一 一 哥 德 巴赫 猜想 、 费 马 猜想 等 ,任何 对 此 做 出 贡献 的 人 将 立刻 成 名 ,因为 
这 些 问题 非常 有 名 ,美国 数学 家 柏 克 堆 夫 的 儿子 现在 还 保留 着 充满 他 父亲 豪 言 
壮 语 的 信 , 他 的 父亲 一 一 第 一 个 被 公认 为 世界 上 第 一 流 美国 数学 家 的 美国 人 在 
给 另 一 位 数学 家 的 信 中 写 到 “我 们 将 解决 费 马 问题 ,而 且 还 不 止 于 此 ' .但 今天 
看 来 当时 他 似乎 更 应 该 说 “我 们 必定 无 法 解决 费 马 问题 ,而 且 仅 此 而 已 .因为 
当时 他 还 没有 掌握 攻克 费 马 大 定理 的 工具 一 一 代数 几何 .那么 这 样 急 三 火 四 地 
宣布 可 以 解决 它 究竟 是 什么 心理 在 作怪 呢 ? 很 早 以 前 有 一 位 名 叫 梅里 尔 ( Mer- 
ril) 的 数学 家 在 一 本 称 做 《数学 漫谈 》 的 书 中 剖析 了 人 类 的 这 种 情结 .他 写 到 : 
“ 凡 属 人 类 ,天 生 有 一 种 崇高 的 特性 ,也 就 是 好 胜 的 心理 ,这 种 心理 ,使 人 探险 攀 
高 . 赴 汤 蹈 火 而 不 辞 ……” 

波兰 最 著名 的 数学 家 巴 拿 赫 也 常常 以 这 样 一 句 话 不 断 勉励 自己 ,他 说 “最 
重要 的 是 掌握 技艺 的 巨大 光荣 感 一 一 众所周知 .数学 家 的 技艺 有 着 像 许 人 做 诗 


第 二 类 证 明 者 是 初等 数论 的 爱好 者 .他 们 认为 唯 有 需要 魄力 和 技巧 的 艰苦 
工作 , 才 有 诱惑 的 力量 .有 些 人 认为 数学 家 之 所 以 不 能 证 明 费 马 大 定理 , 乃 是 工 
作 太 难 的 缘故 . 存 有 这 个 念头 ,当然 想 要 自己 去 解决 问题 ,以 便 打倒 一 切 数学 
家 ,出 人 头 地 .总 之 ,一 切 麻烦 都 因 学 识 不 够 , 竞 不 知 这 对 他 来 说 是 不 可 能 之 事 ， 
真是 可 惜 .现在 无 法 证 明 高 峰 绝壁 不 可 攀登 ,探险 家 仍然 继续 尝试 ,将 来 终 有 登 
临 之 日 .但 是 凭借 初等 数学 乃至 大 学 本 科 或 硕士 研究 生 的 功底 要 想 证 明 费 马 大 
定理 ,无 疑 是 想 骑 自行 车 到 月 球 上 旅行 ,这 时 人 类 的 自省 力 便 是 过 制 这 种 春 行 
的 唯一 力量 . 

中 国 第 一 批 理 学 博士 现 为 南京 师范 大 学 数学 系 主任 的 单 堵 教 授 专攻 数论 ， 
曾 拜 师 于 王 元 ,功力 不 可 谓 不 深 .但 在 他 为 中 国 青年 出 版 社 写 的 一 本 小 册子 《 趣 
味 数论 》 的 结尾 中 写 到 :本 书 的 作者 还 必须 在 此 郑重 声明 ,如 果 哪 位 数学 爱好 者 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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坚持 要 解决 这 个 问题 ( 费 马 猜想 ), 务 必 请 他 别 把 解答 寄 来 ,因为 作者 不 够 资格 
来 判定 如 此 伟大 、 如 此 艰难 的 工作 的 正确 性 . 

这 一 声明 同样 也 适用 于 其 他 的 猜想 ,如 许多 爱好 者 关心 的 哥 德 巴赫 猜想 和 
黎 曼 猜 想 .所 幸 的 是 ,前 几 年 中 国 科 学 院 数学 研究 所 所 长 杨 乐 专门 在 《文汇报 》 
上 撰文 指出 目前 国内 无 人 (包括 陈景润 在 内 ) 搞 哥 德 巴赫 猜想 和 黎 曼 猜 想 .另外 
数学 所 绝 不 受理 宣布 证 明了 这 几 个 猜想 的 论文 (大 部 分 论文 是 各 级 各 类 政府 官 
员 “ 推 荐 "的 ,在 这 里 数学 不 承认 权力 ) .如 不 服 ,可 向 国外 投稿 ,世界 著名 数学 杂 
志 有 200 家 之 多 . 

再 有 一 种 心理 就 是 心理 寄托 与 转移 的 误区 , 正 像 中 国 千 百 万 自己 很 不 甘心 
默默 无 闻 地 走 完 人 生 大 半 的 家 长 们 把 全 部 希望 都 寄托 在 自己 的 子女 身上 , 即 所 
谓 的 望子成龙 的 心理 一 样 .有 太 多 太 多 的 人 平凡 又 平凡 地 淹没 在 人 海中 .于 是 
乎 悲叹 自己 竟 比 不 上 夏 夜 的 莉 火 虫 在 黑夜 中 尚 有 一 丝 自己 的 光亮 .于 是 他 们 便 
开始 挖空心思 表现 自己 ,或 将 名 字 刻 到 长 城 的 石头 上 追求 永恒 ,或 当 追 星 族 , 借 
明星 之 光照 亮 白 己 ,而 稍稍 有 点 头脑 的 人 便 琢磨 如 何 将 自己 同 世界 上 公认 伟大 
的 崇高 的 事 联系 起 来 .于 是 文坛 上 有 了 写 了 几 千 万 字 无 一 变 成 铅字 的 被 计 讽 
为 浪费 中 国字 的 "文学 青年 ,有 了 吟 诗 百 首 无 一 首 一 人 听 得 慌 .看 得 明白 的 “ 腊 
胱 派 诗 人 ” ,但 最 难 对 付 的 要 算 “业余 数学 爱好 者 "了 .他们 像 练 气功 走火 入 魔 一 
样 , 笃 信 自 己 是 数学 天 才 , 天 降解 决 某 个 重大 猜想 之 大 任 于 斯 .于 是 整 天 衣冠 不 
整 ,神经 分 分 , 置 本 职工 作 于 不 顾 , 视 妻 儿 老 小 如 路 人 ,一 心 一 意 , 夜 不 安 究 , 食 
不 甘 味 ,昼夜 兼程 为 求 得 一 个 所 谓 的 “证 明 ”. 

第 三 类 证 明 者 是 政治 狂 徒 ,试图 以 政治 代替 学 术 , 最 明显 反映 政治 对 数学 
的 冲击 是 第 二 次 世界 大 战 时 的 德国 .希特勒 上 台 后 ,教育 部 长 由 冲锋 队 大 队长 
拉 斯 特 (Rust) 担 任 .1936 年 ,德国 创办 了 一 种 新 的 数学 期 刊 叫做 《德意志 数学 》， 
第 一 卷 的 诽 页 上 就 是 元 首 的 语录 .在 所 有 政治 数学 家 中 ,最 著名 的 是 倾向 于 纳 
粹 的 数学 家 比 伯 巴赫 (Bieberbach) ,他 曾 在 函数 论 及 希 尔 伯 特 第 18 问题 等 方面 
做 出 过 杰出 的 成 就 .但 他 从 1934 年 起 就 发 表 文章 论述 种 族 与 数学 的 关系 ,主张 
把 “元 首 原则 ” 搬 到 数学 界 来 . 

第 四 类 是 对 数学 基本 外 行 的 业余 人 士 . 在 费 马 大 定理 提出 后 的 350 年 间 ， 
不 知 有 多 少 次 被 布 之 报端 六 得 沸沸扬扬 . 

对 于 这 种 奢 动 性 的 传闻 , 究 其 原因 在 很 大 程度 上 是 源 于 记者 对 数学 的 无 
知 . 

谁 都 无 意 苛求 新 闻 出 版 人 员 有 专家 般 的 学 识 , 像 周 振甫 为 钱 钟 书 的 《 管 锥 
编 ) 当 责编 时 所 显示 出 的 学 识 水 准 , 但 最 起 码 要 有 一 种 科学 的 态度 .《 纽 约 时 报 》 
的 编辑 兼 记者 ,科技 部 主任 詹姆斯 - 格 莱克 为 了 写 《混沌 开创 新 科学 ), 采 访 了 大 
约 200 位 科学 家 ,这 种 精神 是 值得 新 闻 工作 者 学 习 的 .相反 有 一 些 新 闻 工作 者 
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仅 赁 道听途说 , 赁 着 一 点 少 的 可 怜 的 数学 知识 ,再 加 杂 着 一 点 好 大 喜 功 的 心理 
作用 ,于 是 一 篇 篇 攻克 世界 难题 的 报道 被 布 之 报端 ,混淆 了 和信 们 的 视听 ,助长 了 
“爱好 者 " 们 不 想 做 长 期 艰苦 努力 就 想 一 鸣 惊 人 的 投机 心理 ,于 科学 的 普及 极为 
不 利 . 

历史 有 惊人 的 相似 之 处 ,在 中 国 这 片 大 地 上 出 现 过 许多 类 似 费 马 大 定理 被 
“爱好 者 "证 明 的 事件 .我 们 可 以 给 读者 展示 一 个 小 小 的 缩影 , 即 中 国 历史 上 的 
三 分 角 家 及 方圆 家 的 翡 喜 剧 . 这 对 那些 狂热 的 爱好 者 及 不 负责 的 报纸 记者 都 是 
值得 借鉴 的 . 

所 谓 三 分 角 家 是 指 那些 试图 用 尺 规 将 一 个 给 定 角 三 等 分 的 人 ,这 个 问题 是 
公元 前 5 世纪 (相当 于 我 国 周 朝 页 定 王 时 期 ) 古 希腊 人 提出 来 的 ,经 过 2 000 多 
年 的 尝试 ,始终 无 法 解决 .直到 1837 年 , 即 我 们 的 清朝 道光 十 七 年 才 被 证 明 是 
不 可 能 的 .中 国 老百姓 就 是 不 信 , 加 之 记者 们 的 推波助澜 ,于 是 闸 剧 纷呈 , 一幕 
接着 一 幕 . 

先是 1936 年 8 月 18 日 ,当时 中 国 颇 有 影响 的 大 报 《 北 平 晨报 》 以 整 版 篇 幅 
报道 了 一 个 惊人 的 消息 .河南 郑州 铁路 局 郑州 站 站 长 汪 联 松 耗费 了 14 年 的 精 
力 终于 解决 了 这 一 世界 难题 .不 幸 的 是 一 个 多 月 后 , 即 同 年 9 月 27 日 ,武汉 的 
《扫荡 报 》 马 上 发 表 了 一 位 名 叫 李 森 林 的 文章 ,指出 其 错误 .11 月 份 (数学 杂志 》 
上 又 发 表 了 顾 澄 君 的 文章 ,12 月 份 《中 等 数学 月 刊 》 上 也 发 表 了 两 位 名 叫 郭 焕 
庭 , 刘 乙 阁 读者 的 文章 .他 们 分 别 用 不 同 的 方法 指出 汪 联 松 的 错误 .随即 抗日 战 
争 爆 发 了 , 战 时 8 年 艰辛 ,全 国 老百姓 都 致力 于 救亡 图 存 之 大 业 .由 于 这 个 数学 
难题 与 当时 现实 无 关 , 于 是 沉寂 不 复 有 所 闻 .1945 年 8 月 15 日 抗战 胜利 ,民族 
精神 振奋 ,对 此 纯 理论 问题 又 引起 了 国人 的 兴趣 .于 是 1946 年 12 月 4 日 四 川 
省 科学 馆 主办 的 《科学 月 刊 ) 在 第 4 期 上 又 发 表 了 成 都 一 位 名 叫 吴 佑 之 的 文章 ， 
宣称 他 已 获 成 功 , 唱 到 驱 回 后 , 仍 不 死心 .一 年 后 ,1949 年 5 月 13 日 ,忽然 有 一 
位 灌 县 的 叫 袁 履 坤 的 人 , 致 函 给 四 川 大 学 数理 学 会 主办 的 《 笛 卡 尔 半月 刊 》 称 
“ 吴 君 …*… 已 完成 全 部 解法 ,…… 成 为 吾 国学 术 界 之 光荣 …… 特 …… 附 寄 吴 君 
原稿 , 敬 希 披露 "云云 . 据 当 时 著名 的 数学 家 余 介 石 评价 说 :“ 吴 君 所 表现 之 学 
力 ,尚未 逮 初 中 程度 ,其 证 明 错误 百出 .” 

以 三 等 分 角 问 题 在 中 国 秦 动 最 大 的 ,是 旧 上 海 一 位 叫 杨 嘉 如 的 会 计 员 . 解 
放 前 夕 ,1948 年 1 月 4 日 上 海 (大 陆 报 ) 首 先 披露 了 这 一 消息 ,两 天 后 的 国民 党 
中 央 社 上 海 电 称 “ 颇 引起 科学 界 之 重视 , 且 公 认为 我 国 数学 界 无 上 之 光荣 ,…… 
早 在 1938 年 ,他 就 制订 了 这 个 原则 ,一 度 曾 将 其 法 则 呈 寄 牛津 剑桥 诸 大 学 ,及 
纽约 泰晤士 学 院 .加 尼 西学 院 ,以 待 证 实 .他 们 的 答案 , 颇 有 相同 之 处 ,都 认为 仅 
用 圆规 与 直 尺 来 解答 三 等 分 任何 一 角 问 题 绝 不 可 能 .并 众 口 一 声 地 劝告 杨 君 放 
弃 这 个 企图 ." 并 且 在 报 上 还 详细 介绍 了 杨 嘉 如 的 证 明 过 程 : 


“从 毕 达 哥 拉 其 
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“ 杨 君 肆 业 沪 市 中 法 学 堂 时 ,……” 承 认 “ 化 圆 为 方 ”与 “ 售 立方 体 "之 不 可 
能 ,而 对 “一 角 三 等 分 "之 不 可 能 起 了 怀疑 ,“9 年 以 前 , 杨 君 以 衣架 作 戏 ,忽然 
We 起 了 特殊 的 灵感 ,…… 就 寻 得 了 答案 ……” 这 番 传 奇 之 消息 ,马上 引起 了 国 
人 的 好 奇 心 ,以 至 沸沸扬扬 自 以 为 在 此 问题 上 ,国人 拨 了 头筹 .其 实 当时 的 数学 
家 头脑 还 是 清醒 的 ,5 天 以 后 即 1948 年 1 月 9 日 天 津 (大 公报 》 马 上 登载 了 留 英 
归来 的 南开 大 学 教务 长 吴 大 任 的 讲话 .1 月 12 日 国民 党 中 央 通 讯 社 长 春分 社 
又 发 表 了 曾 获 柏林 大 学 数学 博士 学 位 的 东北 师范 大 学 (当时 称 为 长 春 大 学 ) 教 
务 长 张 德 志 博士 的 长 篇 讲话 , 皆 指出 这 是 绝 不 可 能 的 .但 杨 氏 有 一 种 近乎 病态 
的 自信 心 ,大 放 狂 言说 ;我 静 候 全 世界 科学 家 、 数 学 家 ,来 公认 这 个 原则 的 正确 
性 ,或 是 指出 我 的 破绽 ." 更 有 其 者 ,他 还 说 什么 “高 等 数学 ,我 虽 不 懂 , 不 过 我 希 
望海 内 外 同人 ,能 不 音 指出 我 法 则 的 错误 处 .” 

翡 乎 ,当年 一 些 知名 数学 家 对 此 种 行为 扎 文 指出 了 秋子 有 言 ,“ 胜 人 也 , 予 人 
也 ,有 为 者 亦 若是 ”, 三 分 角 家 之 精神 类 此 . 自 未 可 厚 非 , 惜 其 致力 之 途 则 廖 . 有 
志 做 纯 理 研究 者 , 首 当 知 所 研讨 之 问题 今日 已 发 展 至 若 何 程度 .权威 之 说 ,如 无 
充分 理由 , 轿 可 不 必 轻 信 , 但 亦 不 必 无 故 “ 轻 " 疑 .今日 之 纯 理科 学 ,已 达 高 远 之 
域 ,未 具有 基本 学 识 及 相当 修养 者 , 断 难 望 有 徒 侍 灵感 即 可 成 功 之 事 .否则 将 秆 
耗 时 间 ,精力 ,终归 失败 . 

当然 也 有 少数 证 明 者 尚 存 一 丝 自 知 ,态度 较为 谨慎 ,这 些 都 是 受过 高 等 教 
育 的 .1948 年 1 月 20 日 成 都 (新 民 晚报 》 报 道 了 当时 广汉 交通 部 第 五 区 八 总 段 
三 十 分 段 囊 成 林 工 程 师 的 证 明 经 历 .虽然 吉成 林 也 意欲 “向 法 国 数学 会 . 诺 贝尔 
奖金 会 ,及 世界 有 名 数学 家 审核 …… 但 仍 有 “但 不 知 是 否 合乎 原 出 题 之 规定 ” 
一 语 ,表明 还 是 有 一 定 的 科学 态度 . 

当时 这 类 报道 充斥 报刊 , 除 以 上 诸位 外 , 较 著 名 的 还 有 成 都 (新 新 新 闻 》 报 
道 的 伪 四 川 省 教育 厅 职 员 宋 叙 伦 ,及 1949 年 1 月 17 日 成 都 《西方 日 报 ) 报 道 的 
某 高 中 学 生 刘 君 明 等 . 

世间 的 事 真是 说 不 准 ,前 不 久 许多 档次 很 高 的 数学 杂志 竟 又 报道 说 匈牙利 
一 位 数学 家 解决 了 三 等 分 角 问 题 , 这 就 很 难 自圆其说 . 

当然 这 种 报道 的 失误 似乎 已 成 为 新 闻 传媒 的 常见 病 , 不 仅 在 我 国有 ,就 是 
美国 著名 的 《时 代 》 周 刊 也 出 现 过 这 样 严重 失实 的 报道 . 

1984 年 2 月 13 日 美国 《时代 》 周 刊 报道 了 美国 桑 迪 亚 国家 实验 室 的 数学 家 
们 花 了 32 小 时 ,解决 了 一 个 历经 3 个 世纪 之 久 的 问题 ; 

他 们 找到 了 梅森 (M. Mersenne) 数 表 中 最 后 一 个 尚未 分 解 的 69 位 数 221 -1 
的 因子 ,这 个 69 位 数 是 

132 686 104 398 972 053 177 608 575 506 090 561 429 353 935 989 033 525 802 
891 469 459 697 
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它 的 三 个 因子 是 

178 230 287 214 063 289 511 

61 676 882 198 695 257 501 367 

12 070 396 178 249 893 039 969 681 

我 国 的 《参考 消息 ) 同 年 2 月 17 日 转载 了 这 篇 报道 《数学 译 林 》 杂 志 1984 
年 第 3 期 摘登 了 此 消息 ,此 外 还 有 些 杂 志 作 了 相应 的 报道 .后 来 我 国 天 津 的 
三 位 “业余 "数学 家 ,天 津 商学 院 的 吴 振 奎 . 沈 惠 璋 和 华北 第 三 设计 院 的 王 金 月 
发 现 这 是 一 篇 严重 失实 的 报道 . 

因为 25! - 1 是 个 76 位 数 ,并 且 早 在 1876 年 卢 卡 斯 (Francois-Edouard-Ana- 
tole Lucas ，1842 一 1891, 法 国 数学 家 . 生 于 巴黎 , 卒 于 同 地 ,早年 毕业 于 亚 眼 
(Amiens) 师 范 学 校 , 曾 任 天 文 台 职员 .在 普法 战争 (1870 ~ 1871) 中 充当 炮兵 军 
官 .以 后 在 巴黎 两 所 中 学 里 教学 ,致力 于 数论 中 素数 理论 和 因子 分 解 的 研究 
1876 年 设计 新 方法 证 明了 222 - ! 为 一 素数 .此 外 ,撰写 过 四 大 卷 本 《数学 游戏 》 
(《Reeréations Mathematiques》, 1891 ~ 1894) ,该 书 以 问题 新 颖 奇妙 而 盛行 一 时 ) 就 
已 经 找到 了 它 的 一 个 素 因 数 503. 1910 年 克 尼 佛 姆 又 找到 了 另 一 个 素 因数 
54 217. 所 以 真实 的 情况 是 报道 中 的 数 并 不 是 梅森 数 Mos , 即 报道 中 的 132…697 
只 是 梅森 数 25! - 1 的 除去 因子 503 x 54 217 = 27 271 151 外 的 余 因 子 . 

当然 对 于 像 费 马 大 定理 这 样 的 热门 话题 ,很 自然 会 成 为 喜欢 数学 的 人 议论 
的 中 心 . 其 间 有 些 善意 的 “ 雇 传 "是 情理 之 中 的 ,并 不 在 反击 之 列 . 我 们 都 知道 心 
理学 中 有 一 个 酸 葡萄 效应 , 即 对 追求 不 到 的 东西 就 贬低 ,使 人 在 潜意识 中 觉得 
它 不 值得 追求 .若干 年 前 ,在 久 攻 费 马 大 定理 不 下 之 际 ,西方 数学 界 开始 流传 一 
则 关于 * 费 马 大 定理 "的 “小 道 新 闻 ”, 可 博 一 上 紧 . 当时 医学 界 发 现 了 一 种 奇怪 的 
疾病 ,患者 由 于 脑 部 或 眼 部 某 些 机 能 不 能 正常 运作 ,分 不 清 上 下 或 左右 ,导致 上 
下 左右 对 调 . 有 人 便 猜 想 ,会 不 会 费 马 恰巧 患 了 这 种 病 , 他 写 下 的 式 子 并 非 
入 十 六 = 如 ,而 是 n* + mw = 民 . 如 果真 是 这 样 的 话 , 那 就 太 好 了 ,因为 若是 那样 ， 
中 学 生 就 会 解 ,但 不 幸 的 是 这 只 是 自欺欺人 的 传闻 罢了 

英国 诺丁汉 大 学 纯粹 数学 教授 ,联合 王国 国家 数学 委员 会 委员 哈 勃 斯 坦 
(Heini Halberstam) 曾 这 样 评价 数论 问题 : 数论 或 高 等 算术 是 最 古老 的 数学 分 支 
之 一 .整数 数列 的 平凡 外 貌 极 易 使 人 误解 ,这 掩盖 了 它 无 穷 无 尽 的 漂亮 的 形式 ， 
以 及 从 最 古代 起 就 使 学 者 和 业余 爱好 者 都 着 迷 的 问题 ,这 种 问题 的 地 位 通常 是 
由 经 验 形成 ,而 且 易于 描述 ,但 是 要 解释 它们 是 不 容易 的 ,而 且 常 常 是 极端 困难 
的 .所 以 德国 的 一 位 数学 家 克 罗 内 克 将 关心 数论 的 数学 家 比 做 “一 旦 党 到 食物 
的 滋味 就 永远 不 会 放弃 它 的 贪 吃 的 人 "是 有 道理 的 


四 曹 聪 .1984 年 世界 科学 有 哪些 重大 进展 [] .科学 画报 ,1986(4).( 据 [美发 现 ) 杂 志 85.1 编译 ) 
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所 以 可 以 肯定 从 全 世界 对 数学 感 兴趣 的 人 群 来 看 ,对 数论 感 兴趣 的 人 最 
多 ,试图 攻克 数论 难题 的 人 也 最 多 ,而 在 这 众多 的 爱好 者 中 ,选择 不 定 方程 的 又 
是 占 了 绝 大 多 数 .英国 数论 专家 其 德尔 在 其 专著 《 丢 番 图 方程 )(《Diophuntine E- 
quations. Academic Press》. London, 1969) 的 前 言 中 写 道 :这 门 学 科 可 简要 地 这 样 
来 描述 . 它 主要 是 讨论 整 系数 多 项 式 方程 f(xi ,x，,…, x, ) =0 的 有 理解 或 整数 
解 .众所周知 ,整个 世纪 以 来 ,没有 哪 一 个 专题 像 这 样 吸引 了 如 此 众多 的 专业 和 
业余 的 数学 家 的 注意 ,也 没有 哪 一 个 专题 产生 了 像 这 样 多 的 论文 ,如 此 就 不 难 
1 理解 为 什么 会 有 如 此 众多 的 人 士 对 费 马 猜想 感 兴趣 ,因为 它 是 这 一 领域 中 最 著 
名 的 问题 . 
这 些 人 里 又 分 三 类 ,最 庞大 的 一 类 人 是 有 一 定 文化 修养 的 业余 爱好 者 ,他 
们 发 表 了 大 量 的 所 谓 “ 证 明 ” .在 费 马 大 定理 的 证 明 中 ,许多 “花边 ”新 闻 出 自 他 
们 .这 一 类 爱好 者 失败 的 原因 ,是 由 于 工具 不 够 , 且 对 问题 的 难度 认识 不 够 .这 
类 论文 的 作者 一 般 都 初 通 数 论 ,有 的 甚至 有 微 积 分 的 训练 ,对 这 类 作者 ,一 般 受 
到 的 劝告 是 放弃 用 初等 办 法 解决 的 幻想 ,继续 钻研 直到 千 握 足够 的 工具 .这 类 
作者 一 般 都 很 理智 ,或 知 错 而 返 ,或 知 难 而 退 . 其 实 道理 很 简单 ,对 数论 中 的 经 
典 猜 想 全 世界 有 成 千 上 万 人 都 试图 证 明 , 并 且 你 所 使 用 的 工具 ,以 及 你 所 运用 
的 方法 别人 也 间 样 会 , 那 为 什么 别人 没有 做 出 来 呢 ? 所 以 此 时 我 们 提倡 人 们 自 
问 , 我 有 什么 过 人 之 处 吗 ? 在 解决 这 个 问题 的 过 程 中 我 的 长 处 是 什么 ?这样 会 
将 自己 的 成 果 拿 出 来 时 “慎重 " 些 . 以 下 是 几 个 错误 证 明 的 实例 . 
山东 临沂 师 专 有 位 叫 崔 会 兴 的 毕业 生 , 他 误 以 为 自己 证 明了 费 马 大 定理 ， 
于 是 他 在 自己 学 校 的 学 报 (自然 科学 版 )1985 年 的 某 期 上 发 表 了 “ 费 马 大 定理 
的 证 明 ” 的 论文 ,该 校 的 校刊 编辑 为 该 文 所 加 的 编者 按 写 道 :“ 该 文 在 证 明 中 , 尚 
有 值得 商 梭 的 地 方 .但 为 鼓励 青年 大 胆 探索 的 精神 , 特 予 发 表 , 以 此 引发 对 此 问 
题 有 兴趣 的 同志 们 的 讨论 ." 以 下 节选 自 崔 会 兴 的 证 明 部 分 ,您 能 指出 它 错 在 万 
吗 ? 
向 人 认为 , 费 马 大 定理 是 成 立 的 , 且 方 程 
和 + 人 
在 前 设 条 件 下 不 存在 有 理 数 .下 面 证 明 这 些 事实 . 
引 理 1 设 n 和 NN 都 是 大 于 1 的 整数 ,车 YN 不 是 整数 , 则 为 无 理 数 . 
证 明 ”用 反 证 法 .由 题 设 知 车 YN 不 是 无 理 数 , 必 为 有 理 分 数 . 假设 YN = 


,p> 1 有 (p,q) =1, 则 N= 人 -由 于 (p,q) = 1 所 以 (pr,g") = 1, 又 p > 


Lp > 1, 帮 全 为 有 理 分 数 .但 N 为 整数 ,所 以 N = 等 不 成 立 ,因而 JN 只 能 是 
无 理 数 . 
现在 证 明 方程 x 不 存在 有 理 数 解 . 
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为 行文 方便 ,以 下 证 明 都 是 在 前 设 条 件 下 进行 的 ,不 再 另 加 说 明 . 
首先 证 明 * 没有 整数 解 . 
显然 ,只 要 证 明了 当 X,Y 均 为 任意 正 整 数 时 ,2 不 是 整数 即 可 . 
设 X, 了 均 为 任意 整数 , 则 有 X = 了 或 XY. 
i 车 = Y, 由 x 知 Z = 2X 显然 为 无 理 数 ,而 为 整数 ,所 以 72X 为 无 
理 数 , 即 2 不 是 整数 . 
让 车 闭关 了, 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 XX < 了 , 设 Y = 针 + 环 , 则 天 为 正 整 数 ,又 
由 * 知 Z > 了 ,所 以 对 于 任意 正 整 数 X < 7, 存 在 实数 R > K, 使 得 2 = 
XX+ R, 代 入 * 得 
+(X+R)"= (X+R)" 
再 由 二 项 式 定理 得 
2 CR 
和 CR + CMR 和 + CR + CR 二 
即 P+ + CCR? CR + 有 = 
(CU + CRN 2 + CR + CARIX + 7 + RI)R 


P= XK +k + CRX + ORK + + 0 
Q = CX"-! + CRNn-2 + CR2Nn-3 + CR3N-4 + + Rl @ 
于 是 P = RO. 
下 面 仍 用 反 证 法 证 明 R 不 是 整数 . 
假设 R 为 整数 ,由 m,R,X,Ci(i = 1,2,3,…,m - 1) 都 是 正 整数 知 P、0 均 
为 正 整数 ,再 由 P = RQ, 知 Q 1 P. 但 是 
3 3 
p= (tx +K- SR)o + (er _ CKR+C Sp - Gap) x + 
2 
(GR - CRR + - + ER) ma +k -KR + 
所 以 
2 
(er -CKR+C GR - Sp) 和 
ni n 
2 
(ex OAR + O GR SR) ay + 有人 -KR + 
由 此 得 


C2 


RE 


2 

CR KR + CG GR ~ CR? = 0 
2 

Ge -GKR + Sm- cm =0 
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2 


KKRI + SR 0 © 
由 @ 得 6nK2 - 6nRK + (n+ TDR2 = 0 
解 关于 的 二 次 方程 得 
天 = 3 = @ 
由 轩 得 
nk3 - 4nR2K+ (n+1)R3 = 0 @ 
把 @ 代 入 @ 得 


n(n 去 A =6ng) 一 4 到 二 Be = Snpg)e: +(n+DR=0 
n n 


但 左边 等 于 
(A #2 V3n -6n + 9n(3m2 = 6n) + (3n7 -6n)V3ni-6n 


S4n’ 
n+2V3n -6n 
3 


+n+l)R= 


3 2 /3 
(Sm ~ 5S4n’ #6n(5e =D) 3n = nV n+ R= 
n 


-1+ 贡 (mn -DVIm -nr3 V6n- n+lR = 
+ (ESn D+) Vn 6nR = (nl) Vn 6nR 
所 以 起 (n- 1) V3ni-6nR = 0 
由 于 R > 0,R? 关 0, 所 以 上 译 nR? 关 0. 所 以 
(n- DV3n-6n=0 


但 n>2,n-1>0V3n -6n= V3n(n-2)>0 
即 (n-l)vV3n-6n>0 
所 以 REZ. 


因为 XE Z,REZ. 所 以 Z=X+R¢Z. 
这 就 证 明了 Z z Y 时 ,Z 只 了. 
合 ii 知 费 马 大 定理 成 立 . 
以 下 他 又 证 明 费 马 方程 不 存在 有 理解 . 
对 此 类 证 明 ( 人 们 还 曾 见 过 昔 阳 县 的 一 位 爱好 者 的 同样 证 明 ) ,数论 前 辈 四 
川 大 学 的 柯 召 和 孙 琦 教授 在 (自然 杂志 》(3 卷 7 期 ) 曾 有 一 个 总 结 : 
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“目前 ,有 不 少数 学 爱好 者 在 搞 费 马 大 定理 ,有 的 还 写成 了 论文 , 宣 
布 他 们 “证 明 ” 了 费 马 大 定理 . 我 们 也 看 过 一 些 这 类 稿子 ,但 党 无 例外 
都 是 错 的 . 这 些 稿子 ,大 部 分 是 运用 整数 的 整除 性 质 , 也 有 的 证 明 连 初 
等 数论 都 没有 用 到 ,仅仅 用 二 项 式 公式 展开 一 下 ,就 给 出 了 “证 明 ”. 这 
些 同志 不 了 解 沉 马 大 定理 的 历史 ,也 不 了 解数 学 研究 的 复杂 性 和 艰巨 
性 .初等 方法 ,固然 能 够 创造 出 很 高 的 技巧 ,并 且 至 今 还 能 解决 一 些 困 
难 问题 ,但 是 ,我 们 觉得 费 马 大 定理 并 不 属于 这 样 的 问题 ,300 多 年 来， 
成 百 上 千 的 人 (其 中 包括 许多 极为 优秀 的 数学 家 ) 运用 过 各 种 各 样 的 
方法 都 没有 成 功 .可 以 说 ,打算 用 初等 的 方法 证 明 费 马 大 定理 是 不 可 能 
成 功 的 .” 


也 有 一 些 貌 似 专 业 的 证 明 , 幻 想 用 初等 数论 证 明 费 马 大 定理 .例如 ,有 人 想 
通过 如 下 9 个 引 理 完成 对 这 个 定理 的 证 明 . 

引 理 2 p 为 奇 素数 ,m 为 大 于 1 的 整数 , 当 (m - 1,p) = 1 时 , 则 

mo-l=(m- Dm rm ?i++m+1)= (m-1)(2pB + 1) 

当 (m - 1,p) = p 时, 则 

ml=(m- Dm +m ?+t +m+1) = (m-1)p(2pB2 + 1) 
设 9 为 奇 素数 ,9 12pB, + 1 或 9 12pB: + 1, 则 g 为 pb + 1 之 形状 , 且 
m = 1(mod g) 
为 最 小 解 . 

引 理 3 p 为 奇 素数 ,pr? - 1 定 有 2np + 1 型 的 素 因子 ,其 中 站 mn. 

引 理 4 P=1(mod g),g = 2np +1,p,9 均 为 奇 素数 (以 下 均 假定 p,9 为 
奇 素数 ) ,p 赴 mn, 对 任意 整数 K, 则 Kr? 夫 pP(mod g). 

引 理 5 P=1(mod gq),g =2np+1, 且 pn, 若 mr =1(mod 9), 则 mm = 
pe(mod g), 其 中 4d > 0. 

引 理 6 P= 1(mod 9) 为 最 小 解 ,9 = 2np + 1,p 十 nm 那么, 一定 有 天 ， 
K2w = 1(mod 9) 为 最 小 解 . 

引 理 7 巴 = 1(mod g),q =2mp+lp+nK2e = 1(mod 9) 为 最 小 解 , 则 

KY =- 1(mod 9) 
亦 为 最 小 解 , 对 于 1,(1,9) = 1, 则 存在 65, 使 P = Kip(mod 9). 

引 理 8 P==1(mod g),g = 2np+lpfnyK2w = 1(mod 9) 为 最 小 解 , 则 
存在 di dy, 使 K* 二 - pi(mod 9),K2" = 上 (mod gq), 且 对 任意 1,(1,g) = 1， 
当 n145 时 , 若 存在 一 个 m, 使 上 =+ p"(mod 9), 则 一 定 存在 一 个 mi, 使 1 = 
+ p™(mod gqg). 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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引 理 9 P=1(mod g),g =2mp+1,p 十 ny,K2w = 1(mod 9) 为 最 小 解 , 当 
n > 1 时 ,车 n 修 5, 则 存在 c,d, 使 Ke = pake(mod 9), 且 Pdne. 

引 理 10 p=1(mod g),g = 2np +1,p 修 n,K*”? = 1(mod g) 为 最 小 解 ， 
那么 

1+ Ke + K? #1(mod g) 

其 中 ,6b = 0,c = 0. 

由 上 面 的 引 理 可 得 如 下 定理 . 

定理 1 P=1(mod g),g = 2np+1,p 修 n,K*” = 1(mod g) 为 最 小 解 , 当 
PpP 收 xyz 时 ,车 g 1 xyz, 则 方程 六 + yw = 四 无 正 整数 解 . 

定理 2 P=1(mod gqg),g = 2np +1,pn,K*” = 1(mod g) 为 最 小 解 , 当 
Pp 全 xyz 时 ,车 gyz, 则 方程 wx + yw = ?无 正 整数 解 . 

轻率 不 仅 是 年 轻 人 爱 犯 的 毛病 ,有 时 强烈 的 出 人 头 地 、 渴 望 有 一 番 作为 的 
想法 也 会 使 老 同志 变 得 不 理智 . 下面 的 证 明 是 一 位 年 近 七 旬 的 老者 给 出 的 , 令 
人 吃惊 的 是 老人 家 竟然 在 一 本 薄 薄 的 小 册子 (正式 出 版 物 ) 中 宣布 他 证 明了 哥 
德 巴赫 猜想 、 费 马 大 定理 、 奇 完全 数 问题 、 居 加 猜测 等 诸多 世界 级 难题 . 据 青年 
数论 专家 曹 珍 富 教 授 介绍 ,他 的 错误 在 于 利用 了 一 条 错误 的 估计 式 , 当 指出 后 ， 
老 先生 表示 承认 .摘录 于 此 , 供 读 者 借鉴 . 


2. 证 朋 


费 马 最 后 定理 ,可 简单 地 表述 为 : 
若 n 为 大 于 2 的 整数 , 则 不 定 方程 


和 = 有 + 人 0 
没有 整数 解 . 
若 定理 成 立 ,必然 了 关 Z. 因 为 , 若 了 = Z, 则 式 @ 可 化 为 
到 © 
这 样 必 有 X = 24y, 此 时 ,X,Y 中 至 少 有 一 个 为 无 理 数 , 式 D 才能 成 立 . 故 以 后 
假设 Yz Z. 
设 n 的 标准 分 解 式 为 


n= gg > 3 
其 中 ,g; 为 素数 , 当 i zj 时 ,g; z gj, 且 车 i < j, 则 
2 < 9 ® 
此 时 车 g1 = 2, 6b! = 1, 则 仍 有 qs 和 gas…g > 3. 因 为 mn > 2, 又 9 > qi. 则 
n/2 > 3. 这 样式 可 改 为 
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(到 ) = (YS + (2Z2) 和 @ 
式 @ 仍 是 费 马 最 后 定理 . 
如 果 41 = 2,b1 > 2, 则 式 0 可 改 为 
(X43): = (Y3) + (24) @ 
关于 式 @ ,数学 家 们 已 证 明定 理 成 立 . 
现 再 假设 式 @ 中 ,g; > 2(1 < i < s), 且 b>>1(1 < i<s), 即 n 为 奇 复 
合 数 ,这 样 可 改 式 @ 为 
(X00)% = (YF) + (24)9 @ 
式 @ 仍 为 费 马 最 后 定理 , 故 在 以 下 证 明 中 规定 n 为 奇 素数 . 
已 知 Y 关 Z ,不 妨 设 Y > Z, 因 已 有 X > 了 , 故 有 


全 人 O 
(YB 
从 式 @ 可 得 
Y+Z2>X>Y>Z @ 
证 明 ”假设 定理 不 成 立 , 式 D 有 正 整数 解 ,当然 有 
X=Y+a=Z+b 四 
已 知 X > Y > Z, 所 以 b > a > 1. 设 ) 的 标准 分 解 式 为 
b = Pi pa pr 0 
其 中 ,p; 为 素数 , 当 i zj 时 ,p; # pj. 
将 式 @ 及 式 @ 代入 式 @ ,可 得 
YF+m=(Y+a)" ® 
V+2 = (2+ pp pr)" 8 
展开 式 @ 及 式 @ 得 
+ = P+OFle+ CY 0 ®@ 
P+ = 2+ C2 ppp + CZ" piripar pr) 二 十 
《Papa Per) 四 
消去 等 式 两 边 的 同类 项 ,得 
= CIa + Ca2 ++ a ® 
Y” = Cr2™ pi pa pr + C2 (pi pa pr) + + (py pa pr) 
全 
如 式 人 @ 成立, 必 有 
Papz8…p& | Y,B: > 1 ® 
否则 式 人 @ 不 成 立 . 
从 毕 达 哥 拉 斯 
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又 因为 Y+ 2 > 于 = Z+D 所 以 了 > 0 设 


Y=+d=Ppecpc…pc +d( 已 知 d>0) ® 
当然 有 
papa per ll d 四 
否则 式 @ 不 成 立 ,再 设 
¥ = pripaarphpsd = PP pg 
当 有 
Y -d= ppph(p ~ 9) = Peipae mp 0 
当然 有 
p -9 = pi Mp hee ph 2 
且 
(p,9) = 1 @ 


对 于 ai 与 B 之 间 (1 < i < r), 可 雷同 ci 与 Bi 的 情况 .只 有 以 下 三 种 可 能 : 
第 一 种 :Bl > af 
第 二 种 :Bl = cl; 
第 三 种 :8 < ci- 
如 果 属 第 一 种 , 即 B， > ai, 则 式 @ 不 成 立 ,与 定理 不 成 立 的 假设 相 矛 盾 ， 
再 看 第 二 ,三 两 种 :将 了 = ppz&…pBp 代入 式 四 ,有 
(PP PR) = C2 pi pa pr + CA2™ I pyr pa Po 二 和 二 
pipa ps)" @ 
如 属 第 二 种 情况 , 即 B| = ai, 则 式 @@ 两 边 同 除 以 p1" 后 有 
《pz 生 P3 岂 ppp )spioDe 了 ClLZ"-1pae pe 各 Zn-2pie(P2m ps ) + 
pi De( pyraeep,")" @ 
式 因 两 边 pi 的 军 指 数 仍 应 一 致 .已 知 (n - 1)ai > 2, 即 n= pi, 则 由 于 恒 


有 

PlGl<sisp-l1 
故 式 四 右边 首 项 也 应 有 因数 pi, 但 其 余 各 项 pi 的 筹措 数 均 大 于 等 于 2. 如 式 @ 
成 立 ,只 有 pi 1 Z 也 成 立 . 因 已 知 mi 1 Y, 故 若 式 @ 成 立 ,必然 有 


(X,Y,2) = pi 
这 样 ,我 们 可 令 
X=pX,Y = Pi 2Z = 六 2 @ 
将 式 国 代入 式 四 ,消去 公 因数 p1", 得 
和 四 = 好 + 全 @ 
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式 加 与 式 @ 相 比较 , 除 前 者 无 公 因数 p1" 外 ,两 式 完全 一 致 ,此 后 ,可 按 此 循环 
处 理 . 直 至 
X=Y+2 @ 
且 式 罗 中 不 再 有 户 (1 < < r) 公 因 数 为 止 ,此 时 
RS 7 Es NY A 
即 
X=Z+1>Y>2, 四 
此 时 北 绝 非 自 然 数 ,与 定理 不 成 立 的 假设 相 矛 盾 . 如 此 , 则 费 马 最 后 定理 得 证 . 
如 果 是 第 三 种 情况 , 即 B < a1, 这 又 可 以 分 为 以 下 四 种 : 
第 一 种 : np < al 
第 二 种 : ng > al+1 
第 三 种 : np = 
第 四 种 : ng = ai + 1. 
除 以 上 四 种 外 ,再 没有 第 五 种 情况 . 
现 按 顺序 证 明 如 下 
若 属 第 一 种 , 即 ng, < ai, 则 从 式 @@ 看 ,显然 有 等 式 右边 的 各 项 pi 的 宕 均 
大 于 等 式 左边 的 Pi 的 震 . 故 式 @ 不 成 立 .得 出 矛盾 , 故 应 排除 ne < al. 
若 属 第 二 种 , 即 nB, > al + 1, 从 式 四 看 ,即使 n = pi, 等 式 两 边 pi 的 竺 也 
不 平衡 ,除非 pi 1 2 成 立 .这 点 在 前 面 已 作 了 证 明 . 这 里 就 不 袭 述 了 . 
若 属 第 三 种 , 即 np = ai, 若 mn = pi, 则 有 
Pi8tL 1 了 


a 


成 立 ,这 与 式 四 相 矛 盾 . 
若 在 np = al 时 ,并 nz py. 这 在 以 下 讨论 : 
从 式 四 及 式 四 ,可 发 现 有 
Z=a+b Sy 
将 式 国 两 边 各 取 n 次 方 得 
Z" = d+Cd" a+ Cd" a + + a" 9 
由 式 人 @ ~ 加 ,得 
d= CY da rc? dD) + + (Yd)ar! ® 
已 知 定 有 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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Y-diV-d,lsksn-l ® 
成 立 , 且 了 - d > 1. 
因 n 为 素数 ,已 知 
nlGleiecn-l @ 
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成 立 ,如 式 @ 成 立 ,必然 有 
nld ® 
成 立 .这 样 又 可 以 分 别 从 四 方面 论证 . 
i 若 n = pi(i 为 2,3,…,r 中 之 一 ), 只 须 视 p; 为 p1, 即 为 本 证 明 中 的 第 三 种 
情况 ,此 时 定理 成 立 ; 
站 若 m zx pi(1 < i < 7), 这 样 从 式 @ 可 发 现 , 若 n1Y 也 成 立 , 则 有 
(Y,d) = n, 这 与 式 @ 相 矛 盾 ; 
证 车 mmzPlls<sis<sr, 且 mla 及 mn 十 了 .此 时 ,我 们 将 式 轩 改写 为 
d= CY a+ CY ?a + + Car! 一 
(Cldr la + Cld"?a? + + Clda"-!) ® 
观察 式 加 的 两 端 各 项 n 的 塞 , 先 设 
nla,k>1 
若 不 取 最 小 值 1, 式 国 右 端 括号 内 的 各 项 n 的 寡 均 为 n + 1, 所 以 ,如 式 国 成 立 ， 
则 必 有 
ml CY Ia + Cy?a? + … + Cr-lya"-! 0 
因为 n > 3, 式 回 右 端 至 少 有 两 项 ,即使 上 = 1, 式 @ 右 端 首 项 仅 有 因数 
性 ,而 其 余 各 项 有 因数 ww. 告 指 数 ,第 1 项 有 = + , 故 车 式 加 及 式 八 均 成 
立 的 话 , 必 有 n 1 了 成立 .这 与 假设 mn 十 上 相 矛 盾 . 且 式 @ 右 端 所 有 项 n 的 等 均 
为 mn+1, 式 国 不 成 立 . 
iy 若 nz pi(1 < ig7), 又 na,n 人 7, 从 式 狼 发 现 ,一 定 有 (d,a) = 
m(m > 1). 此 时 a > 1, 若 a = 1, 则 从 式 国 可 得 (yY,9) = n(n 关 pi) ,这 与 式 
四 矛盾 . 
已 知 m > 1, 此 时 必 有 a = mw 及 m' 中 4d, 否 则 有 m 1 7 这样 将 有 
(d,Y) = m,m # p: 
与 式 @ 了 矛盾 . 
最 后 , 若 属 第 三 种 , 即 ng; = a;, 只 有 同时 存在 a = mv 及 mt 上 d 时 尚未 证 
毕 . 
已 知 Y = pimp2%…p,% + d = 5+d, 将 此 代入 式 国 ,得 
四 = Cd+b)" a+ Cd+b)" a+ .+ 
Ca2(d + bar?+ Crd + bar!— 
(Cd la + Cid"-2a2 + … + Cldan-1) = 
Ca(Ch dr ?bh + Cdr 3 + + Cfdb" 2 + 和 -Da + 
CC db + C2 2d 4b + + Ca-3db" 3 4 br-2) a 二 二 
Cir?(Cdb + b2)a"-? + Cr-lba"-! ® 
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因 已 知 6 ,a | ee 或 写 为 ob | de( 因 (a,5) = 1) 均 成 立 . 
但 从 式 因 看 , 若 mn > 2, 式 图 左 端 仅 有 ab 因数 ,而 式 @@ 右 端 所 有 项 均 有 
bra* 因数 ,此 时 u,v 符合 以 下 条 件 , 即 


ult 2 2> lsr<2-2,n>2 


w+v > 2, 所 以 式 多 不 成 立 . 

至 此 ,我 们 已 讨论 了 第 三 种 情况 , 即 np，= ai 的 一 切 情况 , 即 在 np = wm 
时 ,定理 也 成 立 . 

现在 研究 第 四 种 情况 , 即 88， = al +1. 此 时 若 nz pi, 从 式 因 又 可 导出 
p112 成立, 并 可 得 

(X,Y,2) =p @ 

这 又 回 到 式 @ ~ @@ 证 明 过 的 情况 . 

车 nn = Pi, 从 式 国 , 仍 可 导出 请 1a, 即 有 靖 12, 得 出 式 图. 

至 此 ,我 们 已 讨论 了 一 切 情况 , 费 马 最 后 定理 都 成 立 . 故 费 马 最 后 定理 得 


当然 ,我 们 还 可 以 这 样 证 , 先 将 
T=P+tr 
中 所 有 公 因 数 全 部 约 去 , 即 成 
XA" = Yi + 2 
此 时 , 即 (X11,21) = 1 


然后 又 逐步 导出 (X,Y ,2Z1) = pi1, 得 出 矛盾 ,也 可 以 得 证 定理 成 立 . 

当然 有 些 人 对 自己 的 所 谓 证 明 还 是 心 存 怀疑 ,所 以 拿 出 来 让 众人 评判 一 
番 . 以 下 是 湖南 八 县 一 中 的 王 开 利 提供 的 一 个 所 谓 “ 证 明 ”. 

费 马 大 定理 若 m > 2,n EN, 则 xr4+ y= 

首先 证 明 无 正 整数 解 . 

证 明 ”我 们 知道 ,只 要 证 明 n 是 大 于 2 的 质数 时 无 整数 解 ,就 可 推出 费 马 
大 定理 成 立 . 

车 n 是 大 于 2 的 质数 , 且 有 正 整数 解 , 则 z = x" + yr < (x+y)", 所 以 
z<x+y. 

又 因为 2 = x < x+ y)" ,所 以 z < +y. 

Sz ye bo,beN), 

所 以 > > x, 同 理 : > y. 又 因为 n 是 大 于 2 的 质数 , 故 n 为 奇数 .所 以 x + 
y 能 整除 z + y( 即 za). 


故 可 令 x + y = 三 (ee Z). 联 立 得 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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0 
z-y=6b @ 
四 


则 由 za,bE N, 有 2- 区 EN: 而 且 c < 2 - 莹 - < 2, 所 以 


2- 妆 - 
代入 图 得 x+Yy=3 
这 与 * + y > z 相 矛 盾 , 故 无 整数 解 . 

难道 困惑 了 人 类 300 多 年 的 数学 难题 就 这 么 简单 地 证 明了 ?! 

陈省身 先生 在 “陈省身 奖 ” 第 二 届 和 颁奖 仪式 上 的 讲话 指出 :我 们 一 定 要 维 
持 一 个 水 平 .没有 这 个 水 平 ,普通 一 个 人 对 数学 有 兴趣 ,有 些 老 先生 可 以 花 很 多 
时 间 , 作 一 些 费 马 问题 . 哥 德 巴赫 问题 .我 们 要 不 断 努 力 ,最 重要 是 工作 .因为 这 
些 人 缺乏 数学 训练 ,根本 不 了 解 什么 叫做 数学 的 证 明 . 像 这 类 基本 的 训练 ,基本 
的 了 解 , 了 解数 学 有 个 水 平 , 我 想 大 家 也 是 应 该 做 的 ,” 当 然 做 这 些 是 需要 下 苦 
功 的 ,陈省身 先生 还 说 :“ 拓 扑 学 要 念 进去 或 者 数论 要 念 进去 ,10 年 苦 功 也许 才 
能 入 门 .” 

那些 只 读 了 几 本 初等 数论 书 就 以 为 可 以 解决 大 猜想 ,仿佛 数学 史 从 来 没有 
存在 过 ,仿佛 哲学 只 是 一 门 白痴 的 艺术 ,这 种 对 前 贤 毫 无 敬畏 之 心 的 狂妄 简直 
令 人 愤怒 . 

同样 的 业余 证 明 也 出 现在 企图 给 出 素数 个 数 的 公式 中 , 姚 琦 和 楼 世 拓 教授 
分 析 了 此 类 错误 的 原因 .我 们 用 x(x) 来 表示 数值 不 大 于 x 的 素数 的 个 数 ,素数 


定理 是 说 : 当 x 趋 于 无 穷 大 时 ,x(x) ~ 也 就 是 说 ,不 大 于 x 的 素数 的 个 数 


x 
约 为 记忆 -假如 素数 在 正 整数 中 的 分 布 是 均匀 的 ,在 每 [18 x] 个 正 整数 中 就 应 该 
有 一 个 素数 .但 是 ,素数 分 布 并 不 均匀 ,因此 这 是 不 可 能 的 . 克 莱 默 在 1936 年 借 
助 于 以 概率 理论 为 基础 的 方法 提出 一 个 猜想 : 当 D = lgN 时 ,对 任何 自然 数 
N,N 与 N+ 之 间 一 定 有 素数 .也 就 是 说 ,在 每 [lgN] 个 正 整数 中 至 少 有 一 个 
素数 .明显 地 ,这 比 在 黎 曙 猜想 成 立时 得 到 的 结论 要 强 得 多 . 

有 人 在 粗略 地 观察 素数 定理 的 结论 后 ,似乎 对 解决 这 一 猜想 找到 了 一 线 希 


望 ,由 于 x(*) 近似 于 记 5, 而 x(z - 7) 近似 于 jge227 ,因此 在 x - 7 与 间 


l,c = 2-! 
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的 素数 个 数 x(x) - x(x - 7) 应 该 近似 于 i 守 -7 如 果 y 比 x 小 得 多 ， 


则 这 个 数 又 与 差不多 .只 要 站 > 0, 就 可 以 得 到 x(x) -x(x - y) > 0. 即 


在 区 间 (x - y,x] 中 一 定 存在 素数 .这 样 一 来 ,不 仅 克 莱 默 的 猜想 得 以 解决 (只 
要 取 y = lx), 还 可 以 得 到 更 好 的 结果 .但 是 这 种 想法 是 不 正确 的 .为 了 找 出 
上 述 证 明 的 错误 ,让 我 们 看 一 看 素数 定理 的 严格 叙述 : 当 x 趋向 于 无 穷 大 时 ， 


n(x) Ej 之 商 的 极限 是 1. 这 时 ,n(x) Sx 之 差 比 起 让 来 要 小 得 多 .但 


是 , 当 x 很 大 时 ,je 本 身 就 是 一 个 很 大 的 数 ， 因而 x(x) - 记 5 也 可 能 很 大 . 同 
样 地 , 当 x - 》 和 -7)- 区 也 可 能 很 大 . 和 


当然 可 能 是 一 个 很 大 的 数 ,可 见 x(x) - x(x - y) 与 Bx ~ 斌 s 7 可 能 相差 


甚 远 , 因 此 两 数 不 能 被 认为 是 近似 相等 的 . 显然 ， 向 这 半生 议和 得 由 的 结论 是 
不 正确 的 .这 个 错误 告 诚 我们 ,对 待 数学 中 的 “近似 ”应 十 分 慎重 . 应 特别 注意 
其 中 的 误差 ,我们 可 以 将 素数 定理 表示 为 


< = 让 +4.4= 0o( 计 | 


上 述 记号 0(,) 表示 当 x 趋 于 无 穷 大 时 ,4 满足 下 式 :lim -4- = 0. 也 就 是 说 ,4 
pz 
是 比 着 高 阶 的 无 穷 小 量 . 自从 哈达 玛 (Hadmard)、 泊 又 (Poussin) 在 1896 年 分 
别 独立 地 证 明了 这 个 定理 以 后 ,人 们 致力 于 研究 素数 定理 的 误差 项 , 即 研究 4 
的 最 佳 估计 ， 当 今 最 好 的 结果 是 ,1958 年 维 诺 格拉 多 夫 得 到 的 4 = 
0(xe-"e 9 ) .这 里 的 记号 0(.) 是 表示 :一 定 存在 一 个 常数 C 使 得 
_ Cre < A Cre sn 0 

成 立 ,上 式 中 的 a 是 菜 个 正 数 ;e 可 以 取 为 任意 小 的 正 数 ,也 就 是 说 对 于 无 论 多 
么 小 的 正 数 e, 式 QD 都 是 成 立 的 ,但 是 不 能 等 于 0. 式 中 C 是 一 个 仅仅 与 a 和 
e 有 关 的 正 数 . 

另外 ,我 们 从 前 面 素数 定理 的 介绍 中 知道 ,人 们 已 经 得 到 了 函数 x(x) 的 带 
误差 项 的 表示 式 ,一 般 称 为 渐 近 表示 式 . 而 x(x) 的 准确 表示 式 ,至 今 还 无 法 得 
到 .我 们 在 素数 分 布 问题 的 研究 中 所 得 到 的 公式 往往 是 渐 近 表示 式 . 这 就 使 得 
许多 分 析 工 具 在 这 些 问题 中 难以 直接 使 用 . 


x(x) 的 渐 近 表示 式 中 x(x) 与 其 主要 项 有 之 差 可 用 0(B) 表示 . 当 x 变 
动 时 , 0(B) 有 时 是 正 数 ,有 时 是 负数 .我 们 不 禁 要 问 : 是 否 可 以 找到 一 个 函数 ， 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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它 不 仅 是 x(x) 的 主要 项 ,而 且 与 x(x) 有 一 个 固定 的 大 小 关系 呢 ?我 们 如 果 用 
| 
lix = 上 此 :12 


(li2 ~ 1.04…) 来 代 蔡 记 ,不仅 


成 立 ,而 且 li x 比 二 < 更 接近 于 r(x). 曾 有 人 证 明了 x(10?) < li 10?. 经 过 千 万 
次 运算 ,人 们 似乎 认为 

(x) <lix 
有 可 能 成 立 . 如 果 这 个 不 等 式 成 立 ,x(*) 与 i x 之 差 就 有 恒定 的 符号 .可 是 事 与 
愿 违 , 李 特 伍德 在 1914 年 证 明了 :一 定 有 充分 大 的 x 存在 ,使 得 x(x) > li xz, 而 


on 
且 这 样 的 x 有 无 穷 多 个 . 以 后 又 有 人 证 明了 确 有 小 于 10” ”的 整数 x 满足 
x(x) > i x. 可 见 , 不 用 说 是 x(x) 的 准确 表达 式 尚未 得 到 , 连 x(x) 与 它 的 主要 
项 之 间 哪 一 个 较 大 尚 无 一 定 规律 .从 式 D 已 经 可 以 看 到 ,素数 定理 的 渐 近 表示 
式 


(x) = Ex + 0(B) 
实质 上 一 定 存在 正 的 常数 C 使 如 下 的 不 等 式 成 立 , 即 
-CB<"(x) -Br<cB © 


我 们 在 前 面 已 经 指出 ,在 使 用 素数 定理 时 不 能 将 误差 项 随便 去 掉 . 有些 论文 的 
作者 不 仅 去 掉 了 误差 项 ,而 且 对 (x) 施行 求 导 运算 , 即 


1 和 
“0 -有 + ® 
还 对 函数 x(x) 使 用 中 值 公式 
r(x) -r(x-y) = x(é)y @ 


这 里 x ~- y < § < x. 若 取 y = lg*x(e 为 任意 正 数 ), 则 由 式 @ ,x (&€)y > 1， 
再 由 式 @ 得 到 在 区 间 (x,x + lg+sx] 中 必 有 素数 .这 种 错误 的 严重 性 不 仅 在 于 
在 素数 定理 中 去 掉 了 误差 项 ,而 且 还 在 于 对 x(x) 施 行 了 求 导 运算 .从 不 等 式 
我 们 尚 无 法 了 解 x(x) 的 许多 性 质 ,当然 不 能 随便 使 用 分 析 工具 . 

当然 并 不 是 说 使 用 初等 方法 不 能 碰 费 马 猜想 ,可 以 用 其 得 到 一 些 粗浅 的 结 
论 , 如 湖北 的 郑 良 俊 只 使 用 费 马 小 定理 和 奇偶 性 分 析 可 以 证 明 不 定 方程 
好 + = 四 无 (x,y,2p) 的 解 . 

即 不 定 方程 
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好 + 了 = (2p)2 0 
只 有 解 (2p ,0) 和 (0,2p). 
证 明 当 p = 2 时 ,是 
s+y=16 @ 
显然 @ 有 解 (4,0) 和 (0,4). 现 设 (xo,yo) 是 @ 的 解 , 且 xi 关 0,yo 关 0, 则 
0< 旭 <16,0< 巡 <16 
故 只 可 能 有 xzi = +1, +2,+3;y1 =+1, +2, + 3, 但 上 面 任意 一 组 值 都 不 满足 
回 , 故 @ 无 其 他 解 , 即 p = 2 时 定理 成 立 . 
当 p 为 奇 素数 , 设 (xo,yo) 是 @ 的 一 个 解 , 且 xo 0,yo #0. 
i 当 xo, yo 同 正 , 则 由 应 有 


0<xo<2p,0<yox<2P @ 
从 而 0<xo+yo<4p 
但 由 @ 及 推论 有 x0 + yo = 0(mod p) 
即 
oe @ 
综合 @,@D 有 


xo+ yo = p,2p,3p 
若 xzo + yo = p;, 则 
xop+yop < (xzo+yo)p = pr < (2p)? 
若 xo+ yo = 2p, 则 
xop + Yor < (xzo+yo) = (2p)? 

车 xo + yo = 3p, 则 xo,yo 一 奇 一 偶 ,于 是 xo? ,yo? 一 奇 一 偶 , 从 而 xo + yo 
为 奇数 ,但 (2p)" 是 偶数 . 

因此 ,xo,yo 同 正 时 ,(xo, yo) 不 是 Q@ 的 解 . 

ii xo,yo 一 正 一 负 . 不 妨 设 x。> 0,yo < 0. 

车 x0+ yo < 0, 则 zxo? + yor < 0< (2p)", 这 表明 在 @ 中 上 取 0 或 负 整数 
时 ,(xo,yo) 不 是 四 的 解 ,于 是 @ 中 此 只 能 取 1,2,3,… 

车 m + yo = Pp, 则 xo,yo 一 奇 一 偶 , 由 上 述 讨 论 此 时 (xo,yo) 不 是 解 . 

若 zo+ye>2p, 即 z>2p-yo=2p+lyol,' 则 

xor + yor > (2p +1 yo1)? + yo = (2p)? + Ch(2p)rT I | yol+ + 

CP-'2p 1 yo 47"! > (2p)? 

所 以 xo + yo > 2p 时 也 不 是 @ 的 解 . 

证 xo, yo 同 负 时 显然 不 是 @ 的 解 . 

综 上 所 述 ,定理 得 证 . 
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数学 世界 是 公平 的 ,没有 “暴发 "的 可 能 ,得 到 任何 结论 都 要 付出 相应 的 代 
价 .工具 的 高 精 尖 决定 了 得 到 结论 的 优 劣 .而 所 谓 “ 业 余 爱 好 者 ”的 证 明 因 其 所 
花 代 价 太 小 ,所 以 无 法 得 到 真正 有 价值 的 东西 ,但 也 正 因 如 此 小 代价 大 收获 的 
诱惑 ,证 明 “ 屡 禁 不 止 ”. 在 陈景润 教授 去 世 后 几 天 ,这 种 “证 明 ” 热 浪 又 开始 掀 
起 .于 是 《光明 日 报 》 在 同一 天 发 表 了 两 篇 文章 , 力 劝 爱 好 者 们 及 时 回头 . 一 篇 
是 中 科 院 数学 所 业务 处 写 的 ,文章 说 “著名 数学 家 陈景润 院士 去 世 以 后 ,我 们 数 
学 研究 所 收 到 比 以 前 多 得 多 的 来 信 来 稿 ,声称 解决 了 哥 德 巴赫 猜想 . 过 去 我 们 
也 曾 收 到 成 千 上 万 类 似 的 稿件 ,但 没有 一 篇 是 对 的 ,而 且 绝 大 多 数 错误 不 超出 
中 学 数学 的 常识 范围 . "陈景润 在 1988 年 出 版 的 (初等 数论 》 的 前 言 中 说 ;“ 一 些 
同志 企图 用 初等 数论 的 方法 来 解决 哥 德 巴赫 猜想 及 费 马 大 定理 等 难题 ,我 认为 
在 目前 几 十 年 内 是 不 可 能 的 ,所 以 希望 青年 同志 们 不 要 误 入 歧途 ,浪费 自己 的 
宝贵 时 间 和 精力 .” 

哥 德 巴赫 猜想 是 数学 中 的 一 个 古典 难题 , 自 1742 年 提出 以 来 ,已 有 250 多 
年 的 历史 .经 过 中 外 数学 家 200 多 年 的 努力 ,虽然 未 能 最 终 解决 ,但 对 各 种 研究 
途径 和 其 中 的 困难 之 处 已 有 了 很 深 的 了 解 . 陈景润 于 1966 年 证 明了 每 个 充分 
大 的 偶数 都 可 表 为 一 个 素数 和 一 个 素 因 子 个 数 不 超过 2 的 整数 之 和 (简称 为 
“1 + 2” ,证 明 全 文 发 表 于 1973 年 《中国 科 学 》) ,这 是 目前 该 领域 的 最 好 结果 ,但 
距离 完全 解决 囊 德 巴赫 猜想 还 很 蜗 远 . 琳 德 巴赫 猜想 看 起 来 是 个 整数 问题 , 实 
际 上 涉及 非常 复杂 的 三 角 和 微 积 分 的 精确 估计 ,属于 经 典 分 析 的 范畴 . 这 类 问 
题 的 重要 性 在 于 :在 研究 的 过 程 中 ,不 断 产生 新 思想 .新 理论 .新 方法 ,对 整个 数 
学 的 发 展 起 到 推动 作用 . 

由 于 哥 德 巴赫 猜想 的 表述 非常 简洁 , 稍 加 解释 任何 人 都 能 明白 它 的 意思 ， 
这 使 许多 业余 数学 爱好 者 抱 着 侥幸 的 心理 , 误 以 为 靠 一 些 初等 的 方法 或 从 哲学 
的 认识 论 角度 就 可 以 证 明 它 .他 们 长 年 办 月 地 和 冥 思 苦 索 , 浪 费 了 大 量 的 时 间 和 
精力 .他 们 并 不 明白 哥 德 巴赫 猜想 难 在 何 处 ,也 不 懂得 什么 才 是 严格 的 数学 证 
明 , 在 现代 数学 的 研究 领域 ,即使 是 做 出 很 普通 的 成 果 , 也 需要 长 期 的 努力 学 
习 , 打 下 良好 的 基础 ,达到 大 学 数学 系 毕 业 的 同等 学 力 ;对 所 研究 领域 的 已 有 成 
果 \ 方 法 和 最 新 文献 有 较 好 的 掌 担 ;在 所 研究 的 课题 上 下 一 番 苦 功夫 . 可 惜 的 
是 ,那些 自 认为 解决 了 哥 德 巴赫 猜想 的 同志 , 绝 大 部 分 连 上 面 最 起 码 的 第 一 条 
都 不 具备 .许多 同志 只 是 从 新 闻 报刊 中 了 解 到 哥 德 巴赫 猜想 ,根本 没有 认真 读 
过 一 篇 数学 文献 ,甚至 连 中 学 数学 和 微 积分 都 没有 学 好 ,显然 还 不 具备 数学 研 
究 的 条 件 .这 些 同志 无 论 花 多 少时 间 , 也 绝对 不 可 能 解决 哥 德 巴赫 猜想 ,就 像 用 
锯 子 \ 刨 子 去 造 宇 宙 飞 船 一 样 , 是 不 可 能 成 功 的 ,因为 缺乏 必要 的 理论 基础 、 工 
具 和 手段 .希望 业余 数学 爱好 者 不 要 再 白白 耗费 时 间 去 做 无 亩 的 “探索 ”. 

另 一 箭 是 对 哥 德 巴赫 猜想 址 有 贡献 的 前 数学 研究 所 所 长 王 元 教授 写 的 ,他 
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“ 哥 德 巴赫 猜想 是 哥 德 巴赫 在 1742 年 写 信 给 欧 拉 时 提出 的 , 即 
(A) :每 个 大 于 4 的 偶数 都 是 两 个 奇 素数 之 和 . 由 (A) 可 以 推出 (B) :每 
个 大 于 7 的 奇数 都 是 三 个 奇 素数 之 和 . 多 年 来 ,有 些 人 赁 一 时 的 热情 欲 
攻克 猜想 (A) ,但 他 们 既 不 了 解 这 个 问题 80 年 来 的 成 就 ,用 的 工具 又 原 
始 ,所 以 既 浪 费 了 宝 责 的 时 间 ,又 干扰 了 数学 家 的 工作 . 潘 承 洞 、 杨 乐 和 
我 本 人 多 次 对 这 种 不 正常 现象 提出 劝告 ,比如 ,我 本 人 1984 年 在 国外 
出 版 的 《 哥 德 巴赫 猜想 ) 一 书 的 前 言 中 写 道 ; 可 以 确信 ,在 哥 德 巴赫 猜 
想 的 研究 中 ,有 待 于 将 来 出 现 一 个 全 新 的 数学 观念 .意思 实际 是 说 用 现 
有 的 方法 不 能 解决 这 个 问题 .陈景润 生前 也 有 同样 看 法 .” 


另外 , 王 元 教授 在 另 一 篇 写 给 中 学 生 的 关于 评论 数论 经 典 问题 的 科普 文章 
中 ,语重心长 地 对 数论 爱好 者 说 :“ 最 后 我 还 想 说 几 句 说 过 多 次 而 某 些 人 可 能 不 
爱 听 的 话 . 那 就 是 研究 经 典 的 数论 问题 之 前 ,必须 首先 对 整个 近代 数学 有 相当 
的 了 解 与 修养 ,对 前 人 的 工作 要 熟 习 . 在 这 个 基础 上 认真 研究 , 才 可 能 有 效 .由 
于 某 些 片面 的 宣传 ,使 一 些 人 误解 为 解决 上 述 著名 数论 问题 就 是 研究 数论 的 唯 
“目的 ,就 是 摘 下 数学 皇冠 上 的 明珠 ,就 是 为 国 争光 . 只 要 我 们 能 破除 迷信 , 敢 
于 拼搏 就 可 以 成 功 .这 就 难怪 有 些 人 在 专攻 这 些 问题 之 前 甚至 连 大 学 数学 基础 
课 也 没有 学 过 ,初等 数论 书 也 没有 念 过 ,更 不 用 说 对 这 些 问 题 的 历史 成 果 有 所 
了 解 了 .他 们 往往 把 一 些 错误 的 东西 误 认 为 是 正确 的 ,以 为 把 问题 “解决 ”了 . 
这 样 做 不 仅 没有 好 处 ,反而 是 很 有 害 的 . 这 些 年 来 ,在 这 方面 不 知 浪费 了 多 少 人 
的 宝贵 光阴 ,实在 令 人 痛心 ,我 囊 心 希望 他 们 从 走 过 的 弯路 中 ,认真 总 结 经 验 ， 
端正 看 法 ,有 所 反思 ,有 所 更 改 .” 

有 一 种 值得 注意 的 倾向 是 有 些 爱 好 者 已 将 试图 证 明 猜 想 改 为 自己 提出 猜 
想 ,以 期 与 著名 猜想 那样 受到 世人 瞩目 .但 数学 围 偏偏 又 是 那样 “势利 ", 只 注重 
那些 大 家 提出 的 问题 ,因为 它 有 价值 的 概率 大 ,而 那些 小 人 物 往往 是 人 微 言 轻 ， 
不 被 人 重视 .这 是 自然 的 ,因为 那些 小 人 物 还 没有 证 明 自己 行 ,还 没 取得 说 话 的 
资格 . 

目前 民间 许多 业余 爱好 者 提出 了 许多 所 谓 的 猜想 ,有 些 比 较 容易 否定 ,有 
些 则 暂时 无 法 证 明 或 肯定 ,因为 有 一 些 是 与 著名 的 数论 猜想 具有 某 种 等 价 性 ， 
随 之 而 来 的 是 将 极端 的 困难 性 也 传递 了 过 来 . 

较 典型 的 是 ,海南 省 的 一 位 老农 民 梁 定 祥 在 劳动 之 余 提 出 了 一 个 类 似 哥 德 
巴赫 猜想 的 猜想 : 6 的 任何 倍数 的 平方 ,恰好 是 两 组 李 生 素数 之 和 . 如 

@ = (13+11)+(5+7) 
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122 = (61 + 59) + (11 + 13) 
18: = (151 + 149) + (11 + 13) 
24: = (271 + 269) + (19 + 17) 
30 = (249 + 247) + (103 + 101) 
这 一 猜想 可 归 入 堆 牟 素数 论 . 
它 的 解决 将 会 遇 到 的 第 一 个 难题 就 是 本 生 素数 是 否 有 无 穷 多 对 ? 因为 
(6n)? 型 数 是 无 限 的 . 它 自 然 需 要 有 无 穷 多 对 李 生 素数 来 配合 . 
另 一 方面 ,将 (6n) = 36n? = 18n? + 18n?, 则 如 能 证 明 18n? 都 可 以 用 两 种 
不 同 的 方式 分 成 两 素数 之 和 , 即 
l8n = pli+p2= pi+p' 
这 些 加 上 再 能 证 明 (pi,p'1),(p2,p'2) 恰 是 李 生 素数 ,也 能 证 明 .但 前 一 部 
分 已 经 涉及 部 分 哥 德 巴赫 猜想 了 ,所 以 这 一 猜想 将 会 有 一 定 的 难度 . 
最 近 , 一 次 关于 业余 人 士 宣布 证 明了 费 马 大 定理 的 报道 发 表 在 《科学 时 报 》 
上 ,是 说 中 国航 空 工业 总 公司 退休 高 级 工程 师 蒋 春 界 宣布 他 发 现 了 一 种 新 的 数 
学 方法 .用 他 的 话 来 说 ,这 种 方法 具有 许多 优美 的 性 质 ,对 未 来 的 数学 将 产生 
重大 影响 ”, 而 证 明 费 马 大 定理 只 不 过 是 其 中 的 一 个 应 用 而 已 .按照 他 的 方法 ， 
证 明 费 马 大 定理 的 论文 只 需要 4 页 纸 , 而且 也 不 需要 任何 最 新 的 数论 知识 . 因 
此 他 认为 这 才 应 当 是 当年 费 马 所 想到 的 证 明 .但 与 怀 尔 斯 的 证 明 不 同 的 是 ,对 
蒋 春 上 来 说 ,目前 的 尴 众 倒 不 是 无 人 喝彩 ,而 是 根本 无 人 理 皮 . 
自从 1991 年 他 在 现 已 停刊 的 《 潜 科 学 》 发 表 了 他 的 证 明 后 ,只 找到 了 有 限 
的 赞同 者 ,但 却 从 未 收 到 过 任何 公开 的 来 自学 术 上 的 反驳 .1994 年 一 位 数学 家 
曾 将 蒋 春 办 发 表 在 《 潜 科学 》 的 那 篇 文章 写成 评论 , 寄 给 了 美国 的 《数学 评论 》， 
但 遭 到 了 拒绝 .直到 1998 年 才 在 一 位 美国 人 的 帮助 下 发 表 在 《代数 , 群 , 几 何 》 
上 .在 报道 这 件 事 时 ,记者 借用 了 一 句 流行 歌曲 的 歌词 :“ 谁 能 告诉 我 是 对 还 是 
错 ". 这 也 许 是 所 有 业余 者 的 共同 遭遇 ,从 漠然 和 不 置 可 否 这 点 上 说 ,数学 家 是 
音 冀 和 绝情 的 . 
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从 毕 达 哥 拉 斯 
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数学 不 是 算账 和 计数 的 技术 ,正如 建筑 学 不 是 造 砖 伐木 的 
技术 ,绘画 不 是 调 色 的 技术 ,地 质 学 不 是 敲 碎 岩 石 的 技术 ,解剖 
学 不 是 屠宰 的 技术 一 样 . 


一 一 饥 泽 (C.J.Keyser) 


对 各 大 定理 的 研究 忆 经 走 过 了 350 年 ,很 多 人 会 对 数 
学 家 们 一 代 又 一 代 狗 而 不 舍 的 求证 行为 感到 不 解 ,总 是 禁不住 
要 问 ,为 什么 非 要 如 此 呢 ? 这 也 许可 以 用 爱 因 斯 坦 的 见解 来 回 
答 , 那 就 是 数学 家 从 证 明 费 马 大 定理 中 找到 了 美感 ,产生 了 愉 
悦 ,摆脱 了 日 常生 活 的 单调 与 烦闷 , 即 数学 家 找到 了 一 个 安 度 余 
生 的 “游戏 ". 再 有 一 种 说 法 是 人 们 认为 费 马 定理 的 求证 过 程 体 
现 了 人 们 对 于 人 类 智力 的 不 断 追 求 .已 故 的 两 次 荣获 台湾 地 区 
联合 报 系 文学 类 中 篇 小 说 大 奖 的 大 陆 青 年 作家 王小波 ,在 他 的 
“时 代 三 部 曲 " 中 的 《青铜 时 代 》 中 写 道 了 一 个 证 明 费 马 大 定理 的 


| 故事 ,其 中 有 一 句 可 圈 可 点 的 话 就 是 : “证 明了 费 马 大 定理 ,就 证 


明了 自己 是 世界 上 最 聪明 的 人 .这 种 事 值得 一 干 .但 如 果 进 一 
步 追问 下 去 ,社会 为 什么 会 容忍 这 些 人 (尽管 人 数 很 少 ) 躲 在 象 
牙 塔 中 搞 这 些 既 不 当 吃 又 不 当 喝 的 玩意 呢 ? 这 就 不 可 避免 地 涉 
及 数学 的 应 用 问题 ,数学 家 会 申辩 说 研究 费 马 大 定理 会 对 数论 
乃至 整个 数学 的 发 展 产生 良性 刺激 .而 人 类 历史 又 一 再 强化 着 


From To Wies 


这 样 一 个 共识 , 即 数 学 对 人 类 生活 有 益 , 至 少 是 无 害 . 于 是 一 项 社会 契约 达成 ， 
从 全 社会 财富 中 取出 一 小 部 分 (份额 的 大 小 随 当 权 者 对 数学 重要 性 的 认识 程度 
而 定 ) 资 助 那 些 自 放 能 搞 数 学 的 人 去 研究 ,成 果 归 全 社会 共享 ,但 哪 一 代 人 能 受 
益 不 在 契约 中 规定 ,全 靠 天 命 ,而 且 绝 大 多 数 是 卯 吃 寅 粮 ,但 我 们 的 追问 似乎 还 
可 以 再 进一步 , 即 可 问 能 否 说 说 数学 特别 是 数论 和 我 们 的 现实 世界 究竟 是 怎么 
发 生 联系 的 ? 是 什么 保证 了 一 定 会 应 用 上 ? 

对 此 我 们 可 以 给 出 一 个 挂 一 漏 万 的 回答 ,但 要 注意 的 是 切 不 可 再 追问 下 去 
了 .因为 那样 就 会 走 到 哲学 的 领域 中 ,使 我 们 无 法 作答 .一 位 青年 哲学 家 曾经 
说 ,对 任何 事物 如 果 追 究 到 5 重 问号 之 后 必然 是 个 哲学 问题 , 信 乎 ? 

数学 与 现实 世界 的 联系 首先 是 通过 物理 学 发 生 的 ,可 以 说 物理 学 是 连接 数 
学 与 现实 的 第 一 环 ,可 以 先 验 地 说 几乎 所 有 数学 都 是 多 多 少 少 , 早 早晚 晚 都 要 
在 物理 中 找到 它 的 应 用 ,任何 否认 这 点 的 人 ,无 论 是 谁 ,或 在 生前 或 在 死 后 都 会 
受到 历史 无 情 的 嘲讽 . 

有 这 样 一 个 小 故事 . 

1910 年 ,数学 家 维 布 伦 在 和 物理 学 家 琼斯 讨论 普林斯顿 大 学 数学 系 课程 
表 的 修订 事项 时 ,琼斯 说 “我 们 也 可 以 去 掉 群 论 ,这 一 门 学 科 对 物理 学 永远 也 
不 会 有 什么 用 处 ." 当 时 维 布 伦 到 底 有 没有 反驳 琼斯 的 观点 ,或 有 没有 基于 纯 数 
学 的 理由 为 保留 群 论 而 作 过 辩解 ,现在 已 没有 纪录 .我 们 仅 知道 , 群 论 课程 还 是 
万 幸 地 保存 下 来 了 .而 维 布 伦 置 琼斯 的 提议 于 不 顾 的 做 法 ,其 结果 在 普林斯顿 
的 科学 史上 具有 重要 意义 .作为 命运 的 嘲讽 , 群 论 以 后 竟 成 为 物理 学 的 中 心 主 
题 之 一 ,并 在 现在 支配 着 那些 为 理解 基本 粒子 而 奋斗 的 人 的 思想 .也 巧 得 很 ,外 
尔 和 维 格 纳 , 这 两 位 从 20 世纪 20 年 代 起 到 现在 都 是 物理 学 上 群 理论 的 先驱 
者 , 竞 都 是 普林斯顿 的 教授 . 

然而 ,客观 地 说 ,琼斯 的 错误 在 当时 是 不 足 为 怪 的 .在 那 时 , 略 知 物理 学 和 
群 论 的 结合 将 会 产生 成 果 的 人 密 密 无 几 . 我 们 应 从 这 个 故事 中 吸取 的 教训 就 
是 ,科学 的 前 途 本 来 就 是 难以 预料 的 ,如 同 数学 在 物理 学 中 的 地 位 无 法 一 下 子 
加 以 确定 .数学 和 科学 的 相互 影响 ,如 同 科学 本 身 的 机 制 一 样 ,是 复杂 多 变 的 . 

贯穿 于 整个 物理 科学 曲折 变化 的 历史 之 中 ,有 一 个 恒定 不 变 的 因素 , 那 就 
是 数学 想象 力 的 绝对 重要 性 .每 个 世纪 都 有 它 特有 的 科学 预见 和 它 特有 的 数学 
风格 .每 个 世纪 物理 科学 的 主要 进展 都 是 在 经 验 的 观察 与 纯 数学 的 直觉 相 结合 
的 引导 下 取得 的 .对 于 一 个 物理 学 家 来 说 ,数学 不 仅仅 是 计算 现象 的 工具 ,也 是 
用 以 创造 新 理论 的 概念 和 原理 的 主要 源泉 . 

几 个 世纪 以 来 ,数学 反映 物理 世界 行为 的 能 力 使 物理 学 家 惊奇 不 已 .17 世 
纪 的 伟大 天 文学 家 开 普 惑 说 大 自然 是 用 几何 的 艺术 表示 出 来 的 .在 理性 主义 盛 
行 的 19 世纪 ,德国 物理 学 家 赫兹 ( 正 是 他 显示 出 电磁 波 的 存在 ,因而 首先 证 实 
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了 麦克 斯 韦 电磁 方程 ) 认 为 数学 公式 具有 它们 自己 的 智慧 .最 后 ,在 充满 理性 主 
义 的 20 世纪, 维 格 纳 把 数学 比 作 能 开启 知识 之 门 并 取得 意 想不到 的 成 功 的 钥 
匙 . 

开 普 勒 的 数学 赫兹 的 数学 和 维 格 纳 的 数学 几乎 没有 任何 共同 之 处 . 开 普 
勒 所 关心 的 是 欧 几 里 得 几何 、 圆 , 球 和 正 多 面体 . 赫 效 则 考虑 的 是 偏 微分 方程 . 
维 格 纳 所 描述 的 则 是 复数 在 量子 力学 上 的 应 用 ,无 疑 他 也 有 将 群 论 引进 物理 学 
的 许多 领域 的 辉煌 成 就 . 欧 几 里 得 几何 , 偏 微 分 方程 和 群 论 这 三 个 数学 分 支 , 相 
互 之 间 差 异 之 大 ,似乎 应 该 是 分 属于 不 同 的 数学 世界 .但 结果 表明 它们 三 者 是 
密切 地 包含 在 我 们 这 个 统一 的 自然 世界 中 .这 是 一 个 令 人 惊异 ,并 且 无 法 完全 
理解 的 事实 .从 这 些 事实 ,看 来 只 能 得 到 一 个 结论 ,人 的 是 想 与 完全 理解 自然 世 
界 , 或 数学 世界 ,或 这 两 者 的 关系 还 相距 其 远 . 

随 着 时 间 的 推移 ,这 种 现象 在 今天 尤为 突出 ,如 果 说 以 前 是 物理 学 家 为 了 
自身 的 需要 ,积极 追求 数学 (如 爱 因 斯 坦 补 张 量 分 析 ) ,那么 今天 则 是 学 有 所 成 
的 纯 数学 家 在 自愿 朝 物理 学 靠拢 . 

-位 在 美国 参加 国际 学 术 会 议 的 青年 数学 工作 者 以 自己 的 亲身 感受 ,向 国 
内 数学 工作 者 谈 到 了 数学 的 这 一 倾向 ,他 举 了 费 弗 曼 的 例子 . 

费 弗 昌 (Charles L. Fefferman) 是 美国 数学 界 比较 知名 的 一 位 青年 分 析 学 家 . 
他 毕业 于 普林斯顿 大 学 ,在 斯 坦 ( E.M.Stein) 教 授 的 指导 下 于 1969 年 获 博士 学 
位 . 费 弗 曼 一 直 都 从 事 着 纯 数学 研究 ,在 其 博士 学 位 论文 中 ,他 发 现 并 证 明了 哈 
代 空 间 的 对 偶 空间 是 BMO 空间 这 一 事实 .将 这 一 结果 用 于 调和 分 析 , 立 即 取 得 
重大 成 功 .这 一 发 现 ,使 得 对 BMO 空间 的 研究 在 后 来 20 年 中 受到 了 广泛 的 重 
视 ,并 且 逐 渐 形 成 了 一 门 专门 的 学 问 .也 正 是 因为 如 此 , 芝加哥 大 学 在 准备 聘 
请 他 作 助 理 教授 的 同时 决定 聘任 他 为 正教 授 

以 往 在 人 们 心目 中 , 费 弗 曼 所 作 的 研究 可 谓 是 纯 而 又 纯 的 数学 了 .然而 ,在 
普罗 维 登 斯 会 议 上 ,他 锋芒 一 转 ,以 数学 物理 中 的 两 个 问题 作为 其 报告 的 主题 . 
他 以 微分 方程 为 工具 ,首先 讨论 了 量子 力学 中 的 原子 结构 问题 ,然后 ,他 又 作 了 
在 广义 相对 论 中 的 一 个 黑洞 形成 条 件 问 题 的 讲座 .以 这 些 物理 学 问题 为 背景 ， 
费 弗 曼 重新 又 回 到 数学 家 的 立场 ,提出 了 关于 微分 方程 和 分 析 方面 的 一 系列 问 
题 .进而 ,他 又 从 这 些 数学 问题 去 追 索 其 背后 的 物理 学 背景 . 费 弗 曼 的 问题 立即 
引起 了 一 些 数学 家 们 的 兴趣 .人 们 私下 议论 说 ,这 是 一 种 有 前 途 的 数学 新鲜” 
的 数学 . 

因此 看 出 纯粹 数学 之 所 以 最 近 才 得 到 广泛 的 应 用 ,是 由 于 它们 应 用 的 方式 
不 是 拿 来 就 用 .纯粹 数学 有 自己 独立 的 理论 系统 以 及 不 同 的 设 问 方式 及 解决 问 
题 的 途径 , 它 与 实际 领域 有 较 大 的 差别 ,在 评价 标准 方面 更 有 极 大 差异 .这 也 许 
是 数学 物理 与 理论 物理 的 差别 . 例如 , 弦 论 与 超 弦 、 超 对 称 . 超 引力 以 及 更 早 的 
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特 威 斯 特 (Twister) 理 论 更 多 是 数学 物理 ,因为 物理 学 家 更 需要 一 些 能 用 实验 检 
验 的 预言 .在 这 种 情况 下 ,为 了 得 到 更 有 效 的 应 用 ,双方 都 需要 向 前 再 跨越 一 步 
到 几 步 ,才能 携 起 手 来 ,使 数学 与 物理 ,乃至 其 他 科学 达到 完善 的 联姻 . 

费 弗 曾 的 工作 告诉 我 们 ,原来 世界 上 本 来 不 存在 所 谓 纯 数学 与 应 用 数学 
之 间 的 鸿沟 .许多 抽象 的 数学 理论 在 其 产生 之 初 都 有 其 朴素 、 具 体 或 者 实用 的 
原形 .往往 一 种 好 的 理论 后 来 又 可 付 诸 实 用 ,用 以 解释 我 们 生活 于 其 中 的 这 个 
物理 的 世界 ,这 个 具有 社会 结构 的 世界 .美国 数学 会 前 主席 .纽约 大 学 的 拉克 斯 
(PeterD. Lax) 教 授 在 题 为 《应 用 数学 在 美国 的 繁荣 ?的 报告 中 指出 :在 美国 ,应 
用 数学 的 发 展 是 有 其 历史 根源 的 .每 当 人 们 在 科学 工程, 技术、 金融 和 商业 等 
方面 遇 到 难以 解决 的 问题 时 ,人 们 常常 想到 数学 .之 所 以 会 如 此 ,是 因为 数学 家 
们 在 美国 现代 历史 上 一 次 又 一 次 地 证 实 了 数学 在 应 用 于 实践 中 所 具有 的 巨大 
潜在 力量 .比如 ,微分 方程 专家 流体 力学 家 和 数值 分 析 学 家 合作 使 美国 的 超 音 
速 飞机 克服 了 * 音 障 " 问 题 .这 一 成 就 使 人 们 看 到 微分 方程 理论 .微分 方程 数值 
解 .流体 力学 的 计算 理论 以 及 数值 逼近 方法 等 理论 研究 具有 很 高 的 社会 价值 
仅 就 流体 力学 计算 而 言 , 目 前 已 经 被 用 于 飞行 器 外 形 设计 ,爆炸 行为 研究 心血 
管 性 态 模拟 和 受 控 核 聚变 研究 等 许多 方面 .在 这 些 方面 ,数学 的 应 用 价值 和 潜 
在 的 应 用 价值 使 得 社会 各 界 对 数学 家 们 的 工作 不 得 不 刮目相看 .同时 ,也 使 数 
学 家 们 的 研究 工作 得 到 了 政府 ,私人 企业 和 各 种 基金 会 的 资助 .在 支持 应 用 数 
学 研究 方面 ,美国 国防 部 扮演 了 非常 积极 的 角色 .事实 上 , 早 在 第 二 次 世界 大 战 
期 间 , 由 丹 齐 格 为 首 的 运筹 学 家 小 组 就 发 明了 解 线性 规划 的 单纯 形 算法 ,使 得 
美军 在 战略 部 署 中 直接 受益 ,而 以 堆 尔 为 首 的 代数 学 与 组 合 数学 专家 小 组 则 在 
破译 日 军 电码 和 赢得 太平 洋 战争 的 过 程 中 做 出 了 关键 性 的 贡献 (后 面 有 密码 学 
的 详细 介绍 ) .这些 都 使 得 美国 军 方 十 分 热衷 于 资助 应 用 数学 的 研究 ,甚至 对 某 
些 应 用 前 景 还 不 十 分 明显 的 项 目 , 他 们 也 乐于 投资 .了 解 了 这 一 点 ,如 果 我 们 再 
看 到 一 些 数学 理论 方面 的 论文 下 面 标 有 诸如 “本 文部 分 地 承蒙 美国 陆军 (海军 
或 空军 ) 研 究 局 资助 "的 字样 ,就 不 会 觉得 奇怪 了 .今天 ,在 美国 ,从 高 科技 领域 
到 一 般 制造 业 ,商业 、 金 融和 保险 业 ,都 雇用 了 一 些 数学 工作 者 或 者 兼职 数学 家 
从 事 各 类 试验 模拟、 开发 和 预测 性 的 研究 . 

人 们 已 经 逐步 地 认识 到 ,数学 是 一 种 巨大 的 潜在 力量 .这 种 力量 的 显现 通 
常 被 称 为 应 用 数学 .这 在 很 大 程度 上 是 由 于 从 事 应 用 数学 的 数学 家 们 的 工作 ， 
它们 使 得 现代 化 社会 中 的 普通 大 众 有 机 会 从 一 个 侧面 认识 到 全 体 数学 家 工作 

而 且 , 作 为 一 国 领袖 的 美国 前 总 统 里 根 也 注意 到 了 这 一 问题 .他 在 1987 年 
也 月 24 日 写 给 美国 数学 会 全 体会 员 的 贺信 中 说 :“ 今 天 ,在 我 们 即将 跨 入 21 世 
纪 的 时 候 , 数 学 在 商业 \ 工 业 和 政府 部 门 中 所 起 到 的 基本 的 作用 已 经 越 来 越 明 
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显 了 .我 们 国家 的 安全 和 我 们 在 世界 市 场 中 的 竞争 地 位 ,从 来 都 没有 像 今天 这 
梯 依 吉 于 我 们 使 用 数学 技巧 的 本 领 .我 知道 ,这 恰恰 是 你 们 所 准备 迎接 的 
战 .” 

1992 年 在 里 约 热 内 卢 , 联合国 教科 文 组 织 (UNESCO) 发 起 了 “2000 世界 数 
学 年" 的 倡议 ,国际 数学 联盟 (IMV) 在 其 宣言 中 总 结 性 地 写 道 :“ 纯 粹 与 应 用 数 
学 都 是 了 解 世 界 及 其 发 展 的 主要 钥匙 之 一 .” 


一 位 数学 家 曾 说 过 : 


“数学 曾 被 称 为 关于 无 穷 的 科学 .事实 上 数学 发 明了 有 限 的 构造 来 
解决 本 质 上 属于 无 穷 的 课题 ,这 是 数学 家 的 光荣 . 基 尔 基 加 特 
(Kierkegaard) 曾 说 过 ; “宗教 研究 的 是 无 条 件 地 关系 到 人 的 事情 .” 与 这 
种 说 法 相反 (但 同样 地 硅 张 ) ,我 们 可 以 说 ,数学 所 研究 的 乃 是 与 人 毫 不 
相干 的 东西 .数学 具有 像 无 人 性 的 星光 般 的 性 质 , 光 丰 夺目 ,但 冷酷 无 
情 .但 是 ,这 里 似乎 存在 着 对 创造 的 嘲弄 : 念 是 远离 与 我 们 生存 直接 有 
关 的 事情 ,我 们 的 心智 念 知道 如 何 把 它们 处 理 得 更 好 .于 是 ,在 最 最 无 
所 谓 的 知识 领域 ,在 数学 那里 ,尤其 是 在 数论 中 我 们 变 得 最 最 聪明 .” 


但 在 世俗 领域 中 ,一 切 活动 的 背后 都 被 赋予 了 一 个 功利 的 目标 ,对 像 求 证 
费 马 猜 想 这 种 极 具 艰 辛 ,又 前 途 未 卜 的 心智 劳作 中 ,功利 的 动机 更 被 无 数 次 追 
问 :如 果 为 钱 ,那么 当年 悬 赏 的 10 万 德国 马克 早已 在 两 次 世界 大 战 中 一 再 贬值 
几乎 变 为 乌有 .事实 上 ,德国 马克 在 当时 的 极度 贬值 ,创造 了 至 今 也 没有 被 打破 
的 世界 纪录 . 

惊人 的 通货 膨胀 挫 毁 了 那 时 德国 社会 的 基本 结构 的 平衡 ,摧毁 了 对 那 时 德 
国 社会 起 着 稳定 作用 的 中 产 阶 级 的 自信 心 和 判断 力 .许多 人 一 夜 之 间 一 无 所 
有 ,这 为 希特勒 上 台 在 经 济 上 奠定 了 基础 . 

现在 ,法 尔 廷 斯 最 终 部 分 证 明了 费 马 猜想 ,法 尔 廷 斯 也 不 过 得 到 了 1 000 
美元 的 菲 尔 兹 奖 , 从 经 济 学 的 角度 讲 这 恶 怕 是 回报 率 最 低 的 投资 了 .要 想象 10 
万 德国 马克 是 多 么 的 了 不 起 .我 们 只 需要 看 一 下 世界 各 国 所 设立 的 数学 奖金 与 
10 万 德国 马克 相 比 是 多 么 微薄 . 

美国 数学 会 颁发 的 Levoy P. Steele 奖 为 1 000 美元 ;美国 数学 联合 会 ,颁发 
的 为 数学 服务 优秀 奖 为 500 美元 ;1925 年 设立 的 Chauvenet 为 500 美元 ;1965 年 
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设立 的 工 .R.Ford 奖 为 100 美元 ;美国 迈阿密 大 学 设立 的 J. Robevt Oppenheimev 
纪念 奖 为 1 000 美元 . 

法 国 科学 院 里 昂 信 贷 银行 百 周年 纪念 奖 为 150 000 法 郎 ;纪念 1940 ~ 1945 
年 间 被 德国 人 杀害 的 法 国学 者 基金 奖 为 2 200 法 郎 ; 法 国 国家 奖 为 25 000 法 
郎 . 

由 南斯拉夫 贝尔 格 莱 德 市 政委 员 会 颁发 的 贝尔 格 莱 德 市 十 月 奖 , 个 人 奖 为 
10 000 第 纳 尔 ; 由 南斯拉夫 共和 国文 化 协会 及 共和 国 科学 协会 颁发 的 9 月 7 日 
奖 为 15 000 第 纳 尔 . 

意大利 公共 教育 部 设立 的 公共 教育 部 奖 为 4 000 000 里 拉 ; 意 大 利 国 家 科 
学 院 设立 的 共和 国 总 统 颁发 国家 奖 为 5 000 000 里 拉 . 

比利时 皇家 科学 院 设立 的 以 著名 比利时 数学 家 卡 塔 兰 命名 的 卡 塔 兰 
(Eugéne Cutalan) 奖 为 奖金 35 000 法 郎 , 卡 塔 兰 也 有 一 个 著名 的 数论 猜想 ,至 今 
没 获得 完全 解决 , 即 不 存在 两 个 自然 数 整数 宕 它们 相差 1, 除 了 -=1 以 外 . 

奥地利 红 衣 主教 Lnnitzer 基金 奖 为 1 000 美元 . 

希腊 国家 银行 基金 会 Ceorge Stavros 奖 为 500 000 德 拉 马克 (dvachmas, 希 腊 
货币 名 称 ) . 

巴西 的 Moinho Santista 奖 约 为 4 000 克 鲁 赛 罗 (Gmuzeivo, 巴 西 货币 名 ) . 

我 国 的 陈省身 数学 奖 ,其 奖金 为 50 000 港币 . 

然而 ,正如 著名 的 布尔 巴 基 学 派 主要 成 员 迪 厄 多 内 所 指出 : 


“我 们 还 必须 考虑 到 整数 在 古代 大 多 数 哲学 和 宗教 中 所 起 的 作用 
这 在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 及 受 他 们 影响 的 思想 家 中 就 更 明显 .这 些 思想 家 
对 于 那些 出 于 实际 考虑 而 焉 污 了 对 真 与 美的 沉思 的 欢乐 的 数学 家 不 那 
么 轻 茂 ,而 教 的 性 质 却 使 献身 于 研究 它 的 人 得 到 快乐 .可 见 希 腊 人 (以 
及 现代 持 有 同样 美学 观点 的 数学 家 ) 与 把 数学 只 当成 是 平凡 的 工具 的 
那 种 系统 的 功利 主义 是 格格 不 入 的 .把 数学 当成 平凡 的 工具 的 观念 只 
是 到 后 来 才 有 的 ,在 18 世纪 方才 出 现 .假如 这 种 观念 以 前 就 占 优势 的 
话 ,就 会 增 死 数学 的 发 展 ,使 得 从 那 时 起 数学 所 征服 的 大 多 数 领域 无 从 
产生 ,同时 到 现在 就 会 产生 更 多 的 功利 主义 者 .有 些 人 力图 把 数学 家 归 
到 自然 科学 的 辅助 技师 的 队伍 中 去 ,而 对 于 字 宙 学 家 ,史前 史 专 家 或 考 
十 学 家 这 类 典型 的 “没有 用 的 "科学 专家 却 不 那么 考虑 和 估计 ,因此 , 数 
学 在 同 他 们 的 斗争 中 不 能 不 表现 出 惊奇 .” 


著名 数学 家 伍 鸿 照 在 批评 功利 主义 对 数学 教育 改革 的 冲击 时 指出 ;“ 数 学 
教育 应 培养 学 生 对 这 种 结构 和 其 内 容 紧密 相关 性 质 的 智力 赏识 意识 …… 一 个 


371 tI = (23) 


受过 某 种 改革 课程 教育 的 学 生 可 能 不 全 理解 ,为 什么 新 近 的 费 马 大 定理 的 证 明 
是 人 类 文化 进程 中 的 一 个 划时代 事件 .” 

在 下 面 的 内 容 中 ,我 们 将 讲述 三 个 令 人 惊奇 的 故事 ,这 三 个 故事 之 所 以 令 
人 惊奇 ,是 因为 在 这 三 个 应 用 中 所 涉及 的 数论 内 容 是 纯 而 又 纯 ,研究 之 初 绝 不 
会 想到 会 有 如 此 的 应 用 .这 有 点 像 在 终年 积 雪 的 珠穆朗玛 峰 上 发 现 了 热带 从 林 
中 的 大 象 . 

第 一 个 故事 发 生 在 20 世纪 初 ,一 位 名 叫 西蒙 纽 科 姆 (Simon Newcomb) 的 天 
文学 家 注意 到 一 本 对 数 表 ( 天 文学 家 常常 要 进行 大 量 的 计算 ,在 纳 皮尔 发 明 对 
数 之 前 ,不 知 有 多 少 天 文学 家 累 睹 了 双眼 甚至 折 寿 ,所 以 人 们 对 纳 皮 尔 的 称赞 
是 “他 延长 了 天 文学 家 的 寿命 ”) 的 开头 几 页 磨损 得 最 厉害 ,这 表明 人 们 较 多 地 
查找 以 1 起 首 的 数 的 对 数 .因此 ,他 好 奇 地 问 :首位 数 为 1 的 数 在 全 体 自然 数 
中 占有 多 大 的 比例 ? 这 就 是 所 谓 的 “首位 数 问题 ”. 

这 个 问题 很 古怪 .许多 读者 可 能 认为 首位 数 为 1 的 数 应 占 全 体 自 然 数 的 九 
分 之 一 ,因为 毕竟 有 九 个 数字 可 以 作 首位 数 ,而 且 没 有 理由 认为 其 中 哪 一 个 数 
会 得 天 独 厚 . 但 是 ,斯 坦 福 大 学 的 统计 学 家 珀 西 ' 迪 亚 科 尼斯 (Persi Diaconis) 
1974 年 在 哈佛 大 学 统计 系 做 研究 生 时 所 得 到 的 结论 是 出 人 意料 的 : 首位 数 为 
1 的 数 约 占 全 体 自然 数 的 三 分 之 一 ,准确 地 说 ,是 ls 2~0.301 0. 这 是 因为 首位 
数 为 1 的 数 在 自然 数 中 的 分 布 很 不 规则 :它们 在 数字 1 到 9 之 间 占 九 分 之 一 ， 
在 1 到 20 之 间 占 二 分 之 一 ,在 1 到 100 之 间 占 九 分 之 一 ,在 1 到 200 之 间 占 二 
分 之 一 .总 之 ,这 个 比例 数 总 在 二 分 之 一 与 九 分 之 一 之 间 来 回 振荡 . 迪 亚 科 尼 斯 
用 黎 曼 5 函数 ( 它 是 解析 数论 中 最 常 遇 到 的 一 个 无 穷 级 数 的 和 ) 给 出 了 这 些 振 
荡 着 的 比例 数 的 一 个 合理 的 平均 值 , 即 lg 2. 这 一 平均 值 之 所 以 合理 ,是 因为 在 
这 种 平均 方法 下 ,可 以 得 出 “偶数 占 全 体 自然 数 的 二 分 之 一 "这 样 合乎 常识 的 结 
论 . 

这 个 结果 确实 非常 美妙 ,但 它 与 现实 世界 似乎 毫 无 关系 ,甚至 迪 亚 科 尼斯 
本 人 都 不 打算 发 表 . 但 当 西 雅 图 波音 航天 局 的 数学 家 梅 尔 达 德 沙沙 哈尼 
(Mehrdad Shahshahani) 研 究 一 种 用 计算 机 描绘 自然 景象 的 方法 而 遇 到 困难 时 ， 
迪 亚 科 尼 斯 发 现 克服 这 个 困难 的 方法 恰恰 是 采用 他 那 篇 从 未 发 表 过 的 论文 里 
的 古怪 结果 . 

沙沙 哈尼 的 方法 是 :首先 选 定 几 个 特殊 的 仿 射 变换 ,然后 对 平面 上 的 一 些 
非常 普通 的 线条 进行 这 些 仿 射 变 换 以 及 这 些 仿 射 变换 的 各 种 随机 组 合 ,最 后 ， 
求 出 在 各 个 变换 下 的 不 动 点 ,这 些 不 动 点 便 提 供 了 一 幅 逼 真 图 像 的 足够 的 信 
息 . 

迪 亚 科 尼 斯 用 马尔 可 夫 链 说 明了 沙沙 哈尼 的 方法 :这 些 仿 射 变换 构成 了 一 
个 马尔 可 夫 链 ,而 这 个 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 便 是 问题 的 关键 .知道 了 怎样 的 
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初始 仿 射 变 换 会 导致 怎样 的 平稳 分 布 ,就 可 知道 初始 仿 射 变 换 的 选择 对 计算 机 
所 绘图 像 的 影响 .为 此 ,需要 对 随机 的 无 穷 和 (这 些 和 就 是 变换 ) 进 行 分 析 . 这 就 
是 迪 亚 科 尼斯 论文 里 的 和 ,他 对 此 早已 了 如 指 掌 . 

现在 ,他 和 沙沙 哈尼 已 能 根据 所 选择 的 初始 变换 来 预示 计算 机 图 像 的 概 
貌 .更 重要 的 是 ,他 们 还 解决 了 这 个 问题 的 “ 逆 问 题 ": 要 绘 出 某 种 预定 的 自然 景 
象 ,应 当选 择 哪 些 初始 变换 . 

波音 航天 局 正 打算 将 这 些 成 果 用 于 飞行 模拟 器 .这 是 一 种 计算 机 系统 , 它 
给 飞行 员 以 飞行 的 实感 (包括 完美 的 窗外 风景 ) ,使 他 们 在 不 离开 地 面 的 情况 下 
接受 训练 . 

当然 还 有 更 令 人 人 惊奇 的 事 . 据 日 本 《朝日 新 闻 》 报 道 , 日 本 庆 应 大 学 理工 系 
的 一 个 研究 小 组 ,研究 出 能 够 诠释 散文 意境 的 计算 机 .利用 计算 机 分 析 文 章 中 
词汇 的 意境 ,并 用 相应 的 景色 和 物体 加 以 表现 ,成 功 地 将 文章 * 释 译 " 成 棚 棚 如 
生 的 风景 画 . 这 一 利用 机 器 表现 人 类 “感性 "的 大 胆 尝试 ,引起 了 人 们 的 广泛 关 

计算 机 在 采用 这 种 方法 绘画 时 ,首先 将 经 常 在 风景 画 中 出 现 的 山 蛮 河流 、 
海洋 ,天 空 等 基本 “部 件 " 分 成 几 个 大 类 ,并 测试 这 些 “ 部 件 "的 宽广 度 、 紧 张 感 、 
跳跃 感 ` 坚 硬度 ,柔软 性 等 与 人 的 感觉 有 关 的 指标 ,然后 将 它们 存 人 数据 库 中 
以 " 山 盔 ”为 例 ,必须 对 其 轮廓 线 进 行 细 分 ,分别 研究 各 部 位 线条 的 特征 ,分 析 其 
中 所 包括 的 水 平 线 .垂直 线 . 斜 线 直线 .曲线 等 ,并 作为 指标 进行 储存 . 

当 人 们 输入 一 篇 文章 后 ,计算 机 即刻 便 开 始 了 细致 地 分 析 .在 这 一 过 程 中 ， 
表示 山 弯 河流 ,天 空 等 景色 的 名 词 ,表示 季节 时 间 、 场 所 等 条 件 的 词语 ,以 及 
表示 荒凉 ,浪漫 ,您 用 等 意境 和 气氛 的 语句 ,是 计算 机 的 主要 分 析 对 象 . 

对 于 “草原 的 另 一 头 是 一 座 雄伟 的 大 山 "这 样 一 个 句子 ,计算 机 首先 找 出 
“草原 "和 “大 山 " 这 两 个 关键 词汇 ,从 数据 库 中 挑选 与 此 相对 应 的 “部 件 ” 一 一 草 
原 和 大 山 的 图 像 .由 于 句子 中 出 现 了 “雄伟 "这 个 词 ,因此 计算 机 特别 选择 了 多 
水 平 线 和 曲线 的 山 弯 景 象 ,并 配 以 给 人 空旷 感 的 背景 .尽管 句子 中 没有 出 现 
“ 牛 "这 个 词 , 但 根据 常识 ,计算 机 还 特意 加 上 了 两 头 牛 作为 点 缀 . 

如 果 该 句 中 出 现 的 是 “荒凉 的 大 山 ", 电 脑 则 会 选择 多 垂直 线 和 直线 的 山 
蛮 ,使 绘画 体现 出 另外 一 种 截然 不 同 的 风格 . 

由 于 电脑 数据 库 尚未 储存 大 量 资料 ,因此 ,目前 人 们 还 无 法 随心 所 欲 地 让 
计算 机 绘制 出 令 人 满意 的 图 像 来 .不 过 ,研究 人 员 表 示 , 经 过 不 断 努 力 和 完善 ， 
人 们 完全 可 以 利用 计算 机 来 表现 自己 心目 中 的 景色 .将 来 ,甚至 还 能 让 计算 机 
自由 描绘 小 说 中 一 个 章节 的 内 容 . 

第 二 个 故事 发 生 在 解析 数论 领域 .这 一 领域 因 陈景润 而 在 我 国家 喻 户 晓 . 
解析 数论 与 其 说 是 理论 弓 宁 说 是 一 种 方法 ,所 解决 的 问题 叙述 起 来 并 不 复杂 ， 
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如 哥 德 巴赫 问题 和 圆 内 整 点 问题 ,可 是 解决 这 些 问题 需要 极为 精密 的 分 析 工 
具 .以 圆 内 整 点 为 例 , 问 题 是 求 以 原点 0 为 图 心 ,半径 为 R 的 圆 内 整 点 的 数目 
有 多 少 个 .这 里 所 谓 整 点 就 是 坐标 为 整数 的 点 .对 于 任意 的 R, 一 般 并 不 能 得 出 
精确 的 点 数 ,而 解析 数论 的 威力 在 于 给 出 一 个 比较 精密 的 上 下 界 , 一 般 表 示 为 
一 个 或 几 个 主 项 加 上 一 个 误差 项 , 主 项 一 般 较 为 简单 ,解析 数论 的 功夫 都 在 估 
计 误 差 项 上 ,而 其 主要 应 用 也 在 于 此 .以 上 面 的 圆 内 整 点 问题 为 例 , 圆 内 整 点 数 
N(R) 接 近 于 圆 的 面积 xR*, 这 个 不 难 证 明 , 可 是 真正 的 问题 是 差 多 少 ? 20 世 
纪 最 伟大 的 解析 数论 专家 哈代 (G.H.Hardy,1877 一 1947) 在 1913 年 证 明 
NCR) =rR2+O(CR23) 


也 就 是 有 一 个 常数 1 ,使 
xR?— MR23 < N(R) <xR? + MR23 
显然 为 了 使 估计 的 数 更 加 精密 ,必须 把 误差 项 的 指数 2/3 降下 来 .表面 上 M 减 
小 也 起 作用 ,但 这 根本 不 是 主要 问题 .一 般 的 解析 数论 问题 讨论 最 佳 的 误差 项 
的 指数 ,也 就 是 指数 降 到 什么 程度 就 不 能 再 降 了 . 对 于 圆 内 整 点 问题 最 佳 结 果 
是 
N(CR)=rR2+O(CRI2+e) 
其 中 ,e 为 任意 小 常数 .不 过 时 至 今日 ,这 还 只 是 一 个 猜想 , 它 的 重要 性 绝 不 在 
哥 德 巴赫 猜想 之 下 ,尽管 2/3 与 1/2+ e 之 间 相差 不 到 1/6, 可 是 走 完 这 段 距离 
也 许 需 要 上 百年 .从 这 个 例子 可 以 看 出 解析 数论 的 主要 问题 ,这 种 硬 分 析 的 办 
法 看 来 对 实际 问题 用 处 不 大 ,因为 战 后 ,物理 、 化 学 问题 更 多 地 求助 于 计算 机 进 
行 数值 计算 .可 是 一 方面 计算 机 也 有 它 无 能 为 力 之 处 , 另 一 方面 ,分 析 技术 对 许 
多 基本 问题 是 能 够 突破 的 .量子 化 学 最 基本 问题 就 是 计算 一 个 原子 或 一 个 分 子 
的 基态 的 能 量 .除了 最 简单 的 氧 原 子 之 外 ,我 们 碰 到 令 人 头痛 的 “多 体 问题 ”. 早 
在 量子 力学 诞生 之 后 ,1927 年 就 有 著名 的 托马斯 - 费 密 (Thomas - Femni) 自 治 
场 方法 .但 对 于 原子 序数 为 Z 的 基态 能 E(Z) ,该 法 只 能 得 到 一 个 粗糙 的 估计 
E(2)~= - CrrZ73 
物理 学 家 包括 著名 的 量子 电动 力学 竟 基 者 之 一 诺 贝 尔 奖 得 主 施 温 格 
(J.Schwinger) 用 启发 式 (heuristic) 方 法 或 其 他 方法 得 出 
E(Z) = - Cr2’? + 2Z2/8 - CpsZ53 

其 中 , Crr 和 Cos 是 常数 . 

数学 家 的 办 法 更 严密 ,他 们 于 1977 年 得 出 E(Z) = - CrZ73 + 0(Z), 其 
中 ,2 < a < 7/3.1987 年 证 明 所 谓 “ 斯 科 特 (Scott) 猜想 ": E(2Z) = - Crr274 + 
如 /8+ 0(Z), 其 中 < 2.1990 年 当代 最 著名 的 分 析 大 家 、 菲 尔 兹 奖 获 得 者 费 
弗 曼 等 人 用 强 有 力 的 解析 数论 方法 证 明了 

E(Z) =- Cn2204 ZY Cos253 本 002) 
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其 中 a < 3/5 

这 个 过 程 还 可 以 继续 下 去 并 可 应 用 于 分 子 ,而 且 后 面 的 问题 同 整 点 问题 却 
有 着 意 想不到 的 联系 . 

第 三 个 故事 发 生 在 1990 年 3 月 . 

1990 年 3 月 ,英国 《自然 》 杂 志 以 整 版 篇 幅 评 论 和 祝贺 中 国 著名 物理 学 家 陈 
难 先 教授 ,把 数学 上 极其 抽象 的 莫 比 乌 斯 定理 用 来 解决 了 物理 上 既 重 要 又 困难 
的 一 系列 逆 问 题 .文章 说 , 逆 问题 研究 在 科学 技术 上 十 分 重要 , 陈 的 方法 巧妙 得 
像 * 从 帽子 中 变 出 兔子 " 似 的 ,并 预计 “新 开张 的 莫 比 乌 斯 作坊 ”会 “解决 物理 上 
一 系列 难题 ”. 

陈 教授 自己 介绍 说 :“ 数 论 中 的 英 比 乌 斯 反 演 定理 是 上 个 世纪 40 年 代 建立 
的 , 它 给 出 了 逆 问 题 研究 的 工具 ,但 一 直 没 有 人 在 物理 研究 上 使 用 过 .” 陈 教授 
是 从 事 凝 聚 态 物 理 研究 的 ,怎么 把 现象 和 本 质 联系 起 来 ,这 种 联系 和 规律 有 什 
么 用 处 ,都 是 靠 物理 上 的 概念 和 直觉 ,以 及 技术 上 的 需要 和 可 能 来 判断 的 . 莫 比 
乌 斯 定理 是 他 首先 从 应 用 中 发 现 的 ,后 来 才 由 数学 界 朋 友 正 式 介绍 给 他 当 工 
具 ， 

陈 教授 强调 说 , 逆 问 题 研究 多 半 是 由 表 及 里 , 由 现象 到 本 质 , 由 宏观 到 微 
观 ,起 着 探 隐 索 秘 的 作用 . 逆 问 题 的 研究 发 展 多 数 不 成 熟 , 探索 性 ` 风 险 性 较 突 
出 ,但 在 技术 应 用 和 事物 本 质 的 发 现 上 往往 十 分 重要 .实际 上 许多 重大 课题 都 
包含 逆 问 题 ,如 遥感 遥测 、 地 球 物理 勘探 .机 电 设备 故障 诊断 、 人 体内 脏 构象 , 材 
料 设计 目标 侦察 .密码 破译 等 .对 于 物理 学 发 展 来 说 , 卢 瑟 福 的 a 粒子 散射 逆 
问题 确立 了 原 于 核 的 存在 ,也 是 材料 组 织 成 分 随 深度 变化 探测 的 重要 手段 ; 劳 
厄 的 晶体 衍射 逆 问 题 确定 了 晶体 内 部 原子 的 周期 性 结构 ,也 是 日 前 X 射 线 和 电 
子 显 微 技 术 确定 材料 结构 的 重要 工具 .医院 里 的 CT 技术 就 是 解决 X 射线 或 超 
声波 经 过 人 体 组 织 吸收 衰减 的 逆 问 题 的 结果 . 

从 国家 自然 科学 基金 会 数理 部 主任 的 报告 中 ,我 们 知道 陈 难 先 教授 的 研究 
工作 在 国际 上 是 占有 一 席 之 地 的 .他 对 黑体 辐射 逆 问题 的 公式 被 国际 著名 天 体 
物理 杂志 APJ 用 来 解决 了 星际 尘埃 温度 分 布 的 重要 问题 , 并 被 称 为 “ 陈 氏 定 
理 ”. 美 国 著名 的 《物理 评论 》, 以 “ 陈 氏 反 演 公 式 " 为 标题 发 表 专 文 讨论 他 对 黑 
体 辐射 与 声 子 比 热 逆 问题 的 新 结果 . 荷兰 的 《物理 通讯 》 则 不 断 称 他 的 结果 为 
“ 陈 - 莫 比 乌 斯 交换 ”. 

后 来 , 陈 难 先 教授 应 英国 《自然 》 杂志 要 求 , 迎 接 了 用 莫 氏 定理 解决 高 维 物 
理 问题 的 挑战 .他 在 1992 年 一 口气 就 解决 了 二 维 六 方 ,三维 体 心 和 三 维 面 心 的 
问题 .这 在 电子 结构 和 材料 的 力学 性 能 之 间 打 通 了 一 条 快车 道 .英国 物理 杂志 
本 Phys, 荷 兰 PLA 立刻 用 这 算出 铜 . 镍 . 铬 、 钥 等 金属 材料 中 原子 间 相互 作用 势 、 
弹性 模 量 和 声 子 谱 .如 此 看 来 纯粹 的 数论 是 有 很 大 应 用 价值 的 . 
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在 前 面 三 个 故事 的 介绍 中 我 们 看 到 数论 的 各 种 应 用 ,有 些 读者 可 能 会 问 费 
马 提出 的 那些 数论 问题 有 什么 应 用 吗 ?当然 有 ,为 了 避免 过 于 深入 ,我 们 仅 举 一 
个 小 例子 . 

在 利用 电子 计算 机 进行 信息 处 理 时 经 常 要 遇 到 所 谓 的 卷 积 , 设 两 个 长 为 N 
的 序列 x 和 h(n = 0,…,N - 1), 其 卷 积 是 指 


A-1 Nl 


yn = 2 hak = -thion =0…,N-1 


40 =0 


其 中 ,假定 x = h, = 0(n <0) 

直接 计算 式 * 通常 需要 NV? 次 乘法 和 NN? 次 加 法 ; 当 入 很 大 时 ,其 计算 量 超 
出 我 们 的 能 力 , 为 此 人 们 必须 寻求 快速 算法 以 节省 运算 时 间 . 

通常 人 们 是 通过 循环 卷 积 来 计算 * 的 ,所 谓 两 个 序列 x(n = 0,1,…,N - 
1) 和 h(n = 0,1,…,N - 1) 的 循环 卷 积 是 指 


gl gl 
yr = 包 仙 -by = 名- = 0 和 N-1 

其 中 ,(t)w 表示 整数 模 NN 的 最 小 非 负 剩余 . 而 计算 循环 卷 积 一 般 采 用 离散 的 
传 里 叶 变 换 (Discrete Fourier Transform, 简 记 为 DFT) ,1965 年 7 月 库 利 (Cooley) 
称 图 基 (Tukey) 提出 了 DFT 的 快速 算法 ( Fast Fourier Transform, 简 记 FFT) ,使 所 
需 工作 量 及 处 理 时 间 都 在 很 大 程度 上 得 到 了 改进 . 

近年 来 ,国外 又 出 现 了 以 数论 为 基础 的 计算 循环 卷 积 的 方法 , 称 为 数论 变 
换 (NTT). 特 别 引 人 注目 的 是 其 中 有 一 种 以 费 马 数 为 基础 的 费 马 数 变换 (FNT) . 
这 种 变换 只 须 加 减法 及 移 位 操作 而 不 用 乘法 ,从 而 提高 了 运算 速度 . 

事实 上 数论 的 应 用 可 亩 千姿百态 ,而 且 层 出 不 穷 ,为 了 更 好 地 了 解 及 更 有 
力 地 揭示 数论 的 这 些 奇妙 应 用 ,数学 家 们 经 常 举行 各 种 会 议 交流 情况 . 例如 ， 
1996 年 7 月 15 日 至 26 日 在 美国 明尼苏达 大 学 就 举行 了 一 次 题 为 “数论 的 正 露 
端倪 的 应 用 (Emerging applications)”IMA 夏季 计算 ,其 实数 论 最 广泛 与 成 熟 的 
应 用 非 密码 学 莫 属 . 


2.“ 抽 依 密 码 编制 学 等 同 于 抽象 数学 ” 


在 数学 的 应 用 中 ,密码 学 可 谓 是 初等 工具 ,应 用 卓有成效 .我 国 老百姓 最 
早 了 解密 码 大 概 是 从 革命 样板 戏 《 红 灯 记 》 中 开始 的 . 

密码 的 研究 历来 带 着 一 种 神秘 的 色彩 ,一 直 是 犹 抱 琵琶 半 遮 面 . 中 科 院 计 
算 所 的 陶 仁 又 教授 是 我 国 较 早 涉足 这 一 领域 的 专家 . 曾 多 次 介绍 过 这 方面 的 历 
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史 与 进展 .但 是 ,20 世纪 70 年 代 以 来 ,情况 发 生 了 急剧 的 变化 .西方 一 些 国家 的 
学 术 界 开始 公开 地 讨论 密码 学 的 理论 问题 ,甚至 发 表 密码 学 的 研究 成 果 ,而 对 
背景 不 加 任何 掩饰 .到 了 1977 年 ,美国 商业 部 国家 标准 局 还 公布 了 一 个 “数据 
加 密 标准 ”, 义 务 地 提供 给 用 户 使 用 . 这 些 在 过 去 是 难以 设想 的 事情 ,怎么 会 丛 
恰 在 20 世纪 70 年 代 发 生 呢 ?让 我 们 简略 地 回顾 一 下 密码 学 走 过 的 历程 . 

按照 卡 恩 (D.Kahn) 所 著 的 《破译 者 》 一 书 中 的 说 法 ,在 4 000 多 年 前 的 埃 
及 ,贵族 的 墓志 铭 普遍 地 用 一 些 奇妙 的 象形 符号 代替 普通 的 象形 文字 ,这 就 是 
密码 的 萌芽 .1844 年 , 莫 尔 斯 (S.F.B.Morse) 发 明了 有 线 电 报 . 随 着 电报 的 广泛 
使 用 ,产生 了 对 保密 的 迫切 需要 ,推动 了 对 密码 的 研究 . 当时 ,人 们 创造 了 几 十 
种 新 的 密码 体制 .同时 ,由 于 电报 用 于 战争 的 通信 和 指挥 ,为 适应 新 的 条 件 ( 如 
有 线 电报 可 能 被 偷 听 ) 和 要 求 (如 要 求 成 本 低廉, 分 发 容易 ,不 怕 敌 方 缴获 ) ,出 
现 了 一 种 新 的 密码 编制 形式 一 一 战地 密码 .1883 年 ， 柯 克 堆 夫 斯 
(A. Kerckhoffs) 的 著作 《军事 密码 学 》 出 版 ,因此 可 以 说 ,有 线 电报 产生 了 现代 
密码 编制 学 (cryptography). 1895 年 无 线 电 诞生 以 后 , 人们 把 它 作为 一 种 战争 工 
具 广泛 地 用 于 军事 通信 . 无 线 电 提 供 了 源源 不 断 的 截 收 电报 ,使 密码 分 析 ( 破 
译 ) 成 为 情报 的 一 种 来 源 ,从 而 对 战争 的 进程 发 生 重大 的 影响 . 因此 可 以 说 ,无 
线 电 产生 了 现代 密码 分 析 学 (eryptanalysis) . 

第 一 次 世界 大 战 是 密码 史上 的 一 个 转折 点 .密码 学 (cryptology, 包 括 密码 编 
制 学 和 密码 分 析 学 ) 由 一 个 小 的 领域 发 展 为 一 个 大 的 领域 ,这 门 年 轻 的 科学 下 
于 成 熟 .第 二 次 世界 大 战 时 期 ,密码 学 在 密码 编制 和 密码 分 析 这 两 个 核心 领域 
内 完成 了 一 个 发 展 阶段 :密码 编制 实现 了 机 械 化 ,密码 分 析 实现 了 数字 化 . 

20 世纪 40 年 代 电子 计算 机 问世 ,开始 了 密码 学 的 新 变革 .数字 通信 技术 的 
发 展 为 提高 通信 的 可 靠 性 和 保密 性 创造 了 物质 条 件 , 高 速度 和 大 批量 数据 传输 
产生 了 对 自动 化 的 迫切 要 求 ,密码 编制 学 进入 了 电子 时 代 . 同 时 ,在 密码 分 析 学 
方面 ,计算 机 成 了 密码 分 析 的 基本 手段 . 世界 上 最 大 最 快 的 计算 机 被 用 于 密码 
破译 .美国 国家 保密 局 就 是 计算 机 的 最 大 用 户 之 一 . 

近 30 多 年 来 ,计算 饥 由 电子 管 时 代 , 经 过 晶体 管 时 代 和 集成 电路 时 代 , 进 
人 了 大 规模 集成 电路 甚至 超大 规模 集成 电路 时 代 . 大 规模 集成 电路 给 计算 机 带 
来 了 体积 小 型 化 和 价格 低廉 这 两 个 优点 ,使 计算 机 不 仅 用 于 卫星 发 射 .生产 过 
程 和 自动 控制 这 样 一 些 军事 ,经济 领域 ,而 且 还 用 于 与 日 常生 活 和 工作 有 关 的 
领域 ,例如 ,电子 转账 系统 ,电子 邮件 .办公室 自动 化 等 . 在 电子 转账 系统 .电子 
邮件 这 类 应 用 中 ,数据 保密 的 重要 人 性 是 不 言 而 喻 的 . 除了 计算 机 网 络 中 计算 机 
通信 的 数据 传输 保密 问题 外 ,数据 库 和 操作 系统 的 安全 保密 问题 也 很 突出 .大 
规模 集成 电路 技术 引起 的 计算 机 的 广泛 应 用 ,产生 了 计算 机 密码 学 .同时 ,密码 
学 的 研究 从 面向 军事 和 外 交 扩 展 到 面向 民用 . 与 此 相 适 应 ,密码 学 的 研究 方式 
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也 从 秘密 转向 公开 . 

那么 ,密码 学 与 数学 又 有 什么 相干 呢 ? 

1941 年 11 月 ,著名 代数 学 家 艾 伯 特 (A.A.Albert) 在 美国 数学 会 的 一 次 会 
议 上 提出 了 一 篇 文章 ,里 面 写 道 :“ 我 们 将 会 看 到 密码 编制 学 不 只 是 一 个 可 以 应 
用 数学 公式 的 课题 ,其 实 还 可 以 毫 不 夸张 地 说 ,抽象 密码 编制 学 等 同 于 抽象 数 
学 .” 他 这 样 讲 ,自然 有 一 番 道理 . 

首先 密码 编制 的 方法 是 数学 的 . 著名 古 罗马 将 军 朱 利 叶 斯 . 凯撒 (公元 前 
100 一 公元 前 44) 发 明 的 一 种 写 密 信 的 方法 是 :每 个 字母 用 它 之 后 的 第 三 个 字 
母 代替 (补充 规定 字母 z 后 面 的 字母 为 a). 用 数学 的 语言 来 说 ,用 数字 0,1,…， 
24,25 分 别 表示 字母 a,b,…,y,z, 则 凯撒 密码 按照 下 式 将 明文 字母 a 换 为 密 文 
字母 8, 即 

B = a + 3(mod 26) O 
这 种 办 法 在 1929 年 后 由 美国 纽约 享 特 大 学 的 助理 教授 希 尔 (L.S.Hill) 作 了 系 
统 研究 ,他 用 整数 模 26 环 上 的 非 奇异 矩阵 作 密 钥 . 设 4 是 一 个 n 阶 非 奇异 矩阵 ， 
按照 公式 


©® 


Xn 
将 n 个 明文 字母 x1,… ,x。 加 密 为 n 个 密 文字 母 y,…,y,. 解 密 过 程 则 按照 公式 
= A-! 
加 
进行 .因此 ,加 密 和 解密 的 过 程 是 一 些 简单 的 数值 计算 . 

尽管 希 尔 的 密码 受到 当时 计算 技术 条 件 的 限制 ,只 能 在 小 范围 内 应 用 ,但 
他 的 工作 对 密码 学 产生 了 巨大 的 影响 . 艾 伯 特 正 是 运用 希 尔 的 代数 概念 去 研究 
各 种 简单 的 和 复杂 的 密码 体制 ,得 出 了 它们 的 数学 方程 .他 的 结论 是 :所 有 这 些 
方法 都 是 所 谓 代数 密码 体制 的 非常 特殊 的 情形 . 把 密码 转化 为 数学 公式 ,揭示 
了 密码 的 基本 结构 ,使 密码 编制 人 员 可 以 改进 密码 的 弱点 .同时 ,也 使 破译 者 有 
可 能 依靠 过 去 从 未 用 过 的 数学 技巧 得 出 全 新 的 破译 方法 . 

代替 和 换 位 是 传统 密码 编制 的 最 基本 方式 .所 谓 代替 密码 是 按 一 定 规则 将 
明文 字母 用 密 文字 母 来 代替 .将 明文 字母 表 工 到 密 文字 母 表 了 的 一 一 映射 的 序 
列 K = (fi, 记 ,fs,…) 称 为 代替 密码 体制 的 密 钥 . 由 密 钥 K 决定 一 个 密码 变换 
Tx, 它 按照 公式 


3 


@ 


Xn 


yi = f(x) ,i = 12,3，… @ 
将 明文 字母 序列 x1x2x3… 变换 为 密 文字 母 序列 yy,y3…. 解密 过 程 是 按照 公 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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式 
zx; = fi (7) ,i = 12,3，…- © 
将 密 文 yy2y3… ,恢复 为 明文 x1x2x3…, 这 里 方 ! 表示 捕 的 逆 映 射 . 当 户 = fy = 
请 =… 时 , 称 7x 为 单 表 代替 ,否则 称 Tk 为 多 表 代替 .前 面 所 说 的 凯撒 密码 就 是 
一 种 单 表 代替 密码 . 多 表 代替 的 种 类 较 多 , 瓦 伊 密 尔 (Vigemere) 密码 是 一 个 简 
单 的 例子 . 它 的 用 户 密 钥 是 一 个 有 限 长 整数 序列 KK = (Ki,K2,…,K。). 将 KK 扩 
充 为 周期 为 e 的 无 穷 序 列 K = (KK ,Ke = Ki,i = 1,.,e,n =0, 
1,…. 由 密 钥 K 决定 的 密码 按照 公式 
% = + Ki(mod 26),) = 1,2,… 
即 
im = Kirn + Ki(mod 26),i = 1,2,°%,e,n = 0,1,2,… © 
为 将 明文 x1x2x3… 变换 为 密 文 yyy2y3…. 
换 位 密码 是 将 明文 字母 的 正常 次 序 打 乱 .例如 ,由 密 钥 埃 内 尼 (enemy) 决 
定 的 换 位 密码 在 加 密 时 将 明文 transpositionciphers 横行 书写 在 密 钥 的 下 面 ,再 
按 密 钥 所 确定 的 顺序 (一 般 是 按 字母 顺序 , 若 遇 相同 字母 则 先 左 后 右 ) 垂直 地 
抄写 纵 列 字母 , 即 得 到 密 文 tpipasnenicrroohstis. 
周期 为 e 的 换 位 是 先 将 明文 字母 划分 为 组 ,每 组 e 个 字母 . 密 钥 是 1,2,…， 
e 的 一 个 置换 /. 然 后 按照 公式 


yism = xD = ,ers esn = 0,1，… @O 
将 明文 x1x2x3… 加 密 为 密 文 yiyay3…: 解 密 过 程 则 按照 下 式 进行 , 即 
Wu = YD) +ne = ,en = 0,1… ® 


实际 的 密码 往往 是 代替 和 换 位 的 复合 . 例如 ,第 一 次 世界 大 战 中 德军 的 战 
地 密码 ADFGVX 体制 就 是 一 个 单 表 代 替 和 一 个 换 位 的 复合 . 它 先 将 26 个 英文 
字母 和 10 个 阿拉 伯 数 字 用 |A,D,F,G,V,Xf 中 的 两 个 字母 代替 ,再 进行 一 个 换 
位 便 得 出 密 文 . 

对 于 这 些 传统 密码 的 破译 ,通常 是 用 统计 分 析 方 法 ,而 分 析 字 母 的 频率 和 
连 级 关系 ,是 统计 分 析 方 法 中 最 一 般 和 最 基本 的 方法 . 以 英文 字母 的 单 表 代替 
为 例 , 破 译 者 首先 统计 密 文中 每 个 字母 的 频率 及 连 缀 关系 ,然后 与 一 般 英语 中 
各 个 字母 的 出 现 频率 对 照 , 即 密 文中 高 频 字 母 群 和 明文 中 高 频 字 母 群 对 应 ,如 
此 等 等 ,再 根据 连 组 关系 并 进行 猜 字 就 能 破译 密码 . 1863 年 ,普鲁士 的 卡 西 斯 基 
(F.W.Kasiski) 出 版 了 《密码 破译 技术 》 一 书 ,回答 了 300 多 年 来 使 破译 者 大 伤 
脑筋 的 问题 :如 何 破译 有 周期 密 钥 的 多 表 代 蔡 密码 . 他 建议 破译 者 计算 重 码 之 
间 的 距离 ,并 将 这 些 数 分 解 成 因子 ,出 现 频率 最 高 的 因子 就 是 密 钥 的 周期 .这 就 
是 求 多 表 代替 周期 的 “ 卡 西 斯 基 检 定 法 ”. 一 旦 周期 被 确定 ,破译 多 表 代 蔡 密 码 
就 可 归结 为 用 频率 法 破译 各 个 单 表 代替 密码 了 . 经 过 柯 克 霍 夫 斯 等 人 的 发 展 ， 
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频率 分 析 破 译 技术 的 效用 在 第 一 次 世界 大 战 期 间 达 到 了 尽头 .20 世纪 20 至 30 
年 代 , 美 国 的 弗 里 德 曼 (F.W.Friedman) 等 人 把 密码 分 析 与 统计 学 结合 起 来 ,发 
明了 用 于 发 现 密 钥 重叠 部 分 的 卡巴 (Kappa) 试验 方法 和 判断 某 一 给 定 频率 统 
计 是 反映 单 表 代 蔡 还 是 多 表 代替 加 密 的 Phi 试验 方法 ,以 及 确定 两 个 频率 分 布 
中 两 个 频率 代表 的 字母 是 否 用 相同 密 钥 加 密 的 Chi 试验 方法 . 这些 数学 方法 在 
密码 学 中 的 应 用 ,为 破译 复杂 的 密码 体制 打开 了 大 门 .第 二 次 世界 大 战 中 日 本 
的 最 高 级 密码 一 一 97 式 欧文 印字 机 被 弗 里 德 曼 所 破 , 就 不 是 偶然 的 了 . 

日 本 的 97 式 欧 文 印字 机 是 恩 尼 格 玛 (Enigma) 电码 机 的 日 本 改进 品 . 恩 尼 
格 玛 是 一 种 转 轮 密 码 机 .第 二 次 世界 大 战 中 广泛 使 用 的 转 轮 密码 机 大 多 是 一 部 
打字 机 外 带 几 个 转 轮 , 它 实现 一 种 周期 密 钥 多 表 代 蔡 密码 . 转 轮 (rotor) 又 名 有 
线路 的 密码 轮 (wired codewheel). 转 轮 的 主体 是 一 个 用 绝缘 材料 做 成 的 厚 圆 盘 ， 
通常 直径 24 英 十 (1 英寸 = 2.54 厘 米 ) , 厚 半 英寸 两 面 的 边缘 各 嵌 有 26 个 
间隔 相等 的 通常 是 铀 制 的 电 接点 . 一 面 的 每 个 接点 用 一 根 导线 与 另 一 面 的 某 一 
接点 连接 ,从 而 构成 一 条 电流 通路 . 转 轮 放 在 两 块 圆 固定 板 之 间 ,每 块 板 也 由 绝 
缘 材料 做 成 ,边缘 也 有 一 圈 与 转 轮 上 的 接点 相 匹配 的 26 个 接点 , 转 轮 密码 的 周 
期 一 般 都 设计 得 很 长 ,使 卡 西 斯 基 破译 法 这 一 类 建立 在 字母 频率 基础 上 的 简单 
破译 方法 难以 奏效 .事实 上 ,按照 香农 (C.E.Shannon) 信息 论 ,至 少 需要 53e 个 
密 文字 母 . 因此 破译 者 退 而 寻求 特殊 情况 .例如 ,大 量 通信 时 会 在 几 份 密 文 之 间 
产生 一 段 重 登 密 钥 , 用 卡巴 试验 可 以 找 出 这 些 重 普 部 分 ,因而 破译 者 有 可 能 破 
出 几 段 密 文中 用 相同 密 钥 加 密 的 部 分 . 利用 这 些 已 知 的 或 假设 的 明文 值 ,就 可 
以 列 出 若干 方程 ,方程 的 未 知 数 就 是 转 轮 结 点 的 位 移 ( 即 Fi) - i,i = 0,1,…， 
25) .然后 ,在 整数 模 26 环 上 解 这 些 方程 组 . 实际 的 方程 组 庞大 而 复杂 ,最 好 用 
群 论 来 处 理 这 类 问题 . 正 是 用 这 种 方法 ,经 过 一 年 半 紧张 分 析 , 弗 里 德 曼 等 人 在 
1940 年 11 月 终于 破译 了 日 本 的 97 式 欧文 印字 机 密码 .在 这 次 高 水 平 的 密码 破 
译 中 ,大 大 地 依靠 了 数学 工具 ,其 中 群 论 ,数论 统计 学 都 用 上 了 . 

关于 恩 尼 格 玛 电 码 机 和 破译 大 师 弗 里 德 曼 ,在 金浩 编译 的 《密码 术 的 奥秘 》 
中 有 许多 有 趣 的 描述 . 


3, 中 国人 的 世 做 一 一 两 信 华 育 工 程 师 帮 天 的 密码 


中 国人 的 数学 才能 举世 公认 ,在 密码 学 中 中 国人 参加 角逐 的 虽然 并 不 多 ， 
但 也 确 有 令 人 骄傲 的 成 果 出 现 .台湾 杨 重 骏 先 生 曾 撰文 介绍 过 一 个 成 果 , 杨 教 
授 是 江苏 无 锡 人 ,早年 毕业 于 台湾 大 学 数学 系 ,后 获得 美国 威斯康星 大 学 数学 
博士 学 位 .他 对 单 复 变 函数 论 、 函 数 解析 理论 均 有 较 深造 讶 . 
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我 们 知道 在 1976 年 两 位 数学 家 迪 菲 - 赫 尔 曼 (Diffie-Hellman) 发 表 了 一 种 
破天荒 的 数字 密码 . 它 和 当时 密码 不 同 之 处 是 , 拍 发 及 接受 两 方 都 不 必 怕 拍 出 
的 数字 密码 中 途 被 人 截获 侦破 ,只 要 收 方 保 有 一 组 解码 的 数字 组 ,用 来 把 拍 出 
的 数字 转换 成 原来 未 拍 出 前 的 数字 即 可 ,其 中 所 用 的 原理 是 整数 论 中 的 所 谓 
“中 国 剩余 定理 ”, 也 是 国人 所 称 的 “韩信 点 兵 术 ”, 及 若 仅 知 一 个 大 数 N, 其 为 两 
个 大 质数 pi ,pa 的 乘积 ( 即 N = pip,) ,但 要 把 这 两 个 质 因 子 pi ,ps 找 出 是 很 困 
难 的 事情 (一 般 如 果 NN 为 一 个 100 位 的 , 照 目前 已 知 找 质数 的 方法 及 最 快速 的 
计算 机 来 计算 , 就 是 日 夜 不 停 地 进行 计算 , 也 至 少 要 花 上 几 年 时 间 ), 所 以 
迪 菲 - 赫 尔 曼 两 人 的 密码 算是 目前 最 具 保密 性 的 了 .但 在 该 法 中 , 拍 码 及 译 码 
(解码 ) 时 都 用 到 了 大 数 的 高 者 次 计算 ,所 以 计算 量 很 大 ,这 是 一 个 缺点 ,但 也 
确保 了 保密 性 . 

1979 年 两 位 华裔 的 工程 师 卢 (S.C.Lu) 及 李 (L.N.Lee) 发 明了 一 个 较 D- H 
两 人 方法 简便 得 多 的 一 种 密码 , 它 也 是 利用 中 国 剩余 定理 及 找 大 质数 因子 困难 
的 事实 ,但 发 码 时 只 涉及 几 个 乘法 及 对 模 数 的 加 法 , 译 码 时 只 涉及 解 一 组 二 元 
一 次 方程 组 .虽然 Lu - Lee 在 他 们 文中 声称 具有 高 度 的 保密 性 , 可惜 的 是 在 他 
们 的 文章 发 表 的 同年 就 有 人 撰文 指出 了 Lu - Lee 密码 的 破绽 . 

1985 年 两 位 印度 工程 师 对 Lu - Lee 方 法 进行 了 修正 ,并且 声 称 此 法 至 少 可 
以 抵挡 宣称 可 破译 人 的 破 法 .为 了 解数 论 究竟 是 怎样 被 用 到 密码 学 中 去 的 ,我 
们 将 先 介绍 卢 和 李 两 人 的 密码 法 及 其 破绽 之 处 ,然后 介绍 讨论 两 位 印度 工程 
师 所 作 的 改进 . 

除非 特别 声明 外 ,本 节 用 来 代表 未 知 数 及 已 知 数 的 文字 都 是 指 的 整数 . 我 
们 将 就 拍 码 (或 编码 ) 法 及 解码 (或 译 码 ) 法 作 解 释 . 

* 拍 码 法 

设 ml 和 ms 为 两 个 要 送出 的 数字 码 (或 信息 ) ,我 们 不 妨 限定 0 < ml < ji 
及 0 < ma < MMi, Mi 及 Ma 为 有 关 数 码 mi 及 m2 的 上 界 .以 下 我 们 要 介绍 如 何 
定 此 上 界 (这 与 解码 有 关 ) .我们 可 以 公开 一 组 与 拍 码 有 关 的 数字 组 ( cl, cr)， 

现 所 要 拍 出 的 数码 为 x, 即 

xs (cm + czm2)(mod r) OO 
* 解码 法 

收 方 必须 具有 一 组 可 由 x 得 出 mi 及 ma2 的 解码 数字 组 (au,ap,aayaz， 
Pp1,P2), 此 组 为 保密 的 . 

则 当 甲 方 拍 出 x 时 ,乙方 作 如 下 的 计算 , 即 

x1 = x(mod p1), x; = x(mod Po) © 
得 出 xi 及 x2 后 ,mi 及 ms 可 由 下 面 分 式 得 出 , 即 
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_ N10 ~ X200 四 
Quap ~- 412021 


me = 0 @ 
?auan - ona 
任何 一 解码 必须 要 满足 对 于 拍 出 不 同 的 x ,一定 得 出 不 同 的 mi 及 ma, 否则 就 会 
混淆 不 知 原来 的 数码 了 , 如 何 有 此 种 保证 ?这 与 参数 ci,ca,r 及 ai,ap,az， 
azl， Mi 及 M, 的 选择 条 件 有 关 , 以 下 我 们 就 介绍 如 何 选 取 这 些 参数 . 
i el 及 r,cz 及 r 皆 为 互 质 ,r 为 两 个 大 质数 pi,p 之 乘积 , 即 
(cyr) = (cr) = 1,r = plpz © 
并 且 进 一 步 要 求 
cl + cz 三 © 
现 要 保密 的 解码 参数 组 的 6 个 参数 (al ,aba,ai,az,pi,pa) 都 是 要 保密 
的 ,但 它们 之 间 要 满足 下 列 关系 , 即 
au = cl(mod pi) ,aa = cz(mod p1) 


aal = cl(mod p2), an = cz(mod P2) 人 
并 且 要 求 
anaz - ap2a2l #0 ® 
这 是 很 明显 的 一 个 要 求 . 
让 Mi 及 M; 要 求 满足 
Mi 三 [二 mi 双生 @ 
ip < [这 min 直 ,站 1 @ 
其 中 ,4 = min|p1,p2l,[7] 表 7 的 整数 部 分 . 
现 我 们 看 解码 成 立 的 过 程 . 
对 式 @ 两 边 取 模 数 pi ,由 同 余 的 原理 可 得 
xl = x(mod p1) = (ciml + c2m2) (mod p1) 0 
或 
x1 = *(mod p1) = (ci(mod pi) mi + ca(mod pi) m2)(mod p1) = 
(aum + apm2)(mod p2) 全 
由 条 件 四 及 四 可知 aumi + apma < pi 因而 
ba 四 
同 理 可 得 
22 = Am + pm @ 


解 方程 式 办 及 四 可 得 mi 及 mz, 如 式 加 及 式 图 ,此 解 的 存在 及 唯一 性 是 
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因为 ouabp - alzaz # 0, 又 注意 到 mi 及 mo 箔 为 整数 . 

读者 不 难 发 现 这 个 方法 的 计算 量 很 少 .我 们 再 来 看 参数 的 选取 . 

大 参数 pi 及 p, 的 选取 可 依据 索 洛 范 (Solovay) 及 斯 特 拉 森 (Strassen) 所 提 
出 的 有 效 的 或 然 率 选 法 . 一 旦 pi 及 ps 选 了 ,就 可 选 cu,apz,azl 及 az 满足 
allaz2 - al2421 天 0, 然 后 由 于 Pi 及 ps 互 质 ,由 欧 几 里 得 的 驾 转 相 除法 可 得 


bipi+ bp2 = 1 四 

对 上 式 两 边 同 乘 以 (an - elt) ,经 并 项 后 可 得 

cl = ((oz - an)bipi + an)(mod 7) 四 
或 

c=((an- a21) bap2 + ai)(mod r) 0 
上 式 中 r+ = pip2. 同 理 可 得 

c2 = ((ap — an)bipi + az)(mod r) B® 
或 

c= ((an - an)b2p2 + an)(mod r) 四 


现在 我 们 考查 一 个 实际 计算 的 例子 . 由 此 例子 我 们 可 看 到 一 点 端倪 ,为何 
此 法 被 侦破 了 . 当然 参数 选取 的 种 种 限制 也 多 少 提供 了 一 些 线索 . 
例 取 pi = 97,p2 = 103, 及 ai =3,ap = 2,az = ,az = 4 作为 解码 
的 参数 组 (这 是 要 保密 的 ) , 现 r = mipa = 9991 及 1 = 17 x 97 - 10 x 10 可 得 
b1 = 17,b = - 16, 于 是 发 码 的 参数 组 ( cl,ca,r)( 这 是 要 公开 的 ) 中 的 cl 及 cz 
可 得 如 下 , 即 
c1=2x17x97+3=3301 
c=2xl7x9+2=3300 
现 我 们 可 以 估计 能 拍 送 的 数字 码 mi 及 ms 能 有 多 大 ? 


jn < [二 min( 叶 ,多 )] = 9 
Ma < [二 min( 史 ,2)] = 12 


换 句 话说 , mi 及 ms? 的 选择 不 能 分 别 大 于 9 及 12, 现 在 我 们 比方 取 mi = 7, m2 = 
5( 或 用 二 进 制 m = 0111 及 mi = 0101). 


拍 发 的 明码 为 
x = (7x3300+5x3300) = 9634(mod9 991) 
因而 x1 = 9 634(mod 97) = 31 
x2 = 9 634(mod 103) = 55 
解 3m1 + 2m2 = 31 


Smi + 4m2 = 55 


383 +f =5(223) 


得 到 ml = 7 及 m， = 5, 即 原来 的 数字 信息 . 

发 明 此 法 之 初 , 卢 和 李 两 人 也 曾 预见 到 了 一 些 可 能 会 出 现 的 破绽 ,不 过 他 
们 总 结 出 只 要 pi 及 ps 取 的 足够 大 ,及 一 般 ay 也 取 的 相当 大 就 可 避免 被 侦破 的 
危险 ,但 ay 一 大 ,Mi 及 M2 就 要 减 小 了 ,这 个 矛盾 是 两 位 印度 工程 师 所 要 对 付 
的 ,下 面 我 们 就 介绍 一 改进 后 的 方法 . 
* 参数 选取 

如 同 在 Lu - Lee 法 一 样 , 译 码 的 秘密 解码 组 为 一 组 数 (pi,p2,ay,i = 1,2， 
了 = 1,2) 及 公开 的 发 码 ,参数 组 为 (cl, ca,r), 但 要 求 oy 满足 

i ay 为 4 个 连 积 数 ; 

ii az > ap; 

iii aa > an; 

iv aysi = 1,2,j = 1,2, 每 个 值 不 小 于 22( 或 二 进 制 200 位 的 数字 ); 

Vv 对 于 Mi 及 M,, 我 们 要 求 Mi < ?2 ,Ma < 2%. 

假定 我 们 固定 取 pi 及 p, 皆 为 二 进 制 下 具有 252 位 数 的 数字 (因而 7 为 一 二 
进 制 表示 具有 504 位 数 的 数字 ) ,就 可 以 使 得 v 满 足 了 . 
* 发 码 

i 首先 我 们 要 求 发 的 数码 m 不 大 于 2 办 ( 即 在 二 进 制 下 至 多 为 一 个 19 位 
数 ). 

主任 选 一 组 整数 (mi, m2) ,ml < M1,m2 < M2, 拍 出 下 列 明 的 数字 码 

me = (m+ cimi + cam2)(mod r) 

换 句 话 , 把 Lu - Lee 中 的 明码 加 上 了 一 个 因子 m(mod r) ,注意 的 是 这 时 我 
们 是 一 次 送 一 数码 , 解 一 数码 . 

我 们 首先 看 这 个 密码 法 会 不 会 产生 混淆 , 即 不 同 的 原 码 m 及 m' 其 相应 的 
me 及 m'。 是 否 可 能 会 相同 ? 

所 以 我 们 假设 m 关 m' ,看 m。= m'。 可 不 可 能 ? 今 

me = (clml + czm2 + m)(mod r)= 
((cimi + cam2)(mod r) + m(mod r))(mod r) = 
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(xe + m)(mod r) 
同 理 可 得 me = (x + m)(mod r) 
及 
me(mod pi) = (x,(mod p1) + m(mod p2)) (mod pi) = (x1 + m)(mod p1) 
2@ 
me(mod p2) = (x2 + m)(mod pa) a 
mr'e(mod pi) = (zi + m’)(mod pi),i = 1,2 ®@ 
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于 是 由 m。= m'。 两 边 取 p; 为 模 数 的 余 式 相等 ,利用 上 面 三 式 可 得 


(xi + m)(mod pi) = (x'i + m')(mod pi),i = 1,2 2 
即 (xi — Xi)(mod pi) = (m - m’)(mod pi),i = 1,2 
因 m,m' ,xi,x'i 篆 小 于 py,i = 1,2. 故 x -x'; = (m - m),i = 1,2. 因 而 
xX-x1=m-m = xX- 2 四 


注意 1 (mm ) 1< ay;i = 1,2 及 j = 1,2. 依 定义 
全 = atml + alama2 


32 = Gam + anmy 


及 起 = a 第 ms 
Xia = aa2lm'1 + anm'2 
由 上 面 两 组 方程 组 及 @ 可 得 
au(m mi) + anm- m2) = om -mi)+anm-m) 四 
于 是 (an - on) (mi ~ m1) = (a - an)(m2 ~ m2) 


由 于 上 式 两 边 必须 为 同 号 , 故 ml - m'1 或 ma - m'; 同 为 正 或 同 为 负 . 若 同 为 正 ， 
则 依据 式 四 ,由 式 @ 可 得 
mm = = om mi)+an(m- m2) > an+an 
此 与 m 与 m' 之 大 小 规定 不 符 ,同样 在 mi - ml'! 及 ms - m' 同 为 负 时 亦 可 得 同 
样 的 矛盾 ,所 以 若 m 天 mm , 则 ms 天 mm。 
下 面 我 们 来 看 一 下 改进 码 的 解码 步骤 ,计算 
me = mi(mod pi),i = 1,2 四 


解 下 列 方程 组 (未 知 数 为 5 及 ts, 其 解 可 能 为 有 理 数 ,不 一 定 为 整数 ). 


QH + ant2 = me 
取 
b= [a],k = [12] @ 
计算 
ailkl + az 有 2 = mu = 1,2 @ 
取 
m= mi- mo 四 


我 们 现在 看 看 上 面 每 一 步 又 是 否 合理 ?主要 是 找 出 步骤 @ 中 mu 与 m, 及 
检验 步骤 图 . 
任何 一 有 理 数 1 都 可 写成 : = [1] + (+ - [4])( 即 1) ,等 于 其 整数 部 分 加 上 
小 数 部 分 .所 以 不 妨 设 
& = [6 + r/A 
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oy on 


A= = auap - aaan 


021 ap 
ri 为 一 适当 的 有 理 数 , 使 得 r;/A 为 1; 之 小 数 部 分 . 
现 我 们 把 步骤 中 的 方程 组 改写 为 下 面 的 形式 , 即 
Qnti+ apb = x1+ m ( 即 以 x1+ m 表 m。,xi 为 一 参数 ) 
fe + azb = x2+ m 《 即 以 x2 + m 表 m。2,xi 为 一 参数 ) 
以 下 我 们 将 证 明 xi 为 步骤 四 中 的 mi = 1,2. 这 样 步骤 国 亦 成 立 , 原 数码 也 
就 得 到 了 . 解 上 面 方程 组 得 
日 = (azxl - anx2)/A+ m(ay - an)/A 
必 = (gx — anz2)/(- A) +m(al- an)/(- A) 
由 于 我 们 希望 看 到 的 是 x; 为 m'i( 等 于 aaki + aizk2), 所 以 我 们 不 妨 设 
全 = Qnmi + anm2 
x2 = Gam + anm2 
再 证 明 mi 与 m? 事实 上 分 别 等 于 kk 及 k, 就 行 了 .由 上 面 方程 组 可 得 
人 = GDXI — anx2 
mA = — a21x1 + alx2 
将 此 组 结果 代入 与 及 ts 之 值 中 得 
fy 二 二) 从 
t= maz+m(al- an)/(- A) 

由 于 参数 选取 的 条 件 ,可 验证 得 m(az - al2)/A 及 m(ay - au)/(-A) 向 
为 小 数 ( 利 用 -A=-anaptanaaz (al+l)(az+l)-alazz>al+a2， 
及 参数 选取 条 件 i, 可 得 | oz - oz 1< 3, 1 a - an 1< 3). 故 我 们 得 

[1] = mi,[t] = mz 
因而 在 解码 的 步骤 @ 中 所 计算 的 为 方程 组 
人 = aum + anm2 
x2 = Gam + anmz 
中 的 xi 及 xa, 有 xi = ma 及 x2 = me. 因而 zi+m= mo 及 xy+ m= mo 
步骤 名 也 就 自然 成 立 了 . 


4. 道 高 一 尺 , 魔 高 一 式 一 一 数学 家 大 战 RSA 体制 


前 面 的 密码 产生 于 1976 年 ,两 年 后 ,一 种 新 奇 的 密码 又 向 数学 家 的 智慧 发 
起 了 空前 的 挑战 . 


从 毕 达 哥 拉 其 
到 怀 尔 其 6 


From Pythagoras To Wies 


我 们 知道 , 用 计算 机 进行 两 个 很 大 的 数 相 乘 是 件 极 容易 的 事 , 例如 ， 
193 707 721 x 761 838 257 287, 只 要 几 秒 钟 就 可 得 出 乘积 为 27 - 1; 反 过 来 ,如 果 
不 知道 这 两 个 因数 ,而 要 求 完成 这 个 乘积 (2” - 1) 的 因数 分 解 ,即使 用 最 快 的 
计算 机 ,用 较 小 的 数 去 试 除 的 方法 来 做 ,计算 量 之 大 也 是 难以 想象 .有 人 统计 ， 
如 果 进 行 两 个 101 位 数 积 的 因数 分 解 ,最 快 的 计算 机 也 需要 几 十 万 亿 年 的 时 
间 . 

正 是 看 到 了 大 数 的 因数 分 解 的 极端 困难 性 ,科学 家 里 夫 斯 特 (Rivest) \ 沙 米 
尔 (Shamir) \ 阿 德 曼 (Adieman) 三 人 发 明了 一 种 RSA( 取 三 人 名 的 头 一 个 字母 ) 
密码 系统 ,编制 成 了 - -种 无 法 破译 的 密码 、 

RSA 密码 系统 的 基本 思想 是 : 取 两 个 充分 大 的 素数 , 求 出 它们 的 乘积 ,如 果 
需要 发 送 秘密 电文 ,只 须 公开 告诉 发 报 人 这 两 个 素数 的 乘积 是 多 少 ,并 说 明 如 
何 用 它 进 行 编码 ,但 不 必 告诉 他 这 两 个 素数 , 则 任何 一 个 发 报 人 都 可 以 按 编码 
发 送 秘密 电文 了 .而 收报 人 只 要 对 这 两 个 很 大 的 素 因 数 严守 秘密 ,任何 人 都 无 
法 破译 ,只 有 他 本 人 是 唯一 能 破译 这 一 密码 电报 的 人 . 

用 数学 语言 叙述 RSA 体 制 , 即 为 在 RSA 系统 中 ,加 密 密 钥 Ek 相当 于 一 个 数 
集 4 的 置换 , 而 解密 密 钥 Da 则 相当 于 置换 Es 的 逆 置 换 . 当 4 是 剩余 类 环 
Z/(m) 时 ,这 些 置换 可 取 为 模 m 的 置换 多 项 式 .里 夫 斯 特 、 沙 米尔 和 阿 德 曼 所 
取 的 模 m 的 置换 多 项 式 为 **,(k,gp(m)) = 1.m = pq,p ,9 是 不 同 的 大 素数 . 设 
| 是 一 正 整数 ,满足 

Hi = 1(mod p(m)) 

则 当 (M,m) = 1 时 ,有 

(CN = MY = M(mod m) * 
因 m = pg 无 平方 因子 , 当 (M,m) > 1 时 * 仍然 成 立 .这 样 可 取 加 密 密 钥 为 x， 
解密 密 钥 为 风 .在 这 个 系统 中 ,只 有 上 上 和 mm 是 公开 的 .要 求 得 解密 密 钥 , 即 求 出 
,必须 先 求 出 

pl(m)=(p-D)(gqg-1)=m-p-g+l 

但 是 p,q 只 能 从 分 解 m 才 能 得 到 .由 于 p,g 是 保密 的 大 素数 ,要 分 解 m = pg 几 
乎 是 不 可 能 的 . 

正 因 RSA 密码 的 安全 性 是 建立 在 大 合 数 分 解 的 困难 性 上 ,他 们 (三 位 创始 
人 ) 建议 p 和 9 选 100 位 的 十 进 制 数 ,因此 n 为 200 位 左右 的 十 进 制 数 ,分 解 起 
来 十 分 困难 . 表 1 列 出 了 近年 来 用 计算 机 分 解 合 数 的 进展 情况 .应 用 RSA 算法 
必须 密切 监视 整数 分 解 的 进展 ,而 决定 其 位 数 的 选取 . 


表 1 


年 从 被 分 解数 的 十 进 制 数 | 被 分 解数 的 二 进 制 数 
1970 43 142 
1980 30 166 
1982 5 182 
1983 &@ 206 
1984 72 239 
1985( 计 划 ) 85 282 


为 了 证 明 RSA 算法 的 威力 , 里 夫 斯 特 \、 沙 米尔 和 阿 德 曼 在 《科学 美国 
人 》1977 年 8 月 加 德 纳 (Martin Gavdner) 的 “数学 游戏 ” 专栏 向 该 专栏 的 读者 发 
出 挑战 ,要 他 们 分 解 一 个 129 位 的 数字 ( 称 为 RSA - 129), 从 而 找到 其 中 隐藏 的 
信息 .直到 1994 年 Bollre 公司 的 伦 斯 特 拉 (Arjen K Lenstra) ,牛津 大 学 的 莱 兰 
(Paul Leyland) 以 及 当时 在 麻 省 理工 学 院 读 研究 生 的 阿 特 拉 斯 (Devek Atkins) 
和 依 阿 华 州立 格拉 夫 大 学 的 在 校生 Michael Graff 通过 在 Internet 上 与 数 百 位 同 
行 合作 ,成功 地 解决 了 这 个 问题 .由 于 这 次 成 功 的 破译 ,所 以 人 们 建议 RSA 加 
密 密 钥 应 当 至 少 有 240 位 ,以 保安 全 . 

在 RSA 系统 中 ,其 工作 原理 如 下 :系统 中 的 每 一 方 均 有 一 对 互 道 的 密 钥 
(ER, DR), 其 中 仅 有 解密 密 钥 是 保密 的 .加 密 密 钥 Ex 全 部 被 收集 在 一 个 密码 矢 
内 , 供 系统 中 的 任何 一 方 查阅 .假设 发 方 S 要 把 信息 M 发 给 收 方 R.S 先 在 密码 
簿 内 查 出 R 方 的 加 密 密 钥 Er ,用 Er 加 密 嘱 得 到 Er( M) ,然后 将 密 文 Er( MM) 发 
给 收 方 R.R 收 到 Er(M) 后 ,用 自己 的 解密 密 钥 Dr 于 密 文 Bx 上 得 

DR (Er(M)) = DR Ee(M)= M 
即 获得 了 发 方 S 的 原始 信息 .因为 从 En 几乎 不 可 能 导出 Dr, 故 第 三 者 无 法 破译 
密 文 Er( 导 ). 这 就 保证 了 RSA 系统 的 可 行 性 . 

由 于 RSA 密码 的 明文 字母 表 和 密 文字 母 表 同 为 10,1,…,n -~ 1| , 故 加 密 函 
数 E 是 n 次 对 称 群 中 元 素 . 当 玉 的 阶 为 :时 ,E 的 : - 1 次 宕 就 是 已 的 逆 元 素 
因此 ,对 于 上 较 小 的 情形 ,可 用 重复 加 密 的 办 法 来 破译 .抵抗 这 种 破译 的 方法 为 
使 :充分 大 ,这 可 以 通过 大 素数 p,9 选择 上 的 限制 来 达到 . 选 p 使 p - 1 含 大 素 
数 因子 p', 且 p' - 1 也 含 大 素数 因子 ,类 似 地 选 9. 

RSA 密码 的 加 密 算法 已 和 解密 算法 D 互 为 着, 故 也 可 用 来 做 数字 签名 . 数 
字 签 名 必须 满足 两 个 条 件 ,一 是 签名 者 不 能 事后 抵赖 , 二 是 别人 只 能 验证 不 能 
伪造 .用户 对 消息 y 的 数字 签名 为 D(y). 因 为 只 有 该 用 户 才 知 道 D, 只 有 他 能 
做 出 D(y), 故 不 能 抵赖 .其 他 人 可 用 公开 的 EE 验证 E(D(y)) = y. 由 于 从 巨 扒 
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导出 容易 计算 的 D 的 等 价 算法 是 不 可 行 的 , 故 不 能 伪造 D(y). 

许多 数学 家 对 RSA 算法 进行 推广 . 一 种 推广 是 以 有 限 域 上 多 项 式 环 代替 
整数 环 .但 这 种 体制 不 安全 ,因为 有 限 域 上 多 项 式 分 解 有 多 项 式 时 间 算 法 . 另 一 
种 推广 到 代数 整数 环 上 .还 有 一 个 方向 的 推广 是 以 一 般 的 多 项 式 函数 代替 赛 函 
数 作为 加 密 解 密 函数 .这 些 推广 从 数学 上 看 是 有 意思 的 . 

近来 , 埃 尔 卡 马尔 (Elqamal) 提出 一 种 方法 .考虑 CF(9) ,4 为 奇 素数 , 设 g 
是 一 本 原 元 素 .用 户 甲 选 择 * 与 4 互 素 ,1 < s < g - 1, 对 :保密 而 公开 gi. 用 户 
乙 送 消息 x 给 用 户 甲 时 ,随机 选择 一 整数 上 ,1 < k < g - 1, 并 传送 本 和 严 ， 
给 用 户 甲 . 只 有 用 户 甲 能 求 出 m = m。 g*/( 生 )'. 这 种 体制 的 安全 性 建立 在 求 
离散 对 数 问题 的 困难 性 上 . 已 经 知道 的 算法 是 亚 指数 时 间 的 , 执行 时 间 为 


exp(c(lg glg lg q)3). 

在 国外 还 有 一 些 重要 的 分 组 公开 钥 密码 体制 , 如 麦克 埃 利 斯 (Mc Fliece) 
提出 的 基于 纠 错 码 的 密码 体制 ,想法 是 别致 的 . 

密码 体制 的 安全 性 是 最 基本 的 标准 ,但 并 不 是 唯一 的 标准 .例如 ,一 次 一 密 
体制 尽管 是 完全 保密 的 ,但 实际 应 用 中 大 量 使 用 的 不 是 一 次 一 密 体制 ,因为 它 
的 密 钥 产生 ,分 配 和 存储 困难 .公开 钥 密 码 体制 也 是 如 此 .例如 ,公开 钥 的 大 小 
直接 影响 到 多 用 户 系统 中 全 部 用 户 的 公开 钥 的 一 览 表 的 存储 量 , 而 艾 利 卡 密码 
由 于 密 钥 过 长 (500 000 比特 左右 ) 不 能 广泛 应 用 .威廉 斯 (Williams) 对 RSA 和 背 
包 体 制 的 性 能 作 了 下 述评 价 ,RSA 密码 体制 的 优点 为 

i 看 来 非常 安全 ; 

六 密 钥 的 大 小 是 小 的 ; 

iii 可 用 来 做 数字 签名 . 

缺点 为 

i 加密 和 解密 费时 ,在 麻 省 理工 学 院 (MIT) 作 的 大 规模 集成 电路 专用 芯片 
每 秒 6 000 比特 ; 

让 产生 密 钥 费事 ， 

证 数字 签名 时 要 重新 分 组 . 

背包 密码 体制 的 优点 为 

i 看 来 迄 代 体制 是 安全 的 ; 

让 加 密 解密 迅速 ; 

计 密 钥 产生 容易 . 

缺点 为 

i 密 钥 大 小 太 大 (超过 40 000 比特 ); 

让 用 来 数字 签名 困难 . 

RSA 密码 系统 的 出 现 ,一 方面 给 一 些 国家 的 安全 部 门 带 来 了 喜悦 ; 另 一 方 
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面 也 给 数学 家 带 来 不 安 ,因为 RSA 密码 系统 钻 的 是 数学 家 们 暂时 无 知 的 空子 . 
佐治 亚 大 学 的 波 梅 兰 斯 教授 说 :“ 这 种 密码 系统 是 由 于 无 知 而 成 功 的 一 项 应 用 . 
它 的 产生 ,使 更 多 的 人 热衷 于 研究 数论 了 .可 以 说 ,对 分 解 因数 束手无策 的 数学 
家 越 多 ,这 种 密码 越 好 .” 

在 挑战 面前 ,数学 家 们 对 这 种 秘密 武器 是 不 会 容忍 与 沉默 的 . 他 们 闻 风 而 
动 , 不 约 而 同 地 投身 到 大 因数 分 解 的 玄机 妙 算 之 中 .经 过 艰辛 的 劳动 ,数学 家 和 
计算 机 专家 的 成 果 不 断 涌现 ,他 们 进行 因数 分 解 的 位 数 迅猛 增 大 : 

1984 年 2 月 13 日 ,美国 (时 代 》 周 刊 以 “32 小 时 解 开 三 世纪 之 久未 解决 的 难 
题 一 一 数学 家 将 69 位 的 数 进行 分 解 " 为 题 ,介绍 了 美国 科学 家 西蒙 斯 . 戴 维 斯 
和 和 霍 尔 德里 奇 等 人 分 解 因数 的 成 果 ; 

1986 年 末 , 已 有 一 些 国家 能 在 一 天 之 内 分 解 一 个 85 位 以 上 的 数 ; 

1988 年 ,100 位 长 的 大 数 可 被 分 解 ; 

1990 年 6 月 25 日 ,我 国 (参考 消息 》 报道 :美国 数学 家 丁 ' 波 拉 德 和 于 ' 兰 斯 
拉 发 现 了 一 个 155 位 数 的 分 解 方法 . 

这 些 消息 一 方面 引起 数学 界 的 强烈 反响 与 振奋 , 另 一 方面 也 对 美国 的 保密 
体系 提出 了 严肃 的 挑战 .因为 1990 年 以 前 美国 绝 大 多 数 保密 体系 是 使 用 150 位 
长 的 大 数 来 编制 密码 的 ,一 旦 找到 分 解 150 位 以 上 数 的 方法 , 辅 之 以 计算 机 , 密 
码 指 日 可 破 .例如 ,《 参 考 消息 )1994 年 5 月 2 日 第 7 版 上 ,以 “600 多 人 用 1 600 台 
计算 机 攻关 8 个 月 破译 世界 最 长 最 难 密码 ”为 题 发 表 了 路 透 社 纽约 4 月 26 日 
电 , 电 文 称 :“ 五 大 洲 的 600 多 人 用 1 600 台 计算 机 工作 8 个 月 才 取 得 了 这 项 成 
果 . 破 译 这 个 名 为 RSA129 的 密码 是 一 件 十 分 艰难 的 工作 . 这 个 密码 是 17 和 华 前 
由 3 位 数学 家 和 计算 机 科学 家 想 出 的 .破译 这 个 密码 对 于 世界 各 地 使 用 长 数码 
保护 储存 在 秘密 商业 及 政府 安全 系统 中 的 电子 数据 有 着 深远 的 意义 .这 3 位 科 
学 家 之 一 的 罗 纳 法 * 里 夫 斯 特 说 ,人 们 曾 数 百 次 企图 找 出 相 乘 产生 RSA129 密 
码 的 两 个 素数 ,这 一 难题 的 破解 将 会 使 编码 人 员 今后 在 编 密码 时 必须 使 用 长 得 
多 的 素数 . "但 是 找 大 素数 谈何容易 ! 在 过 去 10 年 中 , 克 雷 研究 公司 的 斯 洛 威 斯 
金 (David slowinsk) 创立 了 一 门 发 现 创 记录 素数 的 名 副 其 实 的 艺术 . 斯 洛 威 斯 
金 和 他 的 同事 盖 奇 (Paui guge) 在 1996 年 年 中 发 现 2 3 -1 是 一 个 素数 . 几 个 
月 之 后 ,1996 年 11 月 ,巴黎 的 阿门 高 德 (Joel Amnengaud) 和 佛罗里达 州 奥兰多 
的 沃尔特 曼 (Geovge F. Woltman) 两 位 编程 专家 在 参加 沃尔特 曼 实施 的 一 个 网 
络 计划 时 ,发 现 了 一 个 更 大 素数 2' 宇 9 - 1. 这 是 目前 已 知 的 最 大 素数 , 它 的 十 
进 制 形式 有 40 万 位 . 为 了 得 出 这 一 最 新 发 现 ,沃尔特 曼 优化 了 一 种 名 为 “无 理 
基 离 散 加 权 变 换 ” 的 算法 .这 一 算法 的 理论 是 Nezt 软件 公司 首席 科学 家 ,里 德 
学 院 高 级 计算 中 心 的 沃 卢 姆 (Vllum) 科学 副教授 , 主任 克 兰 德尔 (Richard E. 
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Crandail)1911 年 同 达 特 默 思 学 院 的 费 金 (Barry Fagin) 以 及 同行 多 伊 尼 斯 
(Joshua Doenias) 合作 研究 出 来 的 ,这 一 方法 实际 上 是 Nezt 公司 加 密 研究 的 副 
产物 . 当然 ,应 当 估计 到 * 道 高 一 尺 , 魔 高 一 丈 ", 美 国 谍 报 部 门 还 会 增 大 数位 去 
另 编 密码 . 但 是 ,理论 上 的 突破 ,必然 会 带 来 实践 的 腾飞 ,一 个 数 的 因数 分 解 能 
如 此 迅速 发 展 ,现在 感到 不 安 的 不 再 是 数学 家 了 .有 人 预测 , 照 这 样 形势 发 展 ， 
破译 RSA 密码 系统 的 日 子 为 期 不 远 了 . 

破译 与 反 破译 难题 目前 人 们 在 信息 网 上 也 过 到 了 . 假定 你 想 在 Intemet 上 
使 用 你 的 信用 卡 购物 ,如 果 你 只 是 把 你 的 信用 卡号 码 送 传 给 一 家 商店 , 则 另外 
某 个 人 很 容易 截获 你 的 号 码 并 拿 来 供 自己 使 用 . 同 理 ,你 的 个 人 身份 号 码 (PIN) 
也 可 被 别人 从 网 络 上 窃取 ,为 避免 这 类 问题 ,大 多 数 网 络 系统 都 采用 加 密 方法 
来 保密 信息 编码 .如 果 没 有 人 能 破译 密码 , 则 加 密 了 的 信息 一 比如 说 一 个 信 
用 卡号 码 就 始终 是 安全 物 .但 在 Internet 上 ,情况 已 越 来 越 清楚 ,这 一 措施 是 不 
够 有 效 的 .虽然 有 许多 安全 的 加 密码 ,但 用 户 希望 能 证 明 没有 人 能 获得 保密 信 
息 .使 一 条 信息 保密 的 最 佳 办 法 当然 就 是 当初 不 传送 它 .说 来 令 人 奇怪 的 是 ,所 
谓 的 零 知 识 协议 正好 可 以 让 你 做 到 这 一 点 . 

依靠 这 一 方法 ,你 可 以 使 某 个 人 (例如 一 位 银行 经 理 ) 相信 你 掌握 有 某 条 
关键 的 信息 (如 个 人 身份 号 码 ) ,但 却 用 不 着 透露 此 信息 本 身 . 

利用 一 种 更 完善 的 零 知识 协议 ,你 可 以 让 银行 经 理 相信 你 知道 某 个 特定 的 
数 n 相 当 大 一 一 比如 说 有 200 位 ,那么 已 知 的 任何 算法 都 不 可 能 在 字 宙 寿命 屠 
样 长 的 时 间 内 找 出 它 的 因子 .但 是 却 存在 检验 因子 p 和 g 是 不 是 素数 的 算法 
这 样 ,你 的 银行 经 理 可 以 找 出 两 个 素数 . 求 出 它们 的 积 并 把 这 些 素数 作为 个 人 
身份 号 码 , 当 你 在 银行 开户 时 便 被 告知 用 这 个 号 码 . 通过 适当 的 通信 渠道 ,你 可 
以 让 她 相信 你 知道 该 号 码 ,但 却 不 把 这 些 素数 告诉 她 或 其 他 任何 人 . 

“适当 的 通信 渠道 ” 指 的 是 所 谓 “遗忘 传送 ”信道 . 这 一 通信 渠道 使 你 能 向 
你 的 银行 经 理发 送 两 条 信息 ,而 她 只 能 读 到 其 中 一 条 信息 . 你 不 知道 她 能 够 读 
到 的 是 哪 条 . 

你 和 你 的 银行 经 理 都 知道 两 个 素数 (p 和 4) 及 其 积 n. 一 个 受 委托 的 独立 
机 构 发 给 你 们 两 个 一 串 二 进 制 数字 ,从 这 一 串 数字 你 可 以 构造 出 协议 所 需 的 任 
何 随 机 数 .你 可 以 使 你 的 银行 经 理 相信 你 知道 p 和 g, 而 不 用 说 出 这 两 个 数字 . 
其 方法 如 下 . 

(1) 该 独立 机 构 生成 一 个 随机 整数 x, 并 把 x? 除 以 n 后 所 得 的 余数 发 送 
给 你 和 你 的 经 理 ( 即 r 等 于 x? 模 n). 

(2) 根据 数论 知识 ,r 恰 好 有 4 个 不 同 的 模 n 平方 根 .你 既然 知道 p 和 g, 便 
可 据 此 求 出 这 4 个 平方 根 ,其 中 一 个 为 ,另外 3 个 分 别 是 n- x,y 和 n 一 7y( 对 
于 某 个 y). (如 果 你 不 知道 p 和 4, 则 不 存在 任何 有 效 的 算法 来 求 出 这 些 平方 
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根 ;然而 ,从 所 有 4 个 平方 根 很 容易 推导 出 P 和 9) 

(3) 从 这 4 个 数 中 随机 选择 一 个 , 称 其 为 z. 

(4) 选择 一 个 随机 整数 ,并 把 整数 5 = 刀 模 m 传 送 给 你 的 银行 经 理 . 然后 
计算 出 两 个 整数 a 和 1, 使 e = 上 模 n,b = kz 模 n. 通 过 遗忘 传送 把 a 和 4 传 
送 给 银行 经 理 . 

(5) 银行 经 理 可 以 读 出 这 两 个 信息 中 的 一 个 .她 检查 其 平方 根 模 n 是 否 是 
5( 如 果 她 读 的 是 信息 a) 或 rs( 如 果 她 读 的 是 信息 5). 

(6) 将 上 述 步 又 重复 了 次 .最 终 你 的 银行 经 理 知道 (其 概率 为 1 - 2-7) 你 了 
解 n 的 分 解 . 

注意 ,不 存在 你 的 银行 经 理 对 你 的 道 向 通信 ,也 就 是 说 ,该 协议 是 非 交 互 式 
的 . 零 知识 协议 及 遗忘 传送 协议 不 过 是 从 数论 的 深奥 理论 中 产生 出 的 新 奇 设想 
的 两 个 例子 而 已 .作为 一 门 应 用 科学 的 数论 一 直 是 在 组 缓 地 燃烧 的 炉子 ,但 现 
在 它 已 开始 进出 火星 来 了 . 

顺便 指出 ,在 网 络 上 进行 合作 分 解 因数 现在 已 十 分 普遍 , 随 之 出 现 了 一 种 
稳固 的 因数 分 解 文化 .美国 普 渡 大 学 的 瓦 格 斯 塔 夫 (Samuel S. Wagstaff) 开办 了 
一 个 因数 分 解 通讯 ,登载 因数 分 解 的 最 新 结果 .类 似 地 ,田纳西 大 学 马 汀 分 校 的 
考 德 威 尔 (Chvis K.Caldwell) 提供 了 一 个 记载 记录 的 www 网 点 (网 络 地 址 为 
http:/www. ntm. edu/research/pries/lagest. html). 


5. 栅 贺 曲 线 公 侗 密 码 一 一 拉 马 努 然 巧 记 出 租车 号 码 的 秘密 


在 前 面 我 们 介绍 过 传奇 数学 家 拉 马 努 然 .他 有 许多 流传 后 世 的 故事 ,上 海 
科技 教育 出 版 社 的 朱 惠 霖 先生 曾 撰文 介绍 了 一 个 与 公 钥 密 码 学 有 关 的 故事 . 

有 一 次 ,英国 数学 家 哈代 去 医院 看 望 生病 的 拉 马 努 然 ,见面 后 ,哈代 没 话 找 
话 地 说 :“ 我 来 时 乘 的 出 租车 号 码 是 1729, 这 是 个 枯燥 无 聊 的 数字 ,但 愿 它 不 会 
给 你 带 来 什么 坏 兆头 .” 谁 知 拉 马 努 然 不 假 思索 地 答 道 :“ 哪 儿 的 话 , 这 是 个 很 
有 趣 的 数字 . 它 是 能 用 两 种 不 同方 法 表示 成 立方 数 之 和 的 正 整数 中 最 小 的 一 
个 . "可 不 是 ,1 729 既 可 表示 成 了 + 12, 又 可 表示 成 罗 + 1F ,而且 比 它 小 的 正 整 
数 都 不 能 做 到 这 一 点 . 

拉 马 努 然 固然 是 一 位 颇具 神奇 色彩 的 数学 家 ,然而 再 神奇 ,能 在 事先 毫 无 
准备 的 情况 下 一 眼 就 看 出 1 729 的 这 个 特征 ,总 让 人 感到 有 点 不 可 思议 . 拉 马 努 
然 逝 世 后 ,人 们 在 他 遗留 下 的 手稿 中 发 现 ,原来 那 一 段 时 间 拉 马 努 然 正在 研究 
不 定 方程 好 + 六 = 2 + 要, 而 天 = 1,Y = 12,Z =9,W = 10 正 是 这 个 方程 
的 一 组 最 小 的 正 整 数 解 ,1 729 这 个 数字 也 记录 在 他 的 手稿 之 中 .难怪 当时 哈代 
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听 了 拉 马 努 然 的 回答 ,十 分 惊奇 地 问 他 能 用 两 种 不 同方 法 表示 成 两 个 四 次 方 数 
之 和 的 最 小 正 整数 是 什么 时 , 拉 马 努 然 就 回答 不 上 来 了 . 

哈代 的 提问 可 说 是 遵循 了 数学 家 最 常规 .最 典型 的 思路 : 当 一 个 有 趣 的 问 
题 被 解决 后 ,马上 就 以 最 “自然 ”的 方法 改变 问题 的 条 件 , 把 这 个 问题 延伸 到 更 
广 的 范围 ,或 更 高 的 层次 上 去 思考 .事实 上 ,从 1 729 的 这 个 特征 出 发 ,至 少 可 以 
引申 出 两 个 方面 的 问题 . 

第 一 个 就 是 哈代 所 问 的 ,能 用 两 种 方法 表示 成 两 个 四 次 方 数 (以 及 更 高 次 
矢 ) 之 和 的 最 小 正 整数 是 什么 .哈代 和 拉 马 努 然 当时 都 不 知道 ,但 早 在 18 世纪 ， 
欧 拉 就 已 经 发 现 

635 318 657 = 574 + 1584 = 1334 + 134 
就 是 这 样 一 个 数 .但 是 ,关于 能 用 不 同方 法 表示 成 两 个 五 次 方 数 之 和 的 正 整数 ， 
至 今 连 有 没有 也 不 知道 . 

第 二 个 反映 数学 家 思维 本 质 特点 的 方面 就 是 探索 能 用 N(N > 3) 种 不 同 
方法 表示 成 两 个 立方 数 之 和 的 正 整 数 . 这 里 的 一 个 “一 般 性 ”问题 是 :对 于 任意 
正 整数 W(N > 3) ,是否 总 存在 正 整数 4 , 它 至 少 能 用 N 种 不 同方 法 表示 成 两 立 
方 数 之 和 ? 

当然 ,对 于 具体 的 N, 可 以 寻找 符合 上 述 条 件 的 最 小 正 整数 ,而 且 那 两 个 立 
方 数 也 不 限定 为 正 的 ,可 以 是 负 的 ,下 面 列 出 已 经 找到 的 各 个 最 小 正 整数 ， 

i NN = 2, 立 方 数 限定 为 正 

1729 =B+12 = 则 +10? 
立方 数 可 正 可 负 
9 = 个 +(-5)3 = 33+ 中 
让 N = 3, 立 方 数 限定 为 正 
87 539 319 = 436 + 1673 = 423 + 2283 = 414 + 2553 
立方 数 可 正 可 负 
4104 = 169+2 =193+8 = (-12)3+183 
证 W = 4, 立 方 数 限定 为 正 
6 963 472 309 248 = 2 4213 + 19 8033 = 5 436’ + 18 9483 = 
10 200 + 18 072 = 13 3223 + 16 630 


立方 数 可 正 可 负 
42 549 416 = 348 + 74 = 2823 + 2723 = 
(~ 2 662)3 + 2 664 = (- 475)3 + 53]13 
iv N = 5, 立 方 数 限定 为 正 ,未知 ;立方 数 可 正 可 负 
1 148 834 232 = 1 044 + 2223 = 920 + 718 = 
846 + 816 = (~ 7 986)? + 7 9923 = (- 1425)3 + 1 593? 
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v N = 6, 什 么 都 不 知道 . 

这 些 结果 有 的 是 在 几 个 世纪 以 前 就 发 现 的 ,如 1 729 并 不 是 拉 马 努 然 最 早 
发 现 的 ,而 是 16 世纪 的 一 位 数学 家 发 现 的 ;有 的 则 是 近 几 十 年 才 发 现 的 .但 像 
这 样 顺 着 N 的 增 大 向 上 * 疏 ”的 做 法 ,不 符合 现代 理论 数学 研究 的 要 求 ,因此 有 
意义 的 还 是 前 面 那个 "一般 性 ”问题 . 

最 近 ,美国 布朗 大 学 的 数学 家 西 尔 弗 曼 (J.H.Silverman) 用 代数 几何 (由 此 
可 以 理解 为 什么 费 马 大 定理 的 证 明 需 要 大 量 代数 几何 结果 ) 中 的 椭圆 曲线 理 
论 轻而易举 地 解决 了 这 个 问题 ,下 面子 以 简单 介绍 . 

设 方程 

1P+2=4 O 
其 中 ,4 为 正 整数 .根据 问题 的 要 求 ,未 知 数 X 和 了 应 该 为 整数 或 正 整 数 ,这 就 
是 所 谓 不 定 方程 .我 们 要 考察 的 是 :对 于 某 个 正 整数 4 ,方程 D 是 否 能 有 足够 
多 的 整数 解 或 正 整 数 解 ,从 而 能 使 4 有 足够 多 的 方式 表示 成 两 个 立方 数 之 和 ， 
作为 数学 中 的 一 个 常用 方法 ,我 们 先 在 实数 域 上 考查 这 个 方程 ,这 样 就 可 在 
X -了 平面 上 画 出 它 的 曲线 . 

现在 曲线 上 任 取 两 个 点 P(X, 卫 ) 和 O(X,Ya), 设 工 是 过 这 两 点 的 直线 
(如 果 P = @ 为 同一 点 , 则 设 上 是 曲线 在 这 点 的 切线 ) .一 般 来 说 ,只 要 工 不 同 渐 
近 线 X = -了 平行 , 它 总 可 以 与 这 条 曲线 相交 (或 相 切 ) 于 一 个 点 R(X3,Y3). 工 
为 切线 时 ,有 可 能 P = 0 = R, 或 可 能 RR = P 或 R = 0, 但 这 些 例外 的 情况 都 
无 关 紧要 .我 们 令 R(X3,Y3) 关于 直线 六 = 了 的 对 称 点 ( ,XU) 为 PP 加 上 ”O 
的 “和 ”, 并 直接 记 为 P + 0. 显 然 ,P + 0 也 在 这 条 曲线 上 ,就 是 说 ,已 + 0 也 对 
应 着 方程 OD 的 一 个 解 . 

也 许 您 已 经 看 出 ,我们 这 样 做 是 希望 从 方程 D 的 一 个 解 ( 当 P = 0 时 ) 或 
两 个 解 ( 当 P 关 Q 时 ) 引申 出 它 的 第 三 个 解 .但 是 ,R 也 对 应 着 一 个 解 ,为 什么 
不 直接 把 R 定义 为 P+ 0 呢 ? 

一 个 马上 可 以 体会 到 的 原因 是 :这 样 做 就 不 能 引申 出 更 多 的 解 了 . 而 更 深 
刻 的 原因 将 在 下 面 展 示 : 把 RR 的 对 称 点 而 不 是 RR 本 身 定义 为 P+ 8, 就 可 以 在 曲 
线 上 建立 起 一 个 美妙 的 群 结构 ! 

要 在 曲线 上 建立 群 结构 ,首先 就 要 对 曲线 上 所 有 的 点 都 定义 上 述 那 样 一 个 
“加 法 ”运算 ,因此 我 们 还 必须 对 付 工 平行 于 直线 X* = -了 的 情况 .这 时 , 照 西 尔 
弗 曼 的 说 法 ,数学 家 显示 出 了 潇洒 的 “骑士 ” 风度 .他 们 在 XY 平面 上 再 增加 
一 个 “无 穷 远 点 " 0 一 一 凡是 与 X = -了 平行 的 直线 都 经 过 点 0 ,凡是 经 过 点 0 
的 直线 都 与 X = - 了 平行 ;并 定义 O + 0 = 0. 这 样 ,我 们 就 对 曲线 上 所 有 的 点 
以 及 点 0 都 定义 了 一 个 “加 法 ”运算 . 

我 们 再 把 P 关 于 直线 X = Y 的 对 称 点 记 为 - P. 现 在 ,读者 可 以 自行 验证 ， 
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对 于 曲线 上 任意 点 P,8,R, 有 下 面 这 4 条 性 质 . 

ipP+O=0O+P=pP; 

iP+(-P)= 0; 

证 P+O=0O+Pi 

ivr(P+O)+R=P+(O+R). 

熟悉 群 的 基本 概念 的 人 都 知道 ,这 意味 着 曲线 上 的 所 有 点 以 及 刚才 定义 的 
点 0, 在 上 述 “ 加 法 ”运算 下 构成 了 一 个 交换 群 ,也 称 阿 贝尔 群 .现在 也 可 以 体 
会 到 ,如 果 当 初 在 定义 曲线 上 点 的 “加 法 ”时 不 是 拐弯 地 把 联结 P,Q 的 直线 L 
与 曲线 的 交点 关于 XX = - 了 的 对 称 点 定义 为 P + Q, 上 述 第 一 和 第 四 条 性 质 就 
不 能 成 立 , 也 就 建立 不 起 来 一 个 群 .那么 ,这 个 群 在 我 们 这 里 有 什么 用 呢 ? 何 况 
我 们 又 是 在 实数 域 上 考虑 方程 D ,而 要 求 的 是 方程 的 整数 解 或 正 整 数 解 . 早 在 
1900 年 , 彭 加 勒 (J.H.Poincaré) 就 指出 : 


如 果 把 方程 局 限 在 有 理 数 域 上 考察 ,方程 D 的 有 理 数 解 就 仅 
对 应 于 相应 曲线 上 坐标 为 有 理 数 的 点 ， 称 这 种 点 为 有 理 点 ,那么 ,这 条 
曲线 上 的 所 有 有 理 点 以 及 “无 穷 远 点 ”0 在 上 述 “加 法 ”下 仍然 是 一 个 
阿 贝 尔 群 . 


有 了 彭 加 勒 的 这 个 结论 ,我 们 一 下 子 就 从 实数 域 收缩 到 了 有 理 数 域 , 而 有 
理 数 域 离 整 数 域 只 有 一 步 之 遥 了 . 

请 注意 ,并 不 是 对 任意 的 正 整数 4 ,方程 所 对 应 的 曲线 上 都 有 无 穷 多 个 
有 理 点 .例如 , 当 4 = 1 时 ,由 著名 的 费 马 大 定理 在 n = 3 时 的 情况 可 知 ,曲线 
和 3+ 只 = 1 上 只 有 两 个 有 理 点 :(1,0) 和 (0,1). 这 两 个 点 以 及 "无穷 远 点 "0 在 
上 述 “ 加 法 ”下 只 构成 一 个 有 限 的 阿 贝尔 群 . 

为 了 使 方程 D 具有 足够 多 的 有 理 数 解 ,从 而 我 们 能 进一步 得 到 足够 多 的 
整数 解 和 正 整数 解 . 也 就 是 说 ,能 使 一 个 正 整数 能 以 足够 多 的 方法 表示 成 两 个 
立方 数 之 和 ,我们 必须 对 4 作 谨慎 的 选择 . 所 幸 的 是 ,这 并 不 很 难 , 令 4 = 7 就 
可 以 了 .于 是 ,我 们 考察 方程 

B+B=7 © 

首先 ,方程 @ 所 对 应 的 曲线 上 至 少 有 -个 有 理 点 P(2，- 1). 我们 就 从 这 

个 点 出 发 ,去 寻找 更 多 的 有 理 点 . 记 
P+P+:*+P=nPp 
一 一 


于 是 ,在 上 述 群 结构 的 背景 下 ,我 们 得 到 一 系列 有 理 点 
PP,2P,3P,4P， @ 
可 以 证 明 , 对 于 方程 @, 点 列 轿 中 的 点 没有 重复 的 . 选 其 中 前 N 个 点 ,并 记 
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a bn 

dd, 

其 中 , a,b,,d， 均 为 整数 ,如 果 nP 的 两 个 有 理 数 坐 标的 分 母 不 相同 ,我 们 总 可 
以 用 通 分 的 方法 把 它们 统一 为 d. 再 令 


np=|( 


B = didy*dy 
于 是 ,方程 
B+r=7B @ 
至 少 有 NN 个 不 同 的 整数 解 ,它们 是 
anB bnB 
篆 , 移 )， = 12 


还 可 以 证 明 ,点 列 @ 中 有 无 穷 多 个 坐标 为 正 有 理 数 的 点 ,在 其 中 任 选 N 

个 ,再 进行 类 似 地 处 理 ,又 可 以 得 到 一 个 方程 为 
12+ 有 9=7B © 

它 至 少 有 N 个 不 同 的 正 整数 解 . 

于 是 ,我 们 得 到 如 下 结果 : 

对 于 任意 正 整数 N, 总 存在 一 个 正 整数 4, 它 至 少 可 以 有 N 种 不 同 的 方法 
表示 成 两 个 立方 数 之 和 ( 令 4 = 7 妥 ) 或 正 立方 数 之 和 ( 令 4 = 7 有 3). 

请 注意 ,上 述 证 明 是 构造 性 的 ,也 就 是 说 ,对 于 具体 的 N, 这 个 4 以 及 它 的 
人 种 ( 正 ) 立方 数 之 和 表示 是 可 以 计算 出 来 的 ,虽然 当 NN 较 大 时 计算 很 复杂 . 

上 面 用 到 的 方程 D , 它 所 对 应 的 曲线 其 实 是 代数 几何 中 一 类 曲线 一 一 所 
谓 椭圆 曲线 (不 是 椭圆) 的 一 个 特例 .曲线 上 的 那个 阿 贝尔 群 ,以 及 彭 加 勒 的 有 
关 结 论 也 不 是 为 我 们 这 个 立方 数 之 和 表示 问题 而 建立 的 ,它们 是 一 般 椭圆 曲线 
所 共有 的 性 质 . 西 尔 弗 曼 用 之 来 解决 这 个 问题 , 仅 体现 了 椭圆 曲线 理论 在 一 个 
数论 问题 上 的 小 小 应 用 . 西 尔 弗 曼 本 人 也 只 是 把 它 作为 普及 性 演讲 的 一 个 题 
材 , 借 此 让 人 们 领略 一 下 数论 和 代数 几何 中 的 美妙 风光 . 他 在 演讲 中 还 提 到 , 椭 
圆 曲 线 理论 还 在 物理 学 .计算 机 科学 和 密码 学 中 有 着 更 实际 的 应 用 .我 们 就 来 
介绍 其 中 的 一 例 一 一 椭圆 曲线 公 钥 密 码 . 

椭圆 曲线 公 钥 密码 是 近年 来 新 兴起 的 一 类 公 钥 密码 系统 , 它 用 到 的 就 是 椭 
圆 曲 线 上 的 阿 贝尔 群 .这 里 仅 简单 介绍 一 种 椭圆 曲线 公 钥 密码 一 一 迪 非 - 赫 
尔 曼 公 钥 密 码 的 基本 原理 . 

假定 有 N 个 人 要 建立 一 个 通信 联系 ,他 们 共同 选 定 一 椭圆 曲线 ,并 在 其 上 
选 定 一 有 理 点 ,然后 每 人 各 定 一 个 正 整数 ai(i = 1,2,…, NN), 各 自 予 以 保密 ， 
而 将 aiP 算出 并 公开 .如 果 第 n 个 人 要 向 第 m 个 人 发 送 一 保密 信息 ,他 首先 将 
对 方 公开 的 anP 重复 "加 "au 次 (注意 :是 这 条 椭圆 曲线 上 的 阿 贝 尔 群 中 的 “加 
法 ”) ,得 到 anamP, 然 后 用 这 个 asanP 作为 “ 码 本 ” ,将 要 发 送 的 信息 译 成 代码 发 
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送出 去 ,第 m 个 人 收 到 代码 后 ,首先 将 对 方 公开 的 anP 重复 "加 ”an 次 ,得 到 同 
样 的 “ 码 本 "ananP = ananP, 然 后 用 它 将 代码 反 译 成 原来 的 信息 进行 阅读 .其 他 
人 纵然 知道 选 定 的 椭圆 曲线 和 点 P 是 什么 ,而 且 知道 a,P 和 anP, 一 定时 期 内 
也 无 法 得 知 “ 码 本 ”anamP 的 内 容 , 从 而 无 法 将 截获 的 代码 破译 出 来 . 这 是 因为 
从 aiP 反 算出 a; 是 所 谓 的 离散 对 数 问题 ,一 般 是 很 难 的 . 当然 ,为 了 加 强 安全 
性 ,椭圆 曲线 (一 般 要 求 有 很 多 有 理 点 ) 它 的 定义 数 域 (一 般 定 义 在 有 限 域 上 ) 
和 点 P 的 选择 是 很 有 讲究 的 . 
加 利 福 尼 亚 雷 德 任 德 市 Nezt 软件 公司 的 克 兰 德尔 (Richard E. Crandll) 和 
加 斯 特 (Blain Garst) 、 米 切 尔 (Doug Mitchell) 及 特 范 尼 安 (Avadis Tevanian) 等 人 
在 公司 实施 了 一 种 以 梅森 素数 为 基础 的 加 密 方案 . 它 是 目前 最 有 效 的 加 密 方 
案 , 它 利用 了 椭圆 曲线 的 代数 性 质 , 所 以 称 为 “快速 椭圆 加 密 法 "(FEE) ,其 速度 
非常 快 .例如 ,以 新 发 现 的 梅森 素数 21 次 癌 - 1 为 基础 ,FEE 系统 可 以 轻而易举 
1 地 把 一 期 (科学 美国 人 》 的 全 部 内 容 编码 为 一 堆 似乎 毫 无 意义 的 文字 .根据 现 
有 的 数论 理论 对 破译 FEE 密码 的 难度 的 判断 ,如 果 不 知道 密 钥 , 则 必须 动用 地 
球 上 的 全 部 计算 能 力 连 续 工作 10! om 年 以 上 ,才能 把 这 堆 无 意义 的 文字 还 原 成 
人 们 能 看 懂 的 杂志 . 


.什么 是 好 的 通信 网 给 


如 果 说 拉 马 努 然 关于 立方 和 的 研究 仅仅 是 椭圆 曲线 公 钥 密 码 的 一 个 开端 ， 
而 且 应 用 似乎 离 我 们 的 日 常生 活 还 有 一 定 距离 的 话 ,那么 他 在 数论 中 的 另 一 猜 
想 则 与 我 们 息息相关 . 在 今天 到 处 都 充满 “电子 邮件 ",“ 良 机 在 手 , 一触即发 ” 
的 信息 时 代 , 通 信和 网 络 大 显 神通 ,但 它 同样 离 不 开 “ 最 好 ”. 

冯 克 惑 先生 曾 在 (科学 》(1996 第 4 期 ) 上 以 “ 拉 马 努 然 图 一 一 数论 在 通讯 
网 络 中 的 应 用 ” 为 题 以 通俗 的 笔触 介绍 了 模型 式 中 拉 马 努 然 猜想 的 解决 对 图 
论 的 促进 进而 应 用 到 通讯 网 络 中 的 这 一 “曲线 应 用 ”的 实例 , 读 之 想必 会 对 有 
那么 多 人 不 惜 耗费 毕生 精力 而 去 论证 一 个 看 似 毫 无 用 途 的 数论 猜想 的 “病人 ” 
之 举 有 所 理解 . 

一 个 通信 网 络 在 数学 上 就 是 一 个 图 X =(V,E), 其 中 ,V 是 图 的 所 有 顶点 
组 成 的 集合 ,每 个 顶点 可 以 是 一 步 电话 、 一 台电 传 打字 机 、 一 个 通讯 站 ,或 者 是 
联 成 网 的 一 台 计算 机 .而 E 是 图 的 边 组 成 的 集合 ,两 个 顶点 w 和 w 在 图 X 中 有 
边 vw; 相连 ,表示 两 步 电话 vi 和 可 以 直接 通话 ,或 者 两 台 计 算 机 w 和 w 可 以 直 
接 交 换 信息 .图 X 中 所 有 不 同 顶 点 之 间距 离 的 最 大 值 ,叫做 此 图 的 直径 ,表示 
成 d(X). 其 意义 是 :网 络 中 每 个 顶点 的 信息 通过 d(X) 次 直接 通信 均 可 让 网 络 
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中 所 有 顶点 知道 ,并 且 不 能 小 于 4d(X) 次 达到 此 要 求 , 所 以 好 的 通信 网 络 要 求 
直径 愈 小 愈 好 .我 们 总 假定 网 络 是 连通 的 , 即 任意 两 个 不 同 顶 点 都 有 路 相连 . 

人 们 自然 想到 ,最 好 每 个 电话 与 其 他 电话 都 可 直接 通话 ,这 时 ,n 个 顶点 当 
中 任意 两 个 不 同 点 都 有 边 相 连 , 称 之 为 n 点 完全 图 ,表示 成 K,, 完 全 图 的 直径 
为 1, 但 这 在 工程 上 是 不 现实 的 .如 果 电 话 很 多 , 即 n 很 大 ,我 们 在 完全 图 K, 中 
共有 n(n - 1)/2 条 边 , 即 需要 安装 许多 条 电话 线 , 很 不 经 济 , 在 设备 上 也 有 很 多 
限制 ,比如 每 步 电 话机 至 多 允许 引出 上 条 电话 线 .为 了 充分 利用 设备 能 力 ,考虑 
nn 个 顶点 的 图 中 每 个 顶点 都 恰好 向 别 的 顶点 引出 上 条 边 , 这 样 的 图 叫做 n 个 项 
点 的 次 正则 图 .于 是 提出 了 这 样 的 问题 :对 于 固定 的 n 和 大 ,在 所 有 个 顶点 
的 连通 上 次 正则 图 中 ,直径 最 小 是 多 少 ? 如 何 把 具有 最 小 直径 的 这 种 图 构 作 出 
来 ? 

除了 要 求 有 小 直径 外 ,工程 师 对 于 好 的 通信 和 网络 还 有 其 他 标准 ,比如 不 希 
望 在 网 络 中 有 一 些 “ 小 圈 ”. 若 从 图 X 中 某 个 顶点 出 发 走 过 1 条 不 同 的 边 构成 的 
路 又 回 到 该 项 点 ,就 会 形成 一 个 长 为 1 的 轿 wjv02,v203,… ,v1-2v4, v4. 当 1 较 小 
时 ,经 过 时 间 间 隔 ! - 1 可 以 由 w 把 信息 通过 前 ! - 1 条 边 传 到 w, 再 加 上 最 后 
一 条 边 wwi 就 是 多 余 的 了 .我 们 用 g(X) 表 示 图 中 最 小 圈 的 长 度 ,叫做 立 的 圈 
度 .于 是 ,好 的 通信 网 络 要 求 有 大 的 圈 度 . 

长 期 以 来 ,工程 师 对 于 好 的 通信 网 络 还 有 一 个 重要 衡量 标志 , 叫做 放大 倍 
数 . 设 6 = (V,E) 是 n 个 顶点 的 连通 图 , 即 n =1V1(1VY 1 表示 集合 V 中 元 
素 个 数 ) .如果 5 是 该 图 中 一 部 分 顶点 , 即 5 是 Y 的 一 个 子 集 ,表示 成 S CV, 设 
想 $ 中 每 个 项 点 都 知道 某 一 个 信息 ,这 些 顶 点 同时 打 电 话 直接 告诉 相 邻 的 顶 
点 ,那么 所 有 知道 这 条 信息 的 新 的 顶点 组 成 的 集合 叫做 5 的 邻居 ,表示 成 28. 
也 就 是 说 ,35 是 由 这 样 的 顶点 组 成 的 :它们 不 属于 5, 并 且 它 们 都 与 5 中 至 少 有 
一 个 项 点 有 边 相 连 . 自然 希望 比值 195 | /1 5 1 愈 大 愈 好 ,这 表明 该 网 络 的 效率 


必要 再 通话 ,这 时 395 是 空 集 ,于 是 135 | / 15 |= 0/n = 0, 因 此 通常 考虑 $ 中 
顶点 数 不 超 过 mn/2 的 情形 , 即 考虑 了 的 满足 13 1< n/2 =1V1/2 的 所 有 子 集 
5, 我 们 都 希望 195 | /1 5 | 愈 大 愈 好 ,它们 中 的 最 小 值 就 叫做 图 X 的 放大 倍 
数 ,表示 成 <(X). 写 成 公式 则 为 
(X= mn 19S1/15S1 

在 20 世 纪 七 八 十 年 代 , 许 多 人 致力 于 探讨 各 种 特定 类 型 的 网 络 能 够 具有 多 么 
好 的 放大 倍数 ,以 及 如 何 构 作 放大 倍数 很 高 的 通信 网 络 . 此 外 ,还 可 以 提出 判别 
网 络 好 坏 的 一 些 别 的 工程 条 件 ,比如 要 求 有 好 的 抗 干扰 能 力 , 即 当 菜 条 边 被 破 
坏 或 者 某 个 电话 被 破坏 之 后 , 剩 下 的 网 络 不 至 于 影响 通信 功能 等 . 

总 之 ,工程 师 对 于 好 的 通信 网 络 提出 了 许多 标准 .要 想 找到 同时 满足 这 些 
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标准 的 好 网 络 ,并 不 是 一 件 容易 的 事情 .到 了 20 世纪 80 年 代 后 期 ,一 批 图 论 学 
家 和 组 合 数 学 家 有 了 一 个 重要 发 现 , 他 们 意识 到 并 证 明了 工程 师 给 出 的 好 通信 
网 络 的 所 有 上 述 各 种 标准 都 密切 依赖 于 图 的 另 一 个 量 值 ,这 个 量 值 在 图 论 界 已 
经 进行 了 多 年 的 理论 研究 ,就 是 图 的 次 根 .这 是 又 一 个 令 人 惊奇 的 现象 .数学 家 
在 完全 不 知道 工程 师 的 要 求 的 情况 下 , 单 任 图 论 自身 的 需要 就 已 经 研究 了 图 的 
次 根 ,这 不 能 不 使 人 联想 到 一 定 有 一 个 主宰 一 切 的 上 帝 的 存在 ,否则 无 法 解释 . 
图 论 研究 中 有 一 个 分 支 ,试图 用 代数 的 方法 和 工具 来 研究 图 的 各 种 特性 ， 
主要 的 代数 工具 是 矩阵 和 群 ,这 个 图 论 分 支 叫做 代数 图 论 . 首 先 , 想 用 和 矩阵 来 表 
示 一 个 图 . 设 X = (V,E) 是 一 个 图 ,V = (wz,…，z) 是 此 图 的 n 个 顶点 .我 
们 可 以 构 作出 一 个 n 阶 方 阵 和 4 = 4(C) = 《(@y)1ci,jcn, 其 中 
过 
生 了 10, 否则 
这 是 一 个 实 对 称 方 阵 ,所 以 4 的 n 个 特征 根 都 是 实数 ,将 它们 依次 排列 成 
Mh h(ign 
当 艾 是 上 次 连通 正则 图 时 ,利用 简单 的 线性 代数 知识 ,可 知 图 的 大 根 41 为 上 ,并 
且 除 了 可 能 小 根 4, 为 -大 之 外 ,所 有 其 他 特征 根 的 绝对 值 均 小 于 上 人 .绝对 值 小 
于 卡 的 那些 特征 根 的 绝对 值 当 中 的 最 大 值 叫做 图 X 的 次 根 , 记 为 X(X) ,写成 数 
学 形式 就 是 :对 于 n 个 顶点 的 k 次 连通 正则 图 
A(X) = max, 1A(X) 1 
rie 
利用 线性 代数 作为 工具 ,图 论 学 家 在 20 世纪 80 年代 中 期 发 现 ,次 根 很 小 的 
图 是 好 的 通信 网络 ,它们 满足 工程 师 心 目 中 的 诸多 标准 , 即 有 小 的 直径 ,有 很 高 
的 放大 倍数 ,并 且 在 一 般 情 况 下 也 有 大 的 圈 度 . 不 过 还 需 说 得 再 准确 一 些 ,我 们 
看 一 下 n 个 顶点 的 完全 图 K,. 它 的 方 阵 是 n 阶 的 , 主 对 角 线 上 元 素 均 为 0, 而 其 
他 元 素 均 为 1( 任 意 两 不 同 顶 点 均 有 边 相 连 ). 这 个 方 阵 的 特征 根 很 容易 计算 ， 
大 根 为 = n -1(K, 是 n -1 次 连通 正则 图 ) ,而 其 余 n - 1 个 特征 根 都 是 - 1， 
因此 kK 的 次 根 为 X(K。) = 1. 这 是 次 根 很 小 的 图 ,但 这 样 的 网 络 , 工 程 师 不 感 兴 
趣 , 因 为 图 的 次 数 k = n - 1 和 顶点 个 数 n 差不多 一 样 大 小 .人 们 关心 的 是 对 固 
定 的 ,希望 给 出 一 系列 上 次 连通 正则 图 ,和 ，… ,XX ,… 使 得 图 区 的 顶点 个 
数 m 趋 于 无 穷 , 且 这 些 图 的 次 根 A()(i = 1,2,…) 都 很 小 . 换 句 话说 ,我 们 拥 
有 的 电话 设备 能 力 是 受 限制 的 ,每 个 电话 只 能 与 固定 个 电话 直接 通信 .要求 
当 电 话机 数目 不 断 增加 时 ,都 能 设计 出 好 的 通信 网 络 . 
对 于 固定 的 上 值 ,一 族 上 次 连通 正则 图 X(i = 1,2,…, -> %), 它 们 的 一 
次 根 序列 A(X)(i = 1,2,…) 能 够 好 到 什么 程度 ,图 论 学 家 也 是 利用 线性 代数 
证 明 :它们 有 一 个 下 限 值 2Vk -1, 确 切 地 说 是 A(X,) 的 下 极限 值 不 能 小 于 
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2VEk -1, 即 

lim A(X:) > 2VE-1 
这 表明 :次 根 不 超过 2V -1 的 次 连通 正则 图 是 网 络 通信 中 感 兴趣 的 ,这 种 
图 叫做 拉 马 努 然 图 ,简称 拉 氏 图 . 

单个 的 拉 氏 图 比较 容易 构 作 , 比如 完全 图 K,. 我 们 的 问题 是 ,对 于 每 个 固 
定 的 上 > 2, 是 否 存在 一 系列 顶点 数 趋 于 无 穷 的 上 次 连通 正则 拉 氏 图 族 ?这 是 一 
个 至 今 没 有 完全 解决 的 图 论 问题 .如 果 我 们 对 某 个 大 值 可 以 构 作 出 并 次 连通 正 
则 拉 氏 图 族 ,这 就 相当 于 证 明了 lim A(X) = 2VE =- 1. 上 述 问题 对 于 大 = 2 的 
情形 很 容易 解决 ,因为 n 个 顶点 的 2 次 连通 正则 图 一 定 是 n 个 顶点 连 成 的 一 个 
圈 C,. 这 种 图 的 大 根 X1( C,) 是 k=2, 所 以 次 根 4(C) 一 定 小 于 2, 即 A(C,) < 
2 = 2Vk-1. 所 以 C,(n = 3,4,5,…) 都 是 拉 氏 图 ,它们 形成 一 个 拉 氏 图 族 . 

1988 年 ,三 位 数论 学 家 利用 拉 马 努 然 猜想 ,对 于 每 个 素数 p ,都 具体 构 作出 
次 数 = p +1 的 连通 拉 氏 正则 图 族 . 换 句 话说 ,对 于 上 = p+ 1 的 情形 ,前 述 的 
悬而未决 的 图 论 问 题 有 了 肯定 答案 .过 了 几 年 ,摩根 斯 顿 (Morgenstermn) 推广 了 
上 述 结果 ,对 于 每 个 素数 守 4 都 具体 构 作出 次 数 上 = 9 + 1 的 连通 拉 氏 正则 图 
族 .摩根 斯 顿 采 用 了 类 似 的 构 作 方式 ,不 过 要 利用 函数 域 上 的 拉 马 努 然 猜想 . 函 
数 域 上 的 拉 马 努 然 猜想 是 由 前 苏联 数学 家 德里 菲 德 (Drinfeld) 证 明 的 ,事实 上 ， 
德里 非 德 也 证 明了 一 个 更 大 的 数论 猜想 ,叫做 函数 域 上 二 阶 局 部 朗 兰 兹 猜想 ， 
而 函数 域 上 的 拉 马 努 然 猜想 是 它 的 推论 .德里 菲 德 因 这 项 工作 也 获得 了 菲 尔 效 
奖 (1990). 到 目前 为 止 ,这 是 问题 的 全 部 结果 ,对 于 上 不 为 9 + 1(9 是 素数 寡 ) 的 
情形 ,问题 仍然 没有 解决 . 

我 们 可 能 用 比较 简单 的 数学 来 说 明 上 面 拉 氏 图 族 的 构 作 方 法 ,只 需要 一 点 
群 论 知识 .我 们 说 过 ,代数 图 论 除 了 用 和 矩阵 之 外 ,还 使 用 群 论 . 用 群 来 构 作 图 是 
英国 数学 家 凯利 (Cayley) 提出 的 . 设 G 是 一 个 n 阶 有 限 群 , g1,g，,…,g。 是 群 G 
的 n 个 元 素 . 取 G 的 一 个 子 集 S 满足 以 下 条 件 :i G 的 么 元 素 1 不 属于 5;i 若 g 
属于 S, 则 它 的 逆 元 素 g-'!' 也 属于 5. 这 时 ,可 用 如 下 方式 构 作 图 ( 凯 里 图 ) , 记 作 
X= CLG,S], 此 图 的 顶点 就 是 g1,g2,…, ga. 而 g; 和 gj 有 边 相 连 , 当 且 仅 当 
gi8;! 属于 CG. 例如 ,车 G 有 n 个 元 素 的 群 , 取 S 为 C 中 不 为 1 的 其 余 n -1 个 
元 素 ,5 显然 满足 上 述 条 件 .这 时 C[ C,S] 就 是 完全 图 K,. 当 6 取 有 限 交 换 群 
时 ,对 于 每 个 凯 里 图 C[ C,S] ,利用 有 限 交 换 群 的 表示 理论 ( 即 特 征 标 理论 ) 可 
以 写 出 该 图 矩阵 的 所 有 特征 根 的 表达 式 . 采用 这 种 方法 ,可 以 构 作出 许多 拉 氏 
图 来 .但 是 ,数学 家 们 现在 一 般 认为 , 若 要 构 作出 具有 固定 次 数 丰 的 拉 氏 正则 图 
族 ,必须 取 G 为 有 限 非 交换 群 . 

1988 年 ,三 位 数论 学 家 取 G 为 有 限 域 上 的 射影 线性 群 (有 限 非 交 换 群 ) ,再 
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适当 选取 一 个 p + 1 元 子 集 ,就 构 作出 p + 1 次 的 拉 氏 正则 图 族 ,其 中 p 可 以 是 
任何 素数 . 构 作 方 法 并 不 困难 ,但 是 证 明 它们 是 拉 氏 图 则 需要 利用 拉 马 努 然 猜 
想 .为 了 证 明 这 件 事 , 需 要 考虑 局 部 域 上 线性 群 的 表示 理论 .而 数论 与 群 表示 理 
论 的 联系 是 现代 数论 的 一 个 重要 内 容 ,目前 已 有 两 本 专门 的 书 介绍 拉 氏 图 族 的 
构 作 和 证 明 . 


7. 数 学 对 人 类 的 关怀 一 一 拉 示 变换 与 CT 圆周 自 册 身 


造福 于 人 类 的 数学 成 果 ,何止 千 万 .许多 人 享受 着 现代 文明 的 恩惠 , 却 不 知 
道 数 学 家 的 贡献 .如果 没有 偏 微分 方程 理论 ,喷气 式 飞机 就 设计 不 出 来 .如 果 没 
有 卡尔 曼 滤波 理论 ,现代 飞机 的 导航 就 无 法 进行 . 而 如 果 没 有 拉 东 (Radon) 变 
换 ,也 就 没有 诊断 疑难 病例 的 CT 扫描 仪 .CT 的 发 明 者 豪 斯 费 尔 德 (G.N. 
Hounsfield) 和 科 马 克 (A.M.Cormak) 获得 了 1979 年 的 诺 贝尔 医学 奖 .尽管 他 们 
并 不 是 数学 家 ,但 是 他 们 构造 了 CT 的 数学 模型 ,数学 是 他 们 成 功 的 基石 之 一 . 

让 我 们 简 述 一 下 CT 的 原理 .X 光 光源 沿线 1 穿 过 断层 扫描 区 域 到 达 检 测 
器 ,接收 到 光源 的 强度 . 由 于 扫描 区 域内 置 有 被 检 物 体 ,所 以 光源 的 强度 将 沿 ! 
不 断 衰减 ,这 一 衰减 函数 w(z) 是 定义 在 /各 点 之 上 的 函数 .我 们 用 补偿 器 和 参 
考 检测 器 可 使 在 区 域 6 之 外 的 相对 衰减 均 为 0. 于 是 衰减 只 在 区 域 6 内 发 生 ， 
沿 了 的 光线 也 只 在 Z = 0 到 Z = D 这 一 段 有 衰减 .一 个 光子 从 光源 经 衰减 后 到 
达 检 测 器 时 的 强度 为 pj ,反映 出 衰减 的 总 和 mi = e - pi,e 是 光子 的 能 量 .衰减 
的 总 和 可 写成 积分 形式 


[aodz = mL 


现在 将 直线 ! 用 (1,6) 作为 参数 来 表示 .我 们 就 由 衰减 函数 (x,y),(x,y) € 
6, 得 到 沿 直 线 (1,9) 的 衰减 总 和 m(1,0)( 它 可 由 检测 器 的 读数 p(1,0) 得 出 ). 

上 面 分 析 了 由 y(x,y) 得 到 m(1,0) 的 过 程 .现在 ,我 们 要 提出 反问 题 :如 
果 我 们 知道 了 m(1,9), 即 p(x,y) 沿 (1,0) 的 线 积分 值 ,能 否 知道 y(x,y)? 也 
就 是 说 ,从 检测 器 读数 中 得 到 的 函数 值 m(1,0)((1,9) 代表 从 光源 出 发 的 各 条 
线 1) 能 否 确 定 kw(z,y),(x,y) E 1? 如 果 在 区 域 C 内 有 异常 物 (癌变 ) ,那么 
L(x*,y) 会 在 某 些 位 置 出 现 突然 变化 ,这 正 是 我 们 诊断 所 要 知道 的 位 置 . 

1917 年 ,奥地利 数学 家 拉 东 已 经 给 出 了 以 下 的 公式 , 即 


We i | es 
p(x17) =- 赤 四 Lm Ce oor 0 + ye sin 0 + 9,0)d0dg 


这 里 m'(1,9) 是 m(1,0) 关于 1 的 偏 导数 . 
这 样 , 豪 斯 次 尔 德 和 科 马 克 运用 数学 方法 给 出 了 断层 扫描 问题 的 数学 模 
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型 ,恰巧 拉 东 早 在 60 年 以 前 曾 找到 此 问题 的 数学 解法 ,一 项 造福 于 人 类 的 发 明 
就 这 样 诞生 了 . 

当然 , 诺 贝尔 医学 奖 并 非 唾 手 可 得 , 拉 东 变换 还 只 是 理想 化 的 工具 .两 位 得 
奖 人 要 借助 物理 学 的 成 果 , 计 算 机 的 数据 处 理 , 以 及 误差 消除 和 补偿 等 复杂 的 
手续 ,才能 真正 付 诸 实用 .1963 年 ,他 们 用 了 两 天 时 间 求 得 256 条 数据 来 重建 模 
型 ,而 到 20 世纪 80 年 代 , 只 用 5 秒 钟 就 能 得 到 一 百 万 条 数据 ,计算 技术 在 这 里 
起 了 关键 作用 . 

CT 的 成 功 说 明 ,建立 数学 模型 是 何等 艰难 ,两 位 获奖 者 几乎 用 了 毕生 精力 
构 作 了 这 个 模型 .这 个 模型 当然 不 是 用 数学 方法 靠 逻 辑 推理 得 出 来 的 ,数学 家 
提供 的 仅 是 问题 的 求解 方法 , 拉 东 所 作 的 只 是 这 项 杰作 的 后 期 工程 ,作为 数学 
思想 的 巧妙 运用 和 数学 模型 的 精心 制作 ,应 该 归功 于 豪 斯 费 尔 德 和 科 马 克 . 


8. 拓扑 学 与 生物 钟 


21 世纪 是 生物 学 大 发 展 的 世纪 ,对 生物 学 来 说 数学 也 有 用 武之 地 吗 ?我 国 
杭州 大 学 的 陆 寿 坤 教授 发 现 可 以 用 数学 研究 生物 钟 , 借 此 可 见 其 应 用 的 一 斑 . 

生物 钟 是 一 种 生物 现象 ,圆周 自 映射 是 一 个 数学 概念 ,从 表面 上 看 这 二 者 
相差 很 远 ,奇怪 的 是 它们 却 有 着 内 在 的 联系 . 

生物 钟 又 称 生理 钟 .生物 体内 有 一 种 无 形 的 “时 钟 ”, 实 际 上 就 是 生物 生命 
活动 的 内 在 节律 性 .通过 它 , 生 物 能 感受 外 界 环境 的 周期 性 变化 (如 昼夜 的 明暗 
变化 等 ), 并 调节 本 身 生理 活动 的 步伐 ,使 其 在 一 定 的 时 期 开始 .进行 或 结束 . 例 
如 ,植物 在 每 年 一 定 的 季节 开花 ,海滩 动物 在 潮汐 周期 的 一 定时 期 产 卵 , 峻 性 哺 
屯 动物 生殖 器 官 发 生 周 期 性 的 变化 ,昆虫 师 在 一 定 的 时 间 羽 化 ,候鸟 在 一 定 的 
季节 移 栖 ,动物 的 心脏 节律 性 地 跳动 .就 连 那 小 小 的 低 等 生物 的 某 些 机 能 也 存 
在 着 节律 现象 . 例如 , 草 履 虫 的 生命 中 枢 一 一 细胞 核 的 大 小 以 24 小 时 为 周期 发 
生变 化 :中 午 十 二 点 时 最 小 ,然后 逐渐 增 大 ,到 夜间 十 二 点 变 得 最 大 ,到 第 二 天 
中 午 十 二 点 ,体积 又 变 成 最 小 . 总 之 ,生物 领域 中 的 节律 的 明显 例子 是 无 时 不 
在 ,无 处 不 有 的 . 

数学 中 所 谓 圆周 自 映射 ,是 指 从 圆周 到 圆周 的 一 个 连续 变换 , 大 家 知道 , 平 
面 上 圆周 可 用 

S =jzllzl=1l 或 3 = je |s€E 

表示 ,这 里 的 = 是 复数 ,s 是 实数 ,i 是/ -1,7 是 闭 区 间 [0,1]. 在 圆周 段 到 它 自 
身 的 所 有 可 能 的 连续 变换 当中 ,最 简单 的 是 所 谓 整数 寡 映 射 f,: 5S! -> S!;z 一 
szE 5S! 或 e 一 e 2*,s C7. 这 里 的 n 是 一 个 给 定 的 整数 .fo 是 常 映射 , 因 
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为 fo(z) = 1,f 是 恒 同 映射 .把 顺 (或 逆 ) 时 针 方向 叫做 S! 的 正 ( 或 负 ) 向 . 当 。 
从 0 增 大 到 1 时 ,点 z = e-* 从 S!1 上 的 z= 1 开始 依 正 向 描 出 51 一 次 ,又 回 到 
z = 1, 而 像 点 z = e-*™ 则 按照 mn > 0 或 n < 0, 从 S 上 的 点 z = 1 开始 分 别 
依 正 向 或 负 向 描 出 S 共 | n | 次 ,而 回 旬 z = 1 这 个 点 .简单 地 说 , 整 寡 映 射 / 
是 均匀 地 绕 定向 的 5' 共 n 圈 的 映射 (可 以 用 橡皮 图 来 模拟 这 种 映射 ). 注意 ,下 
面 我 们 要 用 到 拓扑 学 中 这 样 一 个 定理 :圆周 上 (任意 一 个 ) 自 映 射 p : 51 一 5S! 
能 且 只 能 与 某 个 整数 备 映 射 f, : 5! -> 5! 连续 地 变 来 变 去 (这 里 整数 m 与 p 有 
关 , 当 9 不 一 样 时 ,m 可 能 不 一 样 , 当 9 一 定时 ,m 一 定 ). 定 理 中 所 谓 gp 与 瓜 连 
续 地 变 来 变 去 的 意思 是 :存在 以 时 间 1 为 参数 的 一 族 自 映射 p,: 5! > 51, 使 得 当 
时 间 上 从 0 增 到 1 时 ,9, 连续 地 从 gq 变 到 f,,( 或 者 考虑 p,:5! -> 5! 的 逆 过 程 ,也 
可 以 使 fh 连续 地 变 到 g). 上 述 定理 还 可 以 形象 地 描述 如 下 :如 果 一 条 有 弹性 的 
线 (例如 橡皮 圈 ) 按 规律 p 那样 绕 在 一 个 刚体 的 S! 上 ,那么 在 弹性 的 作用 下 ( 注 
意 弹性 橡皮 可 以 连续 地 变 来 变 去 ) , 它 会 变 成 按 规律 f;, 那样 均匀 地 绕 在 S! 上 . 
利用 这 定理, 我国 杭州 大 学 的 陆 寿 坤 教授 对 生物 钟 做 了 较 深入 的 研究 . 这 一 
应 用 之 无 疑问 是 扩大 了 的 数学 应 用 的 疆土 ,以 致 青 也 不 会 有 人 为 纯粹 学 数学 辨 
解说 “拓扑 学 100 年 以 后 有 用 ”了 . 

在 数学 的 应 用 这 个 问题 上 ,有 大 致 两 种 倾向 ,一 是 功利 倾向 ,二 是 唯美 主义 
倾向 ,两 者 都 有 对 的 一 - 面 又 都 有 偏颇 的 一 面 . 

先 说 功利 倾向 , 它 提高 了 数学 在 整个 人 类 文明 取向 中 的 名 次 ,但 也 极 易 流 
于 良 俗 ,并 阻碍 那些 暂时 看 不 到 应 用 前 景 的 高 深 理论 的 发 展 . 

在 我 国 ,功利 倾向 早 有 渊源 ,从 秦 九 韶 的 “以 拟 于 用 ”为 开端 . 

秦 ( 九 韶 )\ 杨 ( 辉 ). 李 ( 治 ) 朱 ( 世 杰 ) 四 大 家 ,作为 中 国 古代 数学 的 发 展 高 
峰 期 一 一 宋 元 时 代 的 主要 代表 ,早已 闻名 于 世 , 而 * 秦 道 古 数 书 九 章 , 思 精 学 
博 ,其 中 若 大 衍 求 一 术 正 负 开 方 两 术 尤为 新 自古 不 传 之 秘 ” 成 为 中 世纪 世界 数 
学 史上 的 不 朽 篇 章 . 秦 九 韶 理 所 当然 地 成 了 “他 的 民族 ,他 的 时 代 以 至 一 切 时 期 
的 最 伟大 的 数学 家 之 一 ”. 

秦 九 部 认为 ;: 汉 去 古 未 远 ,有 张 苍 许 商 乘 马 延 年 耿 寿 昌 郑 ( 元 ) 张衡 刘 洪 
之 伦 ,或 明天 道 ,而 法 传 于 后 ,或 计 功 策 ,而 效 验 于 时 ,后 世 学 者 自 高 , 革 之 不 讲 ， 
此 学 殖 绝 . “ 窃 尝 设 为 问答 ,以 拟 于 用 . 积 多 而 惜 其 弃 , 因 取 八 十 一 题 ,为 九 类 ， 
立 术 具 草 , 间 以 图 发 之 .“ 愿 进 之 于 道 ,……- , 岛 足 尽 天 下 之 用 .” 这 是 他 对 “以 
拟 于 用 ”学 术 思想 的 自我 阐发 . 

所 谓 “ 以 拟 于 用 ”, 就 是 “对 数学 的 倚重 在 于 经 世 致 用 ”. 或 者 说 ,研究 数学 的 
目的 全 在 于 解决 各 种 实际 问题 . 

到 了 近代 ,功利 主义 在 中 国学 术 界 愈演愈烈 , 它 强 烈 地 冲击 着 纯 学 术 研究 ， 
所 以 一 直 被 有 识 之 士 所 抒 击 . 早 在 1920 年 前 后 ,当时 中 国 的 一 家 著名 杂志 《 东 
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方 杂志 》 上 ,就 发 表 过 钱 智 修 的 《功利 主义 与 学 术 》 的 文章 ,他 鉴于 时 人 多 以 功 
利 主义 蕊 弃 高 深 之 学 ,他 对 此 加 以 批评 . 他 借 “ 侨 家 必 有 微 言 而 后 有 大 义 , 佛 家 
必 有 菩萨 乘 而 后 有 声 闻 乘 ”来 说 明 高 深 之 学 与 大 众 文化 之 间 的 关系 . 在 文章 中 
他 还 说 :“ 功 利 主义 最 害 学 术 者 , 则 以 应 用 为 学 术 之 目的 ,而 不 以 学 术 为 学 术 之 
目的 .” 所谓 《 禹 贡 )》 治水 ,《 春 秋 》 折 狱 ,《 三 百 篇 》 当 谏 书 者 , 即 此 派 思 想 . 

到 了 现代 ,这 种 思潮 改变 了 提 法 与 口号 , 听 似 合理 ,这 就 是 我 国 20 世纪 五 
六 十 年 代 “ 理 论 联系 实际 ”的 一 些 讲法 及 作法 ,与 此 同时 ,前 苏联 也 有 类 似 作 
法 ,其 中 主要 一 点 就 是 要 求 纯粹 数学 能 够 立竿见影 地 派 上 用 场 ,否则 就 是 没 用 
的 东西 ,甚至 是 “ 伪 科 学 "(1959 ~ 1960 年 对 多 复 变 函数 论 的 确 有 此 提 法 ) ,这 种 
提 法 造成 了 严重 后 果 . 于 是 有 些 人 转 入 地 下 继续 搞 , 有 些 人 转行 不 再 搞 ,有些 人 
徒劳 地 为 纯粹 数学 辩护 ,说 “拓扑 学 100 年 之 后 有 用 ”, 还 有 的 人 则 去 摘 纸 面 上 
的 应 用 数学 ,最 后 一 种 现象 国内 外 都 很 普遍 ,表面 上 联系 实际 ,而 内 容 又 与 具体 
的 实际 问题 脱节 , 既 不 能 解决 科学 及 应 用 问题 ,理论 本 身 也 没有 什么 创新 ,看 来 
这 无 论 对 数学 还 是 科学 及 应 用 都 没 多 大 好 处 ,这 却 是 人 们 始 料 不 及 的 . 

我 们 再 来 看 另 一 种 倾向 ,唯美 主义 倾向 者 深信 好 的 数学 一 定 是 无 用 的 . 

台湾 社会 学 家 金 烃基 教授 曾 介绍 过 剑桥 的 一 个 非常 引 和 人 深思 的 趣事 , 他 
说 ;在 剑桥 , 饭 后 举 杯 有 时 会 有 这 么 一 说 * 愿 上 帝 护 佑 数学 , 愿 它们 永 不 会 被 任 
何人 所 用 .”"(《 剑 桥 与 肯 德 堡 一 一 欧 游 语 丝 》 书 趣闻 丛 第 一 辑 ) ,这 与 剑桥 不 重 
“实用 ”, 不 重 急功近利 的 学 术 理想 一 脉 相 承 ,剑桥 人 认为 但 凡 称 为 学 问 的 东西 
都 应 灵 空 不 滞 , 一 落实 际 , 便 无 足 观 . 

数学 家 阿里 斯 铁 波斯 指出 :对 于 一 个 普通 的 技工 来 说 ,人 们 对 他 的 手艺 去 
作 好 坏 或 有 无 用 处 等 方面 的 评论 ,然而 诸如 此 类 的 实际 考虑, 是 永 近 进入 不 了 
数学 家 的 领地 的 . 

但 事情 的 发 展 往往 是 越 纯粹 看 似 无 用 的 东西 ,如 数论 ,偏偏 会 在 实际 应 用 
中 大 显 身手 . 

在 1994 年 国际 数学 家 大 会 召开 之 前 ,瑞士 主管 科学 和 教育 的 瑞士 联邦 科 
学 部 长 曾 向 全 世界 十 几 位 数学 家 提出 三 个 问题 .第 一 个 问题 是 :纯粹 数学 怎样 
才能 向 资助 它 发 展 的 国家 证 明 它 是 一 项 正当 的 艺术 ?著名 数学 家 格 里 菲 思 
(Phillip Griffths) 在 回信 中 指出 : 


“生活 中 最 奥妙 的 奇迹 之 一 就 是 最 好 的 纯粹 数学 总 是 坚持 按照 自 
身 的 方式 不 明显 地 、 不 可 预料 地 终于 使 自己 成 为 有 用 的 东西 .” 


这 种 倾向 发 展 到 了 极端 , 便 产生 了 切断 数学 与 物理 世界 之 间 的 生命 线 的 大 
胆 计划 ,这 是 在 20 世纪 才 主 要 由 布尔 巴 基 学 派 提出 来 的 . 除 方向 错 了 之 外 , 它 
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还 提出 了 在 数学 中 进行 价值 判断 的 深刻 哲学 问题 , 即 “ 什 么 是 好 的 数学 ?” 变 成 
了 一 种 先 验 的 美学 判断 问题 ,而 数学 则 成 了 一 种 艺术 形式 . 这 其 中 当然 有 些 道 
理 ,但 在 一 位 数学 大 师 看 来 ,数学 当做 一 门 艺 术 来 看 时 最 近似 于 绘画 .二 者 都 在 
两 种 目标 间 维 持 着 一 种 张力 .在 绘画 中 , 既 要 表达 可 见 世界 的 形状 与 色彩 ,又 要 
在 一 块 二 维 的 画布 上 塑造 出 赏心悦目 的 图 案 ;在 数学 中 , 既 要 研究 自然 的 规律 ， 
又 要 编织 出 优美 的 演绎 模式 .最 成 功 的 创造 必然 在 这 两 种 倾向 之 间 维持 着 最 大 
张力 ;最 不 令 人 满意 的 是 那些 只 在 某 一 方面 呈 支 配 之 势 的 作品 ,如 风俗 画 或 纯 
粹 的 抽象 . 

紧 跟着 布尔 巴 基 对 数学 抽象 的 最 最 名 副 其 实 的 拥护 者 来 自 美国 数学 界 .对 
抽象 的 偏爱 恰好 是 对 美国 注重 实际 和 讲究 实效 的 伟大 传统 的 反抗 ; 战 后 风行 的 
抽象 表现 主义 是 另 一 种 这 样 的 反抗 . 

当然 ,对 于 极度 纯粹 的 东西 ,在 任何 国家 都 有 拥护 者 . 比如 , 兰 多 (Landau) 
就 称 他 的 同事 、 流 体 动力 学 家 普兰 特 尔 (Prandtl) 为 “Schmieroelmechaniker"( 拙 
劣 的 机 械 师 ). 哈代 一 味 茂 视 应 用 工作 , 莱 文 森 (Levinson) 曾 在 一 份 报告 说 , 哈 
代 确 实 被 他 的 朋友 诺 伯 特 ， 维 纳 的 说 法 迷惑 住 了 ,因为 维 纳 声称 自己 是 由 物理 
直觉 导致 了 调和 分 析 中 的 发 现 ,哈代 怀疑 维 纳 的 说 法 只 不 过 是 故 作 势 态 , 在 《一 
个 数学 家 的 自白 》 中 ,有 一 段 话 非常 令 人 肖 表 ,哈代 欢呼 数学 的 无 用 ,并 举例 说 
漂亮 的 无 理 数理 论 永远 不 能 应 用 于 工程 ,但 这 却 是 他 犯 的 最 大 的 错误 ! 

这 一 倾向 无 疑 也 渗透 到 对 数学 研究 领域 的 前 途 判断 中 ,以 下 问答 是 一 位 世 
界 级 大 师 被 采访 时 的 记录 . 

问 : 您 认为 数学 中 的 哪 一 个 研究 领域 最 有 前 途 ? 

答 : 数 学 有 一 个 人 们 所 不 能 不 赞叹 的 性 质 ,就 是 它 的 抽象 性 ,因而 乍 一 看 毫 
无 用 处 的 一 些 分 支 ,只 要 它们 是 美的 , 便 具有 超凡 的 效能 . 我 非常 喜欢 温 伯 格 
(S. Weinberg) 在 1986 年 10 月 份 的 《美国 数学 会 通告 》(Notices of the AMS,728 
页 ) 上 对 超凡 效能 所 做 的 解释 :“ 这 是 因为 一 些 数学 家 为 了 预知 哪 一 类 数学 在 
科学 上 将 是 重要 的 ,而 把 灵魂 出 卖 给 了 魔鬼 .” 但 是 ,在 我 看 来 ,一 方面 当代 数 
学 著述 的 绝 大 部 分 并 未 能 满足 美学 上 的 要 求 ,因而 另 一 方面 也 就 绝 不 会 有 什么 
用 处 .也 许 不 但 过 去 情况 总 是 如 此 ,也 是 今后 数学 的 所 必需 部 分 将 产生 的 不 可 
缺少 的 条 件 . 

前 面 的 若干 例子 都 是 来 自 于 比较 纯粹 的 数学 分 支 , 但 也 有 一 些 是 应 用 推动 
了 数学 .如 果 说 前 面 是 唯美 的 ,那么 后 面 的 几 个 例子 则 是 功利 的 . 


在 数学 中 ,应 用 最 为 广泛 的 恶 怕 要 数 微分 方程 了 .1975 年 德国 斯 普 林 格 
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哥伦比亚 , 座 于 
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出 版 社 出 版 的 一 套 《 应 用 数学 丛书 》 中 的 一 卷 由 布朗 所 著 的 《微分 方程 及 其 应 
用 》 一 书 获得 了 巨大 的 成 功 ,其 中 一 个 主要 原因 就 是 介绍 了 关于 科学 工作 者 怎 
样 运用 微分 方程 来 解决 各 种 实际 问题 的 大 量 历史 事例 .我 们 不 妨 摘 评 几 例 . 

第 一 个 例子 是 所 谓 的 范 ， 梅 格 伦 伪造 名 画 案件 .了 

在 第 二 次 世界 大 战 时 期 , 当 比 利 时 解放 以 后 ,荷兰 野战 军 保安 部 开始 搜捕 
纳粹 同谋 犯 , 在 曾 把 大 批 艺术 品 卖 给 德国 人 的 某 商 号 的 档案 中 , 他 们 发 现 了 一 
个 银行 家 的 名 字 , 他 曾 充当 把 17 世 纪 荷 兰 名 画家 杨 . 弗 米尔 (Jan Vermeer) 的 油 
画 《捉奸 》 卖 给 苞 林 的 中 间 人 .这 个 银行 家 又 承认 ,他 是 第 三 流 荷 兰 画 家 范 ， 梅 
格 伦 (H.A.Van Meegeren) 的 代表 .1945 年 5 月 29 日 , 范 ' 梅 格 伦 因 通 敌 罪 被 捕 . 
同年 7 月 12 日 , 范 ' 梅 格 伦 在 牢房 里 宣布 :他 从 未 把 (捉奸 》 卖 给 戈 林 , 而 且 他 还 
说 ,这 一 幅 画 和 众所周知 的 油画 《在 埃 牟 斯 的 门徒 》 以 及 其 他 四 幅 冒 充 弗 米尔 
的 油画 和 两 幅 冒 充 德 胡 斯 (De Hooghs，17 世纪 荷兰 画家 ) 的 油画 ,都 是 他 自己 
的 作品 .这 件 事 震 惊 了 全 世界 .但 许多 人 认为 范 . 梅 格 伦 不 过 是 在 撒谎 ,以 免 被 
判 通 敌 之 罪 . 范 ' 梅 格 伦 为 了 证 实 他 所 说 的 话 ,在 监狱 里 开始 伪造 弗 米尔 的 油 
画 《耶稣 在 医生 们 中 间 》, 以 向 怀疑 者 显示 他 真是 弗 米尔 作品 的 伪造 能 手 . 当 这 
项 工作 接近 完成 时 , 范 . 梅 格 伦 获悉 : 通 敌 罪 已 变 为 伪造 罪 . 因此 , 他 拒绝 最 后 
完成 和 使 这 一 幅 油 画 变 陈 ,以 期 检查 者 无 法 揭露 他 的 使 伪造 品 变 陈 的 秘密 .为 
了 澄清 问题 ,由 一 些 卓 越 的 化 学 家 ,物理 学 家 和 艺术 史学 家 组 成 的 国际 专门 小 
组 受命 究 查 这 一 事件 .他 们 用 X - 射线 检验 画布 上 是 否 曾经 有 过 别 的 画 .此 外 ， 
他 们 分 析 了 油彩 中 的 拌 料 ( 色 粉 ) ,检验 了 油画 中 有 没有 历经 岁月 的 迹象 ， 

不 过 , 范 ， 梅 格 伦 是 很 明白 这 些 方法 的 .为 了 避免 被 人 发 觉 ,他 在 不 值钱 的 
古 画 上 刊 去 颜料 只 利用 其 加 布 ,然后 设法 使 用 弗 米 尔 可 能 用 过 的 颜料 范 ， 梅 
格 伦 也 知道 陈 年 颜料 是 很 硬 的 ,不 能 溶化 的 ,因此 他 很 机 灵 地 在 颜料 里 掺 了 一 
种 叫 酚 醛 类 人 工 树脂 的 化 学 药品 ,而 这 在 油画 完成 后 在 炉 上 烘 干 时 硬化 为 酚醛 
树脂 . 

然而 , 范 ， 梅 格 伦 的 伪造 工作 有 几 点 疏忽 之 处 ,使 专家 小 组 找 出 了 现代 颜 
料 钴 兰 的 痕迹 .此 外 ,他 们 在 几 幅 画 里 检验 出 20 世纪 初 才 发 明 的 酚醛 类 人 工 树 
脂 . 根据 这 些 证 据 , 范 . 梅 格 伦 于 1947 年 10 月 12 日 被 宣告 犯 伪造 罪 ,判刑 一 年 . 
可 是 他 在 监狱 中 因 心脏 病 发 作 , 于 1947 年 12 月 30 日 死去 . 

然而 ,即使 知道 了 专家 小 组 收集 的 证 据 后 ,许多 人 还 是 不 肯 相 信 著 名 的 《在 
埃 牟 斯 的 门徒 》 是 范 ， 梅 格 伦 伪造 的 . 他 们 的 论据 是 :其 他 所 谓 的 伪 制 品 以 及 
范 . 梅 格 伦 最 近 完成 的 《耶稣 在 医生 们 中 间 》 质 量 都 是 很 差 的 .他 们 说 ,美丽 的 
《在 埃 件 斯 的 门徒 》 的 作者 一 定 不 会 画 出 质量 如 此 之 差 的 作品 来 . 事实 上 ,《 在 
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埃 件 斯 的 门徒 》 曾 被 著名 的 艺术 史学 家 布雷 丢 斯 (A.Bredius) 鉴定 为 弗 米 尔 的 
真迹 ,而 且 伦 布 兰 特 (Rembrandt) 学 会 花 170 000 美元 购买 了 这 幅 画 .专门 小 组 
对 怀疑 者 的 回答 是 :由 于 范 ， 梅 格 伦 曾 因 他 在 世界 艺术 界 中 没有 地 位 而 十 分 全 
恼 , 他 下 定 决 心 绘制 (在 埃 件 斯 的 门徒 》, 来 证 明 他 高 于 第 三 流 画 家 . 当 创造 出 这 
样 的 杰作 以 后 ,他 的 志气 消退 了 . 而且, 当 他 看 到 这 幅 《 在 埃 件 斯 的 门徒 》 多 么 
容易 卖 掉 以 后 ,在 泡 制 后 来 的 伪 制 品 时 就 不 大 用 心 了 . 这 种 解释 不 能 使 剑 疑 者 
感到 满意 .他 们 要 求 完 全 科学 地 ,确定 地 来 证 明 《 在 埃 牟 斯 的 门徒 》 的确 是 一 个 
伪 制 品 .终于 卡 内 基 ' 梅 伦 大 学 的 科学 家 们 在 1967 年 做 到 了 这 一 点 ,现在 我 们 
来 叙述 他 们 的 工作 . 

测定 油画 和 其 他 像 岩石 和 化 石 这 样 一 些 材料 的 年 龄 的 关键 ,在 于 20 世纪 
初 发 现 的 放射 性 现象 .物理 学 家 拉 瑟 福 德 (Rutherford) 和 他 的 同事 们 证 明 , 某 种 
放射 性 元 素 的 原子 是 不 稳定 的 ,并 且 在 已 知 的 一 段 时 间 内 ,有 一 定 比例 的 原子 
自然 嫉 变 而 形成 新 元 素 的 原子 . 因为 放射 性 的 原子 的 性 质 , 所 以 卢 瑟 福 指出 , 物 
质 的 放射 性 与 所 存在 的 物质 的 原子 数 成 正比 .因此 ,如 果 N(1) 表示 时 间 :存在 


的 原 了 数 , 则 和 表示 单位 时 间 内 晤 变 的 原子 数 与 w 成 正比 , 即 


dy 
de = 一 AN 0 


常数 4 是 正 的 , 称 为 该 物质 的 衰变 常数 .当然 ,A 越 大 ,物质 晓 变 得 越 快 .衡量 物 
质 赔 变 率 的 一 个 尺度 是 它 的 半衰期 ,半衰期 定义 为 给 定数 量 的 放射 性 原子 蜡 变 
一 半 所 需要 的 时 间 . 为 了 通过 4 来 计算 物质 的 半衰期 ,假设 在 时 间 fo,N(to) = 
ANo. 于 是 , 初 值 问题 


oa 
= 


二 =-AN,N(t0) = No 
的 解 是 NC) = No exp(= 让 ds) = No ea- 
或 者 丰 = e-A(t-4) 
0 
取 两 端的 对 数 ,我 们 得 到 
24- = 总 @ 


现在 ,如 果 AA = 亏 , 则 - 4(4 - 0) = 旧 立 ,于 是 


In2 “0.6931 
(4) = 人 ST @ 


因此 ,物质 的 半衰期 是 In 2 除 以 衰变 常数 4.4 的 量 纲 是 时 间 的 倒数 ,为 了 书写 
简单 我 们 略 去 了 . 如果 : 是 按 年 来 度量 的 , 则 4 的 量 纲 是 年 的 倒数 ,如 果 : 是 按 
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分 来 度量 的 , 则 4 的 量 纲 是 分 的 倒数 .许多 物质 的 半衰期 都 已 经 确定 并 记录 下 
来 了 .例如 , 碳 - 14(C%) 的 半衰期 是 5 568 年 , 铀 - 238(U”) 的 半衰期 是 4.5 x 
10? 年 . 

“放射 性 测定 年 龄 法 ”的 根据 主要 如 下 .由 方程 @ 我 们 能 够 解 出 1 - to = 


二 im 和 ,如果 to 是 物质 最 初 形成 或 制造 出 来 的 时 间 , 则 物质 的 年 龄 是 二 In 各， 


在 大 多 数 情况 下 ,衰变 常数 是 已 知 的 ,或 者 能 够 算出 . 并且 ,我 们 通常 很 容易 计 
算 N 的 值 .因此 ,如 果 我 们 知道 了 No, 就 能 够 确定 物质 的 年 龄 .然而 ,这 正 是 问 
题 的 困难 之 处 ,因为 我 们 通常 并 不 知道 No. 不 过 ,在 某 些 情况 下 ,我们 或 者 能 够 
间接 确定 No, 或 者 能 够 确定 No 的 一 些 适当 的 范围 ,对 于 范 ， 梅 格 伦 的 伪造 品 来 
说 ,情况 就 是 如 此 . 

我 们 从 初等 化 学 中 所 熟知 的 事实 讲 起 .地 壳 中 几乎 所 有 岩石 都 含 少量 铀 . 
岩石 中 的 钠 晓 变 为 另 一 种 放射 性 元 素 ,而 该 放射 性 元 素 又 晓 变 为 其 他 一 系列 元 
素 , 最 后 变 为 无 放射 性 的 铅 . 铀 ( 它 的 半衰期 是 4.5 x 10? 年 ) 不 断 提供 这 一 系列 
中 后 面 各 种 元 素 的 来 源 ,使 得 当 它 们 虹 变 时 就 有 前 面 的 元 素 予 以 补充 . 

所 有 油画 都 含 少量 放射 性 元 素 铝 - 210 (Pb?9) 以 及 更 少量 的 镭 - 
226(Raz) ,因为 2 000 多 年 来 画家 所 用 的 颜料 铅 白 ( 氧 化 铅 ) 中 都 含有 这 些 元 
素 . 为 使 读者 了 解 下 述 分 析 , 必 须 指出 铅 白 是 由 金属 铝 制 成 的 ,而 金属 铝 又 是 从 
铅 矿石 提炼 而 成 的 . 在 这 一 提炼 过 程 中 ,矿石 中 的 铝 - 210 随同 金属 铅 一 起 提 
出 .然而 90% ~ 95% 的 镭 及 其 娆 变 后 毅 则 随同 其 他 废料 成 为 矿渣 而 除去 . 这 
样 , 铅 - 210 的 绝 大 部 分 来 源 被 切断 , 它 便 以 22 年 的 半衰期 而 非常 迅速 地 赔 变 . 
这 个 过 程 一 直 进 行 到 铅 白 中 的 铅 - 210 同 所 余 少 量 的 镭 再 度 处 于 放射 性 平衡 
时 为 止 ,这 时 铅 - 210 的 暗 变 恰好 被 镭 的 赔 变 所 补足 而 得 到 平衡 . 

现在 ,我 们 利用 上 述 分 析 通 过 制造 铅 白 时 原 有 铝 - 210 的 含量 来 计算 样品 
中 铅 - 210 的 含量 . 设 y(:) 是 时 间 : 每 克 铅 白 所 含 铝 - 210 的 数量 . yo 是 制造 时 
如 每 克 铬 白 所 含 铅 - 210 的 数量 ,r(1) 是 时 间 1 每 克 铅 白 中 的 镭 - 226 在 每 分 钟 
锐 变 的 数量 .如 果 4 是 铅 - 210 的 衰变 常数 , 则 


ay +), yt) = yo @ 


因为 我 们 所 关心 的 时 期 最 多 只 有 300 年 ,而 镭 的 半衰期 是 1 600 年 ,所 以 我 们 可 
以 假设 镭 - 226 的 数量 保持 不 变 ,于 是 r(1) 是 一 个 常数 ~. 把 微分 方程 的 两 端 乘 
以 积分 因子 w(t)》 = 所 ,我 们 得 到 


dy at 


因此 Er(1) - eloyo = Xe — ew) 
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或 者 
y(t) = 交代 e210)) + yoe (0) [®) 


现在 ,y(t) 和 7 能 够 很 容易 地 测量 出 来 . 因此, 如果 我 们 知道 了 yo, 就 能 利 
用 方程 @ 来 计算 上 - to, 因 而 ,我 们 能 够 确定 油画 的 年 龄 .但 是 ,正如 已 经 指出 
的 ,我 们 不 能 直接 测量 yo. 克服 这 个 困难 的 一 种 可 以 采取 的 方法 是 利用 下 述 事 
实 :在 用 来 提炼 金属 铅 的 矿石 中 ,原来 所 含 铅 - 210 同 较 多 数量 的 镭 - 226 处 于 
放射 性 平衡 .所 以 ,让 我 们 取 不 同 矿石 的 样品 ,并 计算 矿石 中 每 分 钟 镭 - 226 赔 
变 的 原子 数 .对 于 各 种 矿石 都 这 样 做 了 ,其 结果 在 下 血 的 表 2 中 给 出 .这 些 数 在 
0.18 到 140 之 间 变 化 .因而 ,在 刚 制造 出 来 时 ,每 克 铝 白 中 所 含 铅 - 210 每 分 钟 
赔 变 的 原子 数 在 0. 18 到 140 之 间 变 化 .这 意味 着 yo 也 在 一 个 很 大 的 范围 内 变 
化 ,因为 铅 - 210 晓 变 的 原子 数 同 它 存在 的 数量 成 正比 .因此 ,我 们 不 能 利用 方 
程 @ 得 到 油画 年 龄 的 精确 估 值 ,甚至 也 不 能 得 到 粗略 的 估 值 . 

表 2 矿石 和 精 选 矿石 样品 (所 有 晓 变 率 按 每 克 铅 和 白 每 分 钟 计算 ) 


矿石 种 类 (产地 ) 每 分 钟 Raze 赔 变 的 原子 数 
精 选矿 石 ( 俄 克拉 何 马 - 堪 艾 斯 ) 4.5 加 
破碎 的 原矿 石 (密苏里 东南 部 ) 2.4 
精 选矿 石 (密苏里 东南 部 ) | 0.7 
精 选 矿石 ( 爱 达 荷 ) | 2.2 
精 选矿 厂 ( 爱 达 荷 ) 0.18 
精 选 矿石 (华盛顿 ) 140.0 
精 选矿 石 (不 列 类 研 伦 比 亚 ) 19 
精 选矿 石 (不 列 上 直下 伦比 亚 ) 0.4 
精 选矿 石 (玻利维亚 ) 1.6 
精 选矿 石 (澳大利亚 ) 11 


但 是 ,我 们 仍然 能 够 利用 方程 @ 来 区 别 17 世纪 的 油画 和 现代 的 磋 品 .这 
是 根据 下 述 简单 事实 而 来 的 .如 果 颜 料 的 年 头 比 起 铅 的 半衰期 22 年 来 久 得 多 ， 
那么 颜料 中 铅 - 210 的 放射 作用 量 就 几乎 接近 于 颜料 中 镭 的 放射 作用 量 . 另 一 
方面 ,如 果 油画 是 现代 作品 (大 约 20 年) ,那么 铅 - 210 的 放射 作用 量 就 要 比 镭 
的 放射 作用 量 大 得 多 . 
我 们 把 这 一 论点 精确 分 析 如 下 . 设 所 考察 的 油画 或 者 是 很 新 的 或 者 已 有 约 
300 年 之 久 . 令 回 中 的 上 - io = 300. 于 是 ,经 过 一 些 简单 的 代数 运算 ,有 
Myo = My(t)exo - r(x - 1) © 
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如 果 这 幅 画 确 是 现代 质 品 ,那么 yo 就 会 大 得 出 奇 . 为 确定 这 样 一 个 大 得 
出 奇 的 虹 变 率 ,我 们 注意 到 :如 果 当 初 (制造 颜料 时 ) 每 克 铅 白 中 所 含 铅 - 210 
每 分 钟 晓 变 100 个 原子 , 则 提炼 出 它 的 那 种 矿石 里 铀 的 质量 分 数 大 约 为 1.4 x 
10-*. 这 个 质量 分 数 是 相当 高 的 ,因为 地 过 岩石 中 铀 的 平均 质量 分 数 约 为 2.7 x 
10-5. 而 西半球 有 些 极 罕 见 的 矿石 中 铀 的 质量 分 数 达 0.02 ~ 0.03. 为 保险 起 见 ， 
我 们 说 如 果 每 克 铬 白 中 所 含 铅 - 210 的 晓 变 率 超过 每 分 钟 30 000 个 原子 ,那么 
这 样 的 晓 变 率 就 肯定 是 大 得 出 奇 的 . 

要 计算 Myo 必须 计算 此 刻 铅 - 210 的 暗 变 率 Ay( 1) , 镭 - 226 的 赔 变 率 7 以 
及 ex. 因为 外 -210 的 赔 变 率 等 于 铅 -210 若 干 年 后 的 虹 变 率 ,又 因为 外 - 210 
的 赔 变 率 比较 容易 测量 ,所 以 我 们 用 外 - 210 赔 变 率 的 值 来 代替 铝 - 210 的 嫉 


变 率 . 为 了 计算 om, 由 方程 @ 看 出 》 = 屿 .因此 


ea00i -= ec(G30002)n2 2150/11 


对 于 油画 《在 埃 牟 斯 的 门徒 》 和 其 他 各 种 疑 为 伪 制 品 的 画 , 测量 出 外 - 210 和 
镭 - 226 的 晓 变 率 ,其 结果 在 下 面 的 表 3 中 给 出 . 
表 3 ”作者 有 疑问 的 油画 {所 有 赔 变 率 按 每 克 铅 自 每 分 钟 计算 ) 


油画 名 称 | Po 赔 变 的 原子 数 | Raw 赔 变 的 原子 数 
在 埃 牟 斯 的 门徒 8.5 008 
洪 足 12.6 0.26 
看 乐谱 的 女人 | 10.3 0.3 
演奏 晶 陀 琳 的 女人 | 8.2 0.17 
花边 织 工 | 1.5 1.4 
笑 女 | 5.2 6.0 


现在 ,如 果 我 们 对 于 油画 《在 埃 牟 斯 的 门徒 》 中 的 铅 白 , 则 方程 @ 算 出 Ayo 
之 值 ,就 得 到 
Ayo = 8.5 x 20%) - 0.8 x (2m) - 1) = 
98 050( 每 克 铅 白 每 分 钟 暗 变 的 原子 数 ) 
这 个 数 大 得 难以 置信 .因此 ,这 一 幅 画 必定 是 现代 的 伪 制 品 .由 同样 的 分 析 无 可 
争辩 地 证 明 , 油 画 《 瀑 足 》《 看 乐谱 的 女人 》 和 《演奏 曼 陀 琳 的 女人 》 都 不 是 弗 米 
尔 的 作品 . 另 一 方面 ,油画 《花边 织 工 》 和 《 笑 女 》 都 不 可 能 是 现代 的 伪 制 品 (如 
某 些 专家 所 主张 的 ) ,因为 对 于 这 两 幅 画 来 说 ,外 - 210 和 镭 - 226 非常 接近 于 
放射 性 平衡 ,而 这 种 平衡 在 取 自 19 世纪 或 20 世纪 油画 的 任何 样品 中 都 观察 不 
到 . 
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10. 战 争 不 让 数学 走 开 


兰 彻 斯 特 作战 数学 模型 和 硫黄 岛 之 役 

在 第 一 次 世界 大 战 期 间 , 兰 彻 斯 特 (F. 双 .Lanchester) 曾 指出 军队 的 集中 在 
现代 作战 中 的 重要 性 . 他 建立 了 一 些 可 以 从 中 得 到 预期 的 交战 结果 的 数学 模 
型 .在 这 一 节 里 我 们 来 介绍 其 中 两 个 数学 模型 ,一 个 是 常规 部 队 对 常规 部 队 作 
战 的 数学 模型 , 另 一 个 是 常规 部 队 对 游击 队 作 战 的 数学 模型 .然后 ,我 们 求解 这 
些 数学 模型 即 微分 方程 ,并 推出 " 兰 彻 斯 特 平方 定律 ”, 这 个 定律 说 的 是 :作战 部 
队 的 实力 同 投入 战斗 的 战士 人 数 的 平方 成 正比 . 最 后 ,我 们 把 其 中 一 个 数学 模 
型 同 第 二 次 世界 大 战 中 的 硫黄 岛 之 役 作 了 比较 ,发 现 这 个 数学 模型 是 非常 精确 
的 、 

(1) 数学 模型 的 建立 . 

假设 * 军 和 y 军 交战 .为 简单 起 见 , 我 们 把 这 两 军 的 战斗 力 定义 为 他 们 的 
战士 人 数 ,因此 , 设 x(4) 和 y(4) 分 别 表示 x 军 和 y 军 的 战士 人 数 ,其 中 4 从 战 
斗 开始 起 按 天 数 计算 .显然 ,x(1) 或 y(1) 的 变化 率 ,等 于 其 增援 率 减 去 非 战斗 
减员 率 ,再 减 去 战斗 减员 率 . 

作战 部 队 的 非 战斗 减员 率 指 的 是 由 于 非 战斗 的 原因 (例如 , 开小差 .疾病 
等 ) 的 减员 率 . 兰 彻 斯 特 建议 , 取 作 战 部 队 的 非 战斗 减员 率 同 部 队 的 战斗 力 成 
正比 .然而 ,看 来 情况 并 非 如 此 . 例如 ,作战 部 队 中 开小差 的 速率 往往 取决 于 士 
气 和 其 他 一 些 无 形 的 因素 ,这 些 因素 甚 至 难以 用 语言 来 描述 ,更 谈 不 上 把 它 定 
基 化 .这 里 ,我 们 采取 一 种 简易 的 办 法 , 即 只 考虑 非 战斗 减员 率 可 以 忽略 不 计 的 
那些 情况 . 

战斗 减员 率 ,假设 x 军 是 正规 部 队 ,比较 而 言 , 它 公开 地 活动 ,又 俱 设 这 支 
部 队 的 每 一 个 成 员 都 处 于 敌 方 y 的 杀伤 范围 内 .我 们 还 假设 , 当 这 支 正 规 部 队 
遭受 损失 以 后 , 政 方 的 火力 立即 集中 到 其 余 战 士 的 身上 . 在 这 些 * 理 想 的 ”条件 
下 ,正规 部 队 x 的 战斗 减员 率 等 于 ay(:), 其 中 a 是 某 个 正 的 常数 .这 个 常数 称 
为 部 队 y 的 战斗 有 效 系数 . 

如 果 部 队 x 是 对 方 y 看 不 到 的 占据 着 区 域 R 的 游击 队 ,情况 就 大 不 相同 .部 
队 y 向 区 域 尺 射击 ,但 并 不 知道 其 杀伤 情况 .我 们 肯定 有 理由 设想 :游击 队 x 的 
战斗 减员 率 应 当 与 <(z) 成 正比 ,因为 x(1) 越 大 ,被 敌 方 的 子弹 命中 的 可 能 性 
越 大 ; 另 一 方面 ,部 队 x 的 战斗 减员 率 还 与 y(+) 成 正比 ,因为 y(1) 越 大 ,x 的 伤 
亡 人 数 也 就 会 越 大 . 因此 ,游击 队 x 的 战斗 减员 率 等 于 cx(1)y(1), 其 中 常数 c 
称 为 敌 方 y 的 战斗 有 效 系数 . 
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增援 率 ,作战 部 队 的 增援 率 是 新 战士 投入 战斗 或 战士 撤离 战斗 的 速率 .我 
们 用 f(t) 和 g(z) 分 别 表示 x 军 和 y 军 的 增援 率 . 

在 上 述 假设 下 ,现在 我 们 就 能 够 写 出 正规 部 队 对 正规 部 队 作战 和 正规 部 队 
对 游击 队 作战 的 下 面 两 个 兰 彻 斯 特 数 学 模型 . 


正规 部 队 对 正规 部 队 作战 

Ey +f) 

业 =— bx+ g(t) . 
正规 部 队 对 游击 队 作战 (x 为 游击 队 ) 

禾 = cxy + f(t) 

d+ el) 2 


方程 组 四 是 线性 方程 组 ,只 要 a,b,f(4) 和 g(t) 已 知 , 便 可 用 显 式 求解 .相反 ， 
方程 组 @ 是 非 线性 的 ,很 难 求解 .( 事 实 上 ,我 们 只 能 利用 数字 计算 机 来 求解 ) 

考虑 增援 率 为 零 的 特殊 情况 ,看 来 是 很 有 益 的 . 当 两 支部 队 都 在 孤军 作战 
时 ,就 会 出 现 这 种 情况 .这 时 ,QD 和 Q@ 简化 为 方程 组 


时 图 
和 

d d 

全 Se cr =- dx @ 

正规 部 队 对 正规 部 队 作战 :平方 定律 .方程 组 @ 的 轨迹 是 方程 

dy 引 玉 ydY 

dx ~ ay 或 9 qx Sid 
的 解 曲线 .把 这 个 方程 积分 ,得 到 


o2 -bx = ayd - bxd = K @ 
曲线 @ 在 * - y 平面 上 定义 了 一 族 双 曲线 . 

让 我 们 采用 这 样 一 个 标准 , 即 如 果 一 支部 队 先 被 消灭 , 则 认为 另 一 支部 队 
胜利 了 .因此 ,如 果 K > 0, 则 yy 胜利, 因为 当 y(1) 减 小 到 VK/a 时 ,部 队 * 已 经 
被 消灭 .同样 地 ,如 果 天 < 0, 则 x 胜利 . 

说 明 i 方程 @ 常常 被 称 为 " 兰 彻 斯 特 平方 定律 ,方程 组 @ 常常 称 为 平 
方 定律 数学 模型 ,因为 在 @ 中 相互 对 抗 的 部 队 的 战斗 力 是 以 平方 的 形式 出 现 
的 .这 个 术语 有 些 牵强 ,因为 方程 组 @ 实际 上 是 线性 方程 组 . 

部 队 y 总 是 力图 建立 这 样 一 种 局 面 ,使 得 K > 0. 这 就 是 说 ,部 队 y 想 要 使 
得 不 等 式 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


412 


From Pythagoras To Wiles 


ayd < bx? 
成 立 .这 可 以 通过 增加 a, 即 采用 更 强 有 力 的 、 更 准确 的 武器 ,或 者 通过 增加 最 
初 投入 战斗 的 战士 人 数 yo 来 实现 .但 是 ,要 注意 a 增 到 两 倍 结果 使 ay8 也 增 到 
两 倍 ,而 yo 增 到 两 倍 则 会 使 ay3 增 到 四 倍 .这 就 是 正规 战 的 兰 彻 斯 特 平方 定律 
的 意义 . 
正规 部 队 对 游击 队 作 战 ,方程 组 @ 的 轨迹 是 方程 


dy -此 -了 © 

dz ey 9 

的 解 曲线 .把 @ 的 两 端 乘 以 cy ,然后 积分 ,得 到 
co2 -2dx = 8 -2dxo= M @O 


曲线 名 在 x - y 平 面 上 定义 了 一 族 抛 物 线 . 如 果 M > 0, 则 部 队 y 胜 利 ,因为 当 
(1) 减 小 到 V MHZe 时 ,部 分 x 已 经 被 消灭 .同样 地 ,如 果 M < 0, 则 x 胜利 . 

这 先 验 地 来 确定 战斗 系数 a,b,c 和 d 的 数值 通常 是 不 可 能 的 .因此 , 兰 彻 
斯 特 作战 数学 模型 似乎 对 于 实际 战争 用 处 很 小 .然而 ,实际 情况 不 是 这 样 . 正 如 
下 面 我 们 就 会 看 到 的 ,利用 战役 本 身 的 资料 常常 就 可 以 确定 a 和 46b( 或 c。 和 d) 
的 适当 数值 .只 要 对 于 一 场 战斗 确定 了 这 些 数 值 ,那么 对 于 其 他 一 切 在 同样 条 
件 下 进行 的 战斗 ,这 些 数值 也 就 是 已 知 的 了 . 

(2) 硫黄 岛 之 役 . 

第 二 次 世界 大 战 中 最 大 的 战役 之 一 的 硫黄 岛 之 役 ,是 在 东京 南 660 英里 (1 
英里 = 1.609 干 米 ) 的 硫黄 岛 进行 的 .美国 军队 想 要 夺取 硫黄 岛 作 为 接近 日 本 
本 土 的 艇 炸 机 基地 ,而 日 本 人 则 需要 这 个 岛 作为 战斗 机 基地 , 以便 攻击 美国 派 
往 麦 炸 东京 和 其 他 日 本 大 城市 的 飞机 .美国 军队 在 1945 年 2 月 19 日 开始 进攻 硫 
黄 岛 ,在 整整 一 个 月 的 战斗 中 , 仗 始终 打 得 都 很 激烈 ,双方 都 遭受 了 严重 的 伤亡 
( 见 表 5,6). 日 本 当局 命令 日 本 军队 战斗 到 最 后 一 个 人 ,他 们 的 确 这 样 做 了 .在 
战争 进行 到 第 28 天 时 ,美国 军队 宣布 占领 了 该 岛 ,而 整个 战斗 实际 直到 第 36 天 
方才 停止 .( 最 后 两 个 日 本 人 坚持 到 1951 年 方才 投降 ) 

从 硫黄 岛 之 役 我 们 可 以 得 到 下 述 资料 . 

i 增援 率 . 在 战斗 中 日 本 军队 既 没 有 撤退 也 没有 增 兵 . 另 一 方面 ,美国 登陆 
军队 数目 如 下 :战斗 的 第 一 天 54 000 人 ,第 二 天 没有 ,第 三 天 6 000 人 ,第 四 天 和 
第 五 天 没有 ,第 六 天 13 000 人 ,以 后 一 直 没 再 派兵 .在 战斗 开始 以 前 ,硫黄 岛 上 
没有 美国 军队 . 

让 战斗 减员 率 . 美国 海军 陆 战 队 上 尉 莫 尔 豪 斯 (1946) 保存 着 所 有 美国 军队 
战斗 减员 情况 的 按 日 统计 资料 .遗憾 的 是 ,我 们 得 不 到 日 本 军队 的 这 种 记录 ,很 
可 能 是 聚 林 将 军 ( 硫 黄 岛 上 的 日 本 军队 指挥 官 ) 保存 的 伤亡 名 单 在 战斗 中 损毁 
了 ,而 东京 保存 的 任何 记录 在 此 后 五 个 月 的 战争 中 全 部 毁 于 战火 . 然而 ,从 表 
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4,5 我 们 可 以 推断 :在 战斗 开始 时 ,硫黄 岛 上 的 日 本 军队 大 约 为 21 500 人 .实际 
上 , 纽 科 姆 (1965) 得 到 的 日 本 军队 的 数目 为 21 000 人 ,但 是 这 偏 低 一 些 , 因 为 显 


然 他 没有 包括 最 后 几 天 在 坑道 中 发 现 的 一 些 活着 的 人 和 死尸. 
表 4 ”硫黄 岛 之 役 美国 方面 伤亡 情况 


单位 :人 
的 受伤 残疾 总 计 
海军 陆 战 队 5 931 17 272 2 648 25 851 
海军 部 分 
海 空 部 队 633 1158 1791 3 582 
医务 看 护 兵 195 529 724 1 448 
海军 工兵 51 218 269 538 
医生 和 牙医 十 12 14 28 
参战 的 陆军 部 队 6 821 19217 2648 28 686 
表 5 硫黄 岛 之 役 日 本 方面 伤亡 情况 
单位 :人 
防御 部 队 ( 估 计 ) 被 分 阵亡 
21 000 海 计 陆 战队 216 20 000 
陆军 867 
总 计 1 083 


说 非 战斗 减员 率 . 双方 的 非 战斗 减员 率 均 可 忽略 不 计 . 

现在 , 设 x(1) 和 y(t) 分 别 表示 战斗 开始 后 第 七 天 美国 军队 和 日 本 军队 的 
作战 人 数 . 由 上 面 的 资料 可 以 得 到 关于 硫黄 岛 之 役 的 兰 彻 斯 特 数学 模型 

dx 
d=- +/(1) 
3 
sy 
其 中 ,a 和 4 分 别 为 日 本 军队 和 美国 军队 的 战斗 有 效 系数 ,并 且 
54000 ,0<t<l 


0 ,1 <t<2 
6 000 2<rt<3 
A 0 3<t<5 
13 000 Set<6 
0 m6 
从 毕 达 哥 拉 斯 
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利用 参数 变易 法 或 者 消 元 法 ,不 难得 到 @ 的 满足 条 件 x(0) = 0,y(0) = yo = 
21 500 的 解 , 即 


#0) = ror eosh /ab [ooh abli- Jf  @ 


y(1) = yo * coshV abt -sin - f(s)ds 0 
其 中 


cosh x = (er + e™*)/2,sinh x = (er - e-*)/2 

现在 , 摆 在 我 们 面前 的 问题 是 :是 否 存 在 常数 a 和 5b ,使 得 @ 能 够 很 好 地 符 
合 于 莫 尔 豪 斯 收集 的 资料 ?这 是 一 个 极其 重要 的 问题 .肯定 的 回答 就 会 说 明 兰 
彻 斯 特 数学 模型 的 确 可 以 用 来 描述 实际 战斗 ,而 否定 的 回答 则 说 明 兰 彻 斯 特 的 
大 部 分 工作 是 有 问题 的 . 

正如 前 面 我 们 所 提 到 的 ,计算 两 支 相互 对 抗 的 部 队 的 战斗 有 效 系数 是 极其 
困难 的 .然而 ,只 要 知道 了 一 场 战斗 的 资料 ,常常 就 可 以 确定 a 和 的 适当 数 
值 ,硫黄 岛 之 役 就 属于 这 种 情况 . 

a 和 b 的 计算 .把 @ 的 第 二 个 方程 在 0 和 s 之 间 积分 ,得 到 


i 起 zx(od: 
于 是 


特别 是 , 令 ;= 36, 得 到 
sb = 和 如 =Y(36) 。_21 500 @ 


[36 36 
xa xi 
0 0 
人 的 有 端的 积分 可 以 用 黎 曼 和 来 近似 , 妈 
36 忆 
上 x(t)di 2 >)x(i) 


而 对 于 x{(i) ,我 们 代入 战斗 第 i 天 美国 军队 活着 的 人 数 .利用 莫 尔 豪 斯 提供 的 
数据 ,我 们 算出 5 的 值 


21500 
= 7037 000 = 0.0106 8B 


说 明 ”我 们 可 能 希望 在 @ 中 设 。 = 28, 因 为 在 这 一 天 美军 宣布 占领 了 硫 
黄 岛 ,以 后 只 有 一 些 零星 的 战斗 .然而 ,我 们 不 知道 y(28). 因此 ,这 里 我 们 只 好 
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取 = 36. 
其 次 ,把 @ 的 第 一 个 方程 在 : = 0 和 + = 28 之 间 积分 ,得 到 


z(28) =— of ya + [fC dt =- of yds + 73000 


在 战斗 的 第 28 天 美国 军队 活着 的 人 数 是 52 735. 因此 
_ 23000-52735 _ _20265_ @ 


ou ou 7Y(t)dt 


最 后 ,我 们 用 黎 曼 和 来 近似 @ 右 端 的 积分 , 即 
a 
PyCar 270) 
0 各 


而 用 70) = yo hs)dr 21 s00 -5a0)) 


来 带 近 y()). 同 样 ,我 们 用 战斗 第 i 天 美国 军队 活着 的 人 数 来 代替 x(i) .计算 结 
果 是 


20 265 
a = 377500 = 0.0544 四 


我 们 把 美国 军队 实际 活着 的 人 数 同方 程 @ 预测 的 数值 进行 了 对 比 .我 们 看 出 ， 
二 者 非常 接近 .这 就 说 明 , 兰 彻 斯 特 数学 模型 确实 能 够 用 来 描述 实际 战争 . 

说 明 ”我 们 采用 的 美国 军队 的 数字 包括 所 有 的 登陆 人 员 一 一 作战 部 队 和 
支援 部 队 . 因 此 ,我 们 计算 出 的 ce 和 的 值 应 当 解释 为 每 个 登陆 人 员 的 平均 的 
战斗 有 效 系数 . 


11. 政 治 与 数学 一 一 L.F. 理 查 硒 军备 竞赛 理论 


下 面 ,我 们 将 介绍 利用 微分 方程 理论 来 建立 军备 竞赛 的 数学 模型 ,以 此 来 
窥视 政治 中 数学 的 应 用 .政治 家 给 人 的 感觉 是 纵横 逝 交 ,指点 江山 ,勾心斗角 ， 
龙争虎斗 的 样子 , 跟 数 学 是 毫 不 搭界 的 .但 数学 是 如 此 强大 , 它 不 会 放 过 任何 一 
个 应 用 机 会 .利用 微分 方程 理论 ,我 们 可 以 来 建立 描述 两 国之 间 的 关系 的 数学 
模型 ,其 中 每 一 个 国家 都 决心 防御 对 方 可 能 发 动 的 进攻 . 每 一 个 国家 都 认为 这 
种 进攻 的 可 能 性 是 完全 现实 的 ,因而 有 充分 理由 按 对 方 准备 发 动 战争 的 程度 来 
作 戒 备 .我 们 的 数学 模型 的 根据 是 L.F. 理 查 森 的 工作 .这 项 研究 并 不 是 对 于 外 
国政 治 情况 做 出 科学 论述 ,也 并 不 预言 下 一 次 战争 在 哪 一 天 爆发 . 当然 ,这 显然 
是 不 可 能 的 .相反 ,这 只 是 要 说 明 不 断 思 索 着 的 人 们 将 会 怎样 采取 行动 .正如 理 
查 森 所 写 的 :为 什么 这 么 多 的 国家 勉 勉强 强 地 但 还 在 不 断 地 增加 他 们 的 军备 ， 
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就 好 像 他 们 无 意识 地 被 迫 这 样 去 做 昵 ?我 说 ,这 是 因为 他 们 遵循 着 他 们 的 一 成 
不 变 的 传统 和 他 们 的 机 械 的 本 能 ,也 是 因为 他 们 还 没有 在 理智 上 和 道义 上 做 出 
足够 的 努力 来 控制 这 种 局 势 .这 里 推导 出 的 方程 所 描述 的 过 程 不 能 认为 是 不 可 
避免 的 .但 是 ,如 果 人 允许 本 能 和 传统 不 受 限制 地 起 作用 的 话 , 那 么 就 会 发 生 这 种 
过 程 .” 

设 * = x(t) 表示 第 一 个 国家 ( 称 为 甲 方 ) 的 战争 潜力 或 军备 ;y = y(1) 表 
示 第 二 个 国家 ( 称 为 乙方 ) 的 战争 潜力 .x(1) 的 变化 率 显然 取决 于 乙方 的 军备 
7(4) ,以 及 甲 方 对 于 乙方 的 仇恨 程度 . 在 最 简单 的 数学 模型 中 ,我 们 分 别 用 yy 
和 g 来 表示 这 两 项 ,其 中 和 g 都 是 正 的 常数 ,这 两 项 使 得 x 增加 . 另 一 方面 , 军 


备 开支 对 于 至 起 着 抑制 的 作用 .我 们 用 - ax 来 表示 这 一 项 ,其 中 a 是正 的 党 


孝 . 同样 的 分 析 对 于 和 也 适用 .因此 ,x = x(t),y = y(1) 是 下 列 微 分 方程 组 的 


解 , 即 
dx 
d= ky-art+g 
4 ey 
P=-py+h 
说 明 ”数学 模型 @ 不 只 适用 于 两 个 国家 ,而 且 也 能 表示 两 个 军事 联盟 之 
间 的 关系 .例如 ,甲乙 双方 可 以 表示 第 一 次 世界 大 战 前 若干 年 的 法 俄 联盟 和 德 
奥 匈 联盟 . 
在 整个 历史 上 ,对 于 战争 的 起 因 , 一 直 存在 着 争论 .在 2 000 多 年 以 前 , 苏 西 
迪 底 斯 (Thucydides) 主张 :军备 引起 战争 . 在 叙述 伯 罗 奔 尼 撤 战争 时 , 他 写 道 ; 
“真正 的 但 未 明言 的 战争 起 因 , 我 相信 是 雅典 势力 的 增长 ,引起 斯 巴 达 人 的 恐 
惧 , 迫 使 他 们 发 动 战争 . ”第 一 次 世界 大 战 期 间 的 英国 外 交大 臣 格 雷 (E.Grey) 
移 成 这 种 观点 ,他 写 道 :“ 每 一 个 国家 增加 军备 都 是 为 了 使 自己 感到 强大 和 安 
全 ,但 实际 上 却 不 会 产生 这 些 效果 ,相反 ,增加 军备 的 结果 ,反而 会 引起 对 别 国 
力量 的 敏感 和 一 种 恺 惧 感 .欧洲 军备 的 巨大 增加 ,由 此 而 引起 的 不 安 和 恐惧 , 正 
是 这 些 原因 使 得 战争 不 可 避免 了 .这 就 是 对 于 世界 大 战 起 因 的 真正 的 和 最 后 的 
解释 .” 
另 一 方面 ,20 世 纪 30 年 代 英国 国会 议员 埃 默 里 (L.S.Amery) 则 激烈 地 反对 
这 种 观点 当众 议院 里 有 人 引述 格雷 先生 的 意见 时 , 埃 默 里 反 驱 道 :虽然 我 十 
分 崇敬 杰出 的 政治 家 的 遗 芳 , 但 我 相信 这 种 见解 是 完全 荒 诬 的 . 军备 只 是 欲望 
和 理想 的 冲突 的 象征 ,只 是 产生 战争 的 民族 主义 力量 的 象征 . 世界 大 战 之 所 以 
爆发 ,是 由 于 塞尔维亚 .意大利 ,罗马尼亚 热衷 于 把 当时 属于 奥地利 帝国 的 领土 
并 人 自己 的 版 图 ,而 奥 国政 府 则 绝 不 会 不 经 一 战 而 把 这 些 领土 轻易 让 人 . 至 于 
法 国 , 则 一 有 机 会 ,就 准备 致力 于 收复 阿尔 萨 斯 一 洛 林 . 世界 大 战 的 起 因 ,就 在 
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于 这 些 事实 ,就 在 于 这 些 不 可 调解 的 欲望 的 冲突 ,而 不 在 于 军备 本 身 .” 

方程 组 @D 把 两 种 相互 矛盾 的 理论 都 考虑 在 内 了 . 苏 西 迪 底 斯 和 格雷 会 把 
8 和 取得 远 小 于 k 和 i, 而 埃 默 里 则 会 把 kk 和 1 取得 远 小 于 g 和 天. 

方程 组 具有 几 个 重要 的 含意 . 假设 g 和 hh 都 是 零 ,这 时 ,x(1) = 0， 
Y(t) = 0 是 方程 组 @ 的 平衡 解 .这 就 是 说 ,如 果 x,y,g 和 h 同时 为 零 , 则 x(1) 
和 y(1) 将 永远 保持 为 零 .这 种 理想 的 情况 就 是 由 于 裁军 和 相互 和 解 而 达到 的 
持久 和 平 . 自 1817 年 以 来 在 加 拿 大 和 美国 的 边境 上 ,以 及 自 1905 年 以 来 在 挪威 
和 瑞典 的 边境 上 ,就 存在 这 种 情况 . 

这 些 方程 还 进一步 说 明 ,未 经 和 解 的 双方 裁军 是 不 会 持久 的 . 假设 在 某 个 


时 间 4 = lo, 和 y 同时 为 零 .这 时 ,和 = 8 和 = 有. 因此 ,如 果 g 和 有 是 正 数 ， 


则 x 和 y 不 会 保持 为 零 .相反 ,两 国都 将 重 整 军备 . 

单方 面 坟 军 相应 于 在 某 一 时 刻 令 y = 0, 这 时 ,9 = t+. 这 意味 着 ,如 果 
hh 或 x 是 正 数 , 则 yy 不 会 保持 为 零 .因此 ,单方 面 裁 军 绝 不 会 持久 .这 同 历史 事实 
是 一 致 的 :根据 凡尔赛 条 约 , 德 国 军队 削减 到 100 000 人 , 远 远 少 于 它们 儿 个 邻 
国 ,而 在 1933 ~ 1936 这 几 年 当中 ,德国 力主 张 重 整 军备. 

当 GD 中 “防御 ”项 占 优势 时 ,就 会 出 现 军备 竞赛 ,在 这 种 情况 下 


dz _ ,dr 
dr = yd = @ 


@ 的 每 一 个 解 都 具有 下 列 形 式 , 即 
x(1) = Ae + Be 


y(1) -1 (he - Be-V™) 

所 以 ,如 果 4 是 正 数 , 则 x(1) 和 y(14) 都 趋向 于 无 穷 大 .这 个 无 穷 大 可 以 解释 为 
战争 . 

方程 组 GD 并 不 完全 正确 ,因为 它 没有 考虑 到 甲 方 和 乙方 之 间 的 合作 或 贸 
易 的 影响. 正如 现在 我 们 看 到 的 ,国家 之 间 的 相互 合作 有 助 于 减少 它们 的 铠 惧 
和 怀疑 .我 们 通过 改变 x(1) 和 y(1) 的 意义 来 修正 上 述 模型 ; 设 变量 x(1) 和 
y(7) 代表 “威胁 " 减 去 合作". 具 体 地 说 , 设 x = U - Uo,y = V- Yo, 其 中 是 
甲 方 的 军事 预算 ,V 是 乙方 的 军事 预算 , Uo 是 甲 方向 乙方 出 口 货物 的 数量 ,Vo 
是 乙方 向 甲 方 出 口 货物 的 数量 .我们 注意 到 ,正如 军备 会 招致 更 多 的 军备 一 样 ， 
一 方 的 合作 也 会 引起 对 方 的 合作 . 此 外 ,由 于 考虑 到 合作 所 带 来 的 花费 ,各 国都 
有 前 减 合作 的 倾向 . 因此 ,方程 组 Q 仍然 可 以 描述 这 种 比较 普遍 的 情况 

方程 组 D 具有 唯一 的 平衡 解 , 即 
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如 果 ap - 及 z 0. 我 们 所 关心 的 是 确定 这 个 平衡 解 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 .为 
此 ,我 们 把 @ 定 成 下 列 形 式 


w= Aw+f 

a 0) 
Xo 
平衡 解 是 w= Wo = 加 


其 中 ,Awo + = 0, 令 z = w - wo, 我 们 得 到 

z=w= Aw+f = A(z+wo)+f = Az+Awo+f = Az 
显然 , 当 且 仅 当 z = 0 是 z = 4z 的 稳定 解 时 ,w = Aw + 了 的 平衡 解 w(!) = wo 
是 稳定 的 .为 了 确定 zx = 0 的 稳定 性 ,我 们 计算 


P(A) = da( a = M+(a+BA+taB-hl 
p(4) 的 根 是 


2 = =(e+8)+((a +B8) -408- KH))? _ 
a 最 


-~ (a +B)#+((a -~ B)+4k)'? 
2 


我 们 看 到 ,两 个 根 都 是 实数 并 且 不 等 于 零 .而 且 , 当 a8 - 从 > 0 时 ,两 个 根 都 是 
负 的 ; 当 a8 -内 < 0 时 ,一 个 根 是 正 的 .因此 ,z(t) = 0, 因 而 平衡 解 x(t) = xo， 
7(1) = yo, 当 ap - 内 > 0 时 是 稳定 的 , 当 ap8 - 尺 < 0 时 是 不 稳定 的 . 

现在 ,我 们 来 考虑 一 个 困难 的 问题 , 即 估计 系数 a,B,k,1,g 和 .显然 ,我 
们 无 法 测量 g 入 .但 是 ,有 可 能 得 到 a,B,k 和 1 的 合理 的 估 值 .注意 到 这 些 系 
数 的 单位 都 是 时 间 的 倒数 .物理 学 家 和 工程 师 把 a-! 和 8-! 称 为 松弛 时 间 ,因为 
如 果 y 和 g 都 恒 等 于 零 , 则 x(t) = e-*( -jx(10). 这 意味 着 ,x(t0 + a-1) = 
x(to)/e. 因 此 ,如 果 一 个 国家 对 于 其 他 国家 没有 仇恨 , 而 其 他 国家 又 都 没有 军 
备 ,a-! 就 是 这 个 国家 的 军备 减少 到 原来 的 2.718 分 之 一 所 需要 的 时 间 . 理 查 森 
估计 a-! 是 一 个 国家 议会 的 任期 .于 是 ,对 于 英国 来 说 ,a = 0.2, 因 为 英国 议会 
的 任期 是 5 年 . 

为 了 估计 和 1, 我 们 考虑 一 种 假设 的 情况 ,其 中 g = 0,y = ,于 是 
dx 


or - ax. 当 = 0 时 ,十 = yi/( 笃 ). 因 此 如 果 ,i 乙 方 军备 保持 不 变 ,i 不 存 


在 仇恨 ,证 军费 开支 不 会 使 四 方 军备 增长 速度 减缓 , 则 二 是 甲 方 赶 上 乙方 所 需 


要 的 时 间 . 现 在 ,我 们 来 考虑 1933 ~ 1936 年 德国 重 整 军备 的 情况 . 德国 重 整 军 
备 几乎 是 从 零 开 始 的 ,用 了 大 约 3 年 的 时 间 就 赶 上 了 它 的 邻 国 . 假设 a 的 减缓 
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效应 几乎 被 德国 人 的 强烈 仇恨 g 所 平衡 ,所 以 对 于 德国 ,我 们 取 上 = 0.3-! 年 . 
而 且 ,我 们 注意 到 :上 显然 同一 个 国家 具有 的 工业 数量 成 正比 .因此 ,对 于 工业 
能 力 只 有 德国 一 半 的 国家 来 说 ,k = 0.15, 而 对 于 工业 能 力 是 德国 3 倍 的 国家 来 
说 ,k = 0.9. 

现在 ,我 们 以 1909 ~ 1914 年 欧洲 军备 竞赛 的 情况 ,来 检验 我 们 的 数学 模 
型 .法 国 同 俄国 结盟 ,德国 和 奥 匈 帝国 结盟 . 意大利 与 英国 都 没有 同 哪 一 方面 明 
确 结盟 .因此 , 设 甲 方 代表 法 俄 联盟 ,乙方 代表 德 奥 匈 联盟 . 因为 这 两 个 联盟 实 
力 大 致 相等 ,所 以 我 们 取 k = 1, 又 因为 每 个 联盟 的 实力 大 致 是 德国 的 3 倍 ,所 


以 我 们 取 k = ! = 0.9, 我 们 还 假设 a = 8 = 0.2, 于 是 
dx 
d=- + +g 
3 @ 
和 =hkx-ay+h 
方程 @ 具有 唯一 的 平衡 解 
kh+ag kg+ah 
ni ei 


这 种 平衡 解 是 不 稳定 的 ,因为 
aB -HM=al-k=0.04-0.81=-0.77 

当然 ,这 同 历史 事实 是 一 致 的 ,这 两 个 联盟 终于 走向 战争 ， 

我 们 建立 的 数学 模型 是 很 粗糙 的 ,因为 其 中 假设 仇恨 g 和 h 都 不 随时 间 变 
化 .显然 ,这 是 不 正确 的 .仇恨 g 和 六 甚至 不 是 时 间 的 连续 函数 ,因为 二 者 可 能 
同时 大 幅度 地 突变 (但 是 ,假设 g 和 h 在 长 期 内 相对 地 不 变 , 还 是 可 靠 的 ). 尽 管 
如 此 ,方程 组 @ 仍然 能 够 很 精确 地 描述 第 一 次 世界 大 战 前 的 军备 竞赛 情况 .为 
了 说 明 这 一 点 ,我 们 把 @ 的 两 个 方程 加 在 一 起 ,得 到 


B+)) = (ae 人 re @ 


据 前 述 ,x = U - Uo 和 y = V- Vo, 其 中 ,VU 和 V 是 两 个 联盟 的 军事 预算 ,Uo 和 
Vo 是 每 一 个 联盟 向 对 方 出 口 货物 的 数量 . 因此 


UD ko) vv (0 nn- -Ft+ wo))) 
© 
两 个 联盟 的 军事 预算 见 表 6. 


我 们 可 以 表示 出 了 U + Vy 的 年 增加 量 同 相应 的 两 年 内 U + V 的 平均 值 之 间 
的 关系 . 
A(U+V) =0.73(U+V-19%4) © 
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表 6 军事 预算 单位 : 百 万 英 磅 

1909 年 。 1910 年。 1911 年 1912 年 1913 年 

法 国 48.6 50.9 57.1 63.2 74.7 

俄国 66.7 68.5 70.7 81.8 92.0 

德国 63.1 62.0 62.5 68.2 95.4 

奥 匈 帝国 20.8 23.4 24.6 25.5 26.9 

总 局 + 了 199.2 204.8 214.9 238.7 289.0 
ACU+ V) 5.6 10.1 23.8 50.3 


同一 时 期 的 U+V | 202.0 209.8 226.8 263.8 


最 后 ,我 们 由 @ 看 到 :如 果 U+ 大 于 194 百 万 英镑 , 则 两 个 联盟 的 总 的 军 
事 预 算 将 会 增加 ;否则 ,将 会 减少 .事实 上 ,在 1909 年 ,两 个 联盟 的 军事 预算 为 
199.2 百 万 英镑 ,而 两 个 联盟 之 间 的 贸易 总 额 只 有 171.8 百 万 英镑 .因此 ,军备 
竞赛 开始 了 ,并 最 终 导致 第 一 次 世界 大 战 的 暴发 . 


12. 本 内 强 食 , 送 者 生存 
一 一 群体 生物 学 中 的 竞争 排斥 原理 


在 自然 界 里 我 们 常常 会 看 到 这 种 现象 :两 种 相似 的 生物 之 间 为 了 争夺 有 限 
的 同样 食物 来 源 和 生活 空间 而 进行 着 的 生存 斗争 ,斗争 直到 其 中 一 种 生物 完全 
绝 灭 时 才 会 结束 ,这 种 现象 称 为 “竞争 排斥 原 理 ”. 达尔文 在 1859 年 第 一 次 以 略 
有 不 同 的 方式 说 明了 这 个 原理 . 他 在 “自然 选择 和 物种 起 源 ” 一 文中 写 道 :“ 因 
为 同属 的 生物 在 习性 、 素 质 特别 是 构造 方面 通常 (虽然 并 不 一 定 ) 具有 很 多 的 
相似 性 ,所 以 ,如 果 处 于 相互 竞争 的 状态 时 , 则 他 们 之 间 的 斗争 比 不 同属 的 生物 
之 间 的 斗争 更 为 激烈 .” 

在 生物 学 上 ,对 于 竞争 排斥 原理 有 一 种 非常 有 趣 的 解释 . 这 种 理论 的 根据 
是 所 谓 “ 小 生境 (niche)” 的 概念 .小 生境 指 的 是 某 种 生物 在 群落 (community) 中 
占有 的 地 位 , 即 这 种 生物 的 习性 ,食物 和 生活 方式 是 怎样 的 . 人 们 已 经 观察 到 : 
作为 竞争 的 结果 ,两 种 相似 的 生物 很 少 占 有 相同 的 小 生境 .相反 ,每 一 种 生物 所 
占有 的 那些 类 型 的 食物 和 生活 方式 ,使 得 它 优越 于 它 的 竞争 者 . 如 果 两 种 生物 
倾向 于 占有 相同 小 生境 的 话 .那么 它们 之 间 的 生存 斗争 就 会 非常 强烈 ,结果 较 
弱 的 一 种 生物 就 会 绝 灭 . 

栖 居 在 黑海 的 乔 里 尔 加 什 岛 上 的 燕 鸥 群 就 是 一 个 很 好 的 例证 . 燕 鸭 群 是 由 
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四 种 不 同 的 燕 鸥 组 成 的 :三 明治 燕 鸣 .普通 燕 鸥 . 黑 咏 燕 网 和 小 燕 网 . 这 四 种 燕 
网 联合 起 来 赶 走 了 它们 的 敌人 .但 是 , 当 我 们 注意 到 它们 的 砚 食 方式 时 , 则 会 发 
现 它们 之 间 存 在 着 明显 的 差别 .三 明治 燕 鸥 飞 过 宽阔 的 海面 到 远方 所 取 某 种 鱼 
类 ,而 黑 咏 燕 鸣 却 专门 在 陆地 上 喝 食 . 另 一 方面 ,普通 燕 哆 和 小 燕 网 在 海 岩 附近 
捕 鱼 . 当 它们 飞 着 看 到 鱼 时 ,立即 潜入 水 中 把 鱼 所 住 .小 燕 鸥 在 浅水 的 海滩 上 捕 
鱼 , 而 普通 燕 鸣 则 在 离 海 岸 稍 远 的 地 方 捕 鱼 .这 样 ,共同 生活 在 同一 个 小 岛 上 的 
这 四 种 相似 的 燕 鸥 ,在 选择 和 摆 取 食物 方面 是 有 很 大 差别 的 . 每 一 种 燕 网 占有 
的 小 生境 ,使 它们 明显 地 优越 于 其 竞争 者 . 

在 这 一 节 ,我们 给 出 竞争 排斥 定律 的 严格 的 数学 证 明 . 证 明 是 这 样 来 进行 : 
首先 推导 出 两 种 相似 的 生物 相互 作用 所 遵循 的 微分 方程 组 ,然后 证 明 这 个 方程 
组 的 每 一 个 解 都 趋 于 平衡 状态 ,而 在 平衡 状态 时 一 种 生物 已 经 绝 灭 . 

在 建立 两 种 相互 竞争 的 生物 之 间 的 生存 斗争 的 数学 模型 时 ,我 们 有 必要 再 
来 回顾 一 下 生物 总 数 增长 的 统计 规律 , 即 


~ = aN - bN? O 


单独 一 种 生物 (这 种 生物 成 员 本 身 之 间 为 了 有 限 数量 的 食物 和 生活 空间 而 进行 
着 竞争 ) 的 总 数 N(t) 的 增长 情况 遵循 这 个 方程 .我 们 知道 : 当 : 趋 于 无 穷 大 时 ， 
N(+) 趋 于 极限 值 K = 全 .这 个 极限 值 可 以 看 做 为 生活 环境 所 能 维持 的 这 种 生 
物 的 最 大 总 数 . 通过 天 ,统计 规律 能 够 改写 为 
dy » Ny KN 
oN(1- SN)= on(1- R)= an( aL) @ 
方程 @ 具有 下 述 有 趣 的 解释 . 当 总 数 N 很 低 时 , 它 的 增长 服从 马尔 萨 斯 定 


on 


ay 一 项 称 为 该 物种 的 “生物 潜能 (biotic potential)”. 它 是 在 理想 条 件 下 的 生物 
的 潜在 增长 率 ,如 果 在 食物 和 生活 空间 方面 不 受 限制 ,而 生物 的 各 个 成 员 都 不 
排泄 有 毒 的 废物 时 ,这 个 增长 率 就 会 实现 . 但是, 当 生物 总 数 增加 时 , 生物 潜能 
就 会 依 因子 (K - N)/K 而 碱 小 ,这 个 因子 是 生活 环境 中 仍然 空 着 的 位 置 的 相对 
数目 .生态 学 家 把 这 个 因子 称 为 增长 的 环境 阻力 (environmental resistance). 

现在 , 设 Ni(+) 和 Nz(t) 分别 是 生物 1 和 2 在 时 间 4 的 总 数 .而 且 , 设 Kl 和 
Ks 是 生活 环境 所 能 维持 的 生物 1 和 2 的 最 大 总 数 ,al Ni 和 a,N, 是 生物 1 和 2 的 
生物 潜能 .这 时 ,Ni(1) 和 N,(1) 满足 微分 方程 组 
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dN (# -No- ~) 
er oY ee 
dt Ki 
@ 


Ce 
其 中 ,m2 是 占据 第 一 种 生物 的 位 置 的 第 二 种 生物 成 员 的 总 数 , mi 是 占据 第 二 
种 生物 的 位 置 的 第 一 种 生物 成 员 的 总 数 . 初 看 起 来 ,似乎 有 m2 = Ns, mi = Ni. 
然而 ,一 般 来 说 不 是 这 样 ,因为 两 种 生物 以 相同 方式 利用 环境 的 情况 是 很 少见 
的 .个 数 相等 的 生物 1 和 生物 2 所 消耗 的 食物 、 所 占据 的 生活 空间 和 所 排泄 的 化 
学 成 分 相同 的 废物 ,一 般 来 说 ,数量 并 不 相等 . 一 般 来 说 ,我 们 必须 设 mz = aN; 
和 mi = BN1, 其 中 a 和 都 是 常数 ,常数 和 8 表明 一 种 生物 对 另 一 种 生物 影 
响 的 程度 ,如 果 两 种 生物 之 间 并 没有 不 可 调和 的 利害 关系 ,它们 占有 独立 的 小 
生境 ,那么 a 和 都 是 零 . 如 果 两 种 生物 要 求 同 样 的 小 生境 ,并 且 是 非常 相似 
的 , 则 < 和 B 都 接近 于 1; 另 一 方面 ,如 果 说 一 种 生物 ,譬如 说 生物 2, 利用 环境 非 
常 浪费 ,也 就 是 说 , 它 消耗 大 量 的 食物 ,或 者 排泄 毒性 很 大 的 废物 ,那么 一 个 生 
物 2 的 成 员 就 会 占据 许多 个 生物 1 的 成 员 的 位 置 . 因此 ,在 这 种 情况 下 ,系数 a 
是 很 大 的 . 

现在 ,我 们 仅 限于 考虑 两 种 生物 非常 相似 而 要 求 同 样 的 小 生境 的 情况 .这 
时 ,a = 8 = 1,Ni(t) 和 N2(1) 满足 微分 方程 组 


dN! Ki-N-N 

de = uN Ki ) @ 
dN (和) 

0 及 


在 这 种 情况 下 ,我 们 可 以 预料 生物 1 和 生物 2 之 间 的 生存 斗争 是 很 强烈 的 ,结果 
-种 生物 完全 绝 灭 .现在 ,我 们 来 证 明 事实 上 的 确 如 此 . 

竞争 排斥 原理 ”假设 Ki 大 于 K,. 于 是 , 当 1 趋向 于 无 穷 大 时 ,@ 的 每 一 个 
解 Ni(4),N2(1) 都 趋向 于 平衡 解 Ni = Ki,N, = Kz. 换 句 话 说 ,如 果 生物 1 和 生 
物 2 非 常 相似 ,而 生活 环境 所 能 维持 的 生物 1 的 数目 比 生物 2 的 数目 多 , 则 生物 
2 最 终 将 会 绝 灭 . 


13. 扩 人 问题 ;为 什么 第 一 关 世 界 大 战 期 间 丰 地 中 
洲 模 拷 的 复 鱼 的 百分比 会 戏剧 性 地 增加 


20 世纪 20 年 代 , 意 大 利生 物 学 家 棣 安 考 纳 (U.D.Ancona) 曾 研究 过 相互 制 
约 的 各 种 鱼 类 总 数 变化 的 情况 . 在 研究 过 程 中 ,他 无 意 中 发 现 了 第 一 次 世界 大 
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战 那些 年 地 中 海 各 港口 所 获 各 种 鱼 类 占 总 量 的 百分比 的 资料 .特别 是 ,他 发 现 
了 各 种 软骨 掠 肉 鱼 ( 获 鱼 鳄鱼. 鸥 鱼 等 ) 所 占 总 渔 获 量 的 百分比 ,这 些 鱼 并 不 
是 很 理想 的 食用 鱼 .在 1914 ~ 1923 年 期 间 , 意 大 利息 姆 (Finme) 港 收 购 的 软骨 
掠 肉 鱼 所 占 比例 如 下 


1914 年 |1915 年 |1916 年 |1917 年 |1918 年 |1919 年 |1920 年 |1921 年 |1922 年 |1923 年 
11.9% |21.4% |22.1% |21.29% |36.4% |27.3% |16.0% |15.9% |14.8%|10.7% 


使 得 棣 安 考 纳 感 到 惊异 的 是 : 在 战争 时 期 ,软骨 掠 肉 鱼 的 百分比 急剧 增 
加 .显然 ,他 认为 掠 肉 鱼 百分比 的 增加 是 由 于 这 一 时 期 的 捕 鱼 量 大 大 降低 了 .但 
是 , 渔 获 量 对 于 各 种 鱼 类 总 数 的 影响 又 如 何 呢 ? 这 个 问题 的 答案 是 棣 安 考 纳 非 
常 关心 的 ,因为 他 正在 研究 生物 之 间 为 生存 而 进行 的 斗争 . 这 个 问题 的 答案 同 
渔业 也 有 关系 ,因为 它 对 于 应 当 用 什么 方式 捕 鱼 也 有 明显 的 意义 . 

软骨 鱼 同 食用 鱼 之 间 的 区 别 是 :软骨 鱼 是 掠夺 者 ,而 食用 鱼 则 是 它们 的 “ 活 
点 心 ”; 软 骨 鱼 依靠 它们 所 处 环境 中 的 食用 鱼 而 生活 . 起初, 棣 安 考 纳 认为 战争 
时 期 软骨 鱼 比例 增加 的 原因 就 在 于 此 .因为 ,这 一 时 期 捕 鱼 量 大 大 降低 了 ,所 以 
软骨 鱼 可 以 得 到 更 多 的 食物 ,于 是 它们 迅速 地 繁殖 起 来 了 . 然而 ,这 种 解释 还 没 
有 完全 说 明 问题 ,因为 战争 时 期 食用 鱼 的 总 数 也 增加 了 . 棣 安 考 纳 的 理论 只 是 
说 明 : 当 捕 鱼 量 降 低 时 软骨 鱼 的 数目 将 会 增加 ;但 是 还 没有 解释 为 什么 捕 鱼 量 
的 降低 对 于 软骨 鱼 比 对 于 食用 鱼 更 为 有 利 . 

对 于 这 种 现象 , 棣 安 考 纳 从 生物 学 上 进行 了 周密 的 考虑 ,然而 未 能 得 到 解 
释 , 于 是 他 去 找 他 的 同事 后 来 成 为 他 女婿 的 著名 意大利 数学 家 伏 尔 泰 拉 (V， 
Volterra) ,希望 伏 尔 泰 拉 能 够 建立 一 个 关于 软骨 鱼 及 其 食物 一 一 食用 鱼 生 长 情 
况 的 数学 模型 ,并 且 和 希望 这 个 数学 模型 能 够 回答 他 的 问题 . 伏 尔 泰 拉 开始 分 析 
这 个 问题 ,首先 他 把 所 有 的 鱼 分 为 两 类 :食用 鱼 和 掠 肉 鱼 ,前 者 总 数 为 x(1) ,后 
者 总 数 为 y(1). 这 时 ,他 认为 食用 鱼 本 身 对 于 食物 的 竞争 并 不 强烈 ,因为 食物 
很 丰富 , 鱼 的 数目 并 不 稠密 .因此 ,如 果 不 存 在 掠 肉 鱼 的 话 , 食 用 鱼 的 生长 应 当 
遵循 马尔 萨 斯 生物 总 数 增长 定律 x = ax, 其 中 a 是 某 个 正 的 常数 . 其次, 伏 尔 
泰 拉 认 为 ,单位 时 间 内 掠 肉 鱼 和 食用 鱼 相 遇 的 次 数 为 bxy ,其 中 6b 是 某 个 正 的 党 
数 .因此 ,x = ar - bxy. 类 似 地 , 伏 尔 泰 拉 认 为 掠 肉 鱼 的 自然 减少 率 同 它们 存在 
的 数目 y 成 正比 , 即 为 - cy, 而 自然 增加 率 则 同 它们 存在 的 数目 y 及 其 食 
物 一 一 食用 鱼 的 数目 x 成 正比 , 即 为 dxy. 于 是 得 到 


O 


方程 组 就 是 当 不 存在 渔业 活动 时 掠 肉 鱼 和 食用 鱼 相互 影响 所 遵循 的 方 
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程 组 .我 们 来 仔细 地 分 析 这 个 方程 组 ,并 且 导 出 关于 其 解 的 几 个 有 趣 的 性 质 . 然 
后 ,我 们 再 来 考虑 渔业 活动 对 于 这 个 数学 模型 的 影响 ,并 且说 明 为 什么 捕 鱼 量 
的 降低 对 于 掠 肉 鱼 比 对 于 食用 鱼 更 为 有 利 . 事实 上 ,我 们 将 得 到 一 个 很 奇怪 的 
结果 : 捕 鱼 量 的 降低 实际 上 对 于 食用 鱼 是 有 害 的 . 


首先 注意 到 :方程 组 具有 两 个 平衡 解 x(1) = 0,y(t) = 0 和 x(1) = 半 ， 


7(b = 卫 … 当 然 ,第 一 个 平衡 解 对 于 我 们 来 说 是 没有 意义 的 .这 个 方程 组 还 有 
一 族 解 x(1) = xoe*,y(t) = 0 和 x(1) = 0,y(t) = yoe-“. 因 此 ,x 轴 和 y 轴 都 
是 @D 的 轨迹 .这 意味 着 :GD 中 当 : = to 时 由 第 一 象限 x > 0,y > 0 出 发 的 每 一 
个 解 x(t),y(t) ,在 以 后 一 切 时 间 : > to 都 保持 在 第 一 象限 内 . 
当 x,y #0 时 ,@ 的 轨迹 是 一 阶 方程 
dy _ ~oy+dry 7Y(-c+dy) 


way) © 
的 解 曲线 .这 个 方程 是 可 分 离 变 量 的 方程 ,因为 我 们 可 以 把 它 改写 成 
a-W .dy -二 c+dz 
y ‘dr™ x 
于 是 得 到 alny- by+clnx—-dx= kl 
其 中 ,上 是 某 一 常数 . 取 这 个 方程 两 端的 指数 函数 ,得 到 
基 : 基 -4 @ 


其 中 ,k 是 某 一 常数 . 
因此 ,Q 的 轨迹 是 由 @ 定义 的 曲线 族 ,我 们 可 以 证 明 这 些 曲 线 是 封闭 的 . 
现在 , 棣 安 考 纳 所 用 的 数据 实际 上 是 掠 肉 鱼 的 百分比 在 每 一 年 中 的 平均 
值 .因此 , 为 了 把 这 些 数据 同方 程 组 的 结果 进行 比较 ,对 于 @ 的 任何 解 
x(t) ,7(t) ,我 们 必须 算出 x(4) 和 y(t) 的 “平均 值 ”值得 注意 的 是 ,即使 还 没 
有 准确 地 求 得 x(!) 和 y(1) ,我 们 仍然 能 够 算出 这 些 平均 值 .下 面 已 被 证 明 的 


定理 设 x(t),y(t) 是 GD 的 周期 解 ,其 周期 7 > 0.x 和 y 的 平均 值 定义 
为 


5 时 和 i 1 7 
EE ## sode7 = 划 yod: 


其 中 ,x = 1 = 卫 - 换 句 话说 ,x(4) 和 y(1) 的 平均 值 是 平衡 解 . 

现在 ,我 们 准备 考虑 渔业 对 于 上 述 数学 模型 的 影响 . 注意 到 渔业 使 得 食用 
鱼 总 数 以 速率 ex(1) 减少 ,而 使 得 掠 肉 鱼 的 总 数 以 速率 ey(1) 减少 .常数 = 反映 
渔业 的 水 平 , 即 反映 了 海上 的 渔船 数 和 下 水 的 网 数 . 因此 ,真实 的 状态 由 下 列 修 
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正 的 微分 方程 组 来 描述 , 即 


dE or bay ~ ex = (0 -6)# ~ bry 


= -cy+dry-ey=-(c+e)y+dry 


这 个 方程 组 同 完全 一 样 ( 当 a - es > 0 时 ), 只 是 其 中 a 换 成 a。- 6, 而 c 换 成 
c + .因此 ,现在 x(t) 和 y(:) 的 平均 值 是 
一 ete— G-e @ 


@ 


结果 ,平均 说 来 ,中 等 捕 鱼 量 (e < a) 实际 上 会 增加 食用 鱼 的 数目 ,而 减少 掠 肉 
鱼 的 数目 .相反 , 捕 鱼 量 的 降低 ,平均 说 来 ,会 增加 掠 肉 鱼 的 数目 ,而 减少 食用 鱼 
的 数目 .这 个 值得 注意 的 结果 称 为 伏 尔 泰 拉 原 理 , 它 解释 了 棣 安 考 纳 的 数据 ,并 
且 完 全 回答 了 我 们 提出 的 问题 . 

伏 尔 泰 拉 原 理 在 杀 虫 剂 施用 方面 有 着 独特 的 应 用 . 杀 虫 剂 不 但 可 以 杀 死 害 
虫 ,同时 也 可 以 杀 死 吃 害虫 的 昆虫 .这 意味 着 :使 用 杀 虫 剂 实际 上 会 使 得 受 别 的 
吃 害虫 的 昆虫 所 控制 的 那些 昆虫 的 总 数 增加 . 一 个 著名 的 例证 就 是 吹 棉 及 
(Icerya purchasi). 这 种 昆虫 在 1968 年 偶然 从 澳洲 传人 美国 以 后 ,严重 地 威胁 着 
美国 的 柑橘 工业 . 因此 , 人 们 又 引入 了 它 的 澳洲 天 敌 一 一 澳洲 标 虫 (Novius 
Cardinalis) ,这 种 甲虫 使 得 吹 棉 脐 减少 到 很 低 的 程度 . 后 来 发 明了 滴滴涕 ,园艺 
家 们 使 用 它 以 期 进一步 减少 吹 棉 娘 .然而 , 同 伏 尔 泰 拉 原 理 相 一 致 ,使 用 滴滴涕 
的 结果 反而 使 得 吹 棉 娘 的 数目 增加 了 . 

十 分 奇怪 ,许多 生态 学 家 和 生物 学 家 不 肯 承 认 伏 尔 泰 拉 的 数学 模型 是 正确 
的 .他 们 指出 :由 伏 尔 泰 拉 的 数学 模型 所 推出 的 起 伏 性 ,在 大 多 数 掠 俘 系统 中 是 
观察 不 到 的 .相反 , 随 着 时 间 的 增加 ,大 多 数 掠 俘 系 统 都 趋向 于 平衡 状态 . 我 们 
对 于 这 种 批评 的 回答 是 :微分 方程 组 并 不 准备 作为 一 般 的 掠 分 系统 的 数学 
模型 ,这 是 因为 ,食用 鱼 或 掠 肉 鱼 本 身 之 间 为 了 得 到 所 需 的 食物 而 进行 的 竞争 
并 不 强烈 , 掠 俘 系 统 的 比较 一 般 的 数学 模型 是 微分 方程 组 


ee 
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这 里 ,ex? 项 反映 了 被 掠夺 者 + 本 身 为 了 外 界 存在 的 有 限 食物 而 进行 的 竞争 ， 
万 ”项 反映 了 掠夺 者 y 本 身 为 了 数目 有 限 的 食物 (被 掠夺 者 ) 而 进行 的 竞争 .一 


般 说 来 ,方程 组 @ 的 解 不 是 周期 的 .我 们 可 以 证 明 :如 果子 大 于 2 , 则 @ 的 满 
足 初始 条 件 x(0) > 0,y(0) > 0 的 所 有 解 x(1),y(1) 最 终 都 趋向 于 平衡 解 + = 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


426 


From Pythagoras To Wiles 


全 ， y = 0. 在 这 种 情况 下 ,掠夺 者 将 会 绝 灭 ,因为 它们 所 能 得 到 的 食物 不 能 满足 


它们 的 需要 . 

更 使 人 奇怪 的 是 :有 些 生 态 学 家 和 生物 学 家 甚至 不 肯 承 认 比较 一 般 的 数学 
模型 @ 是 正确 的 .作为 一 个 反例 ,他 们 引证 生物 数学 家 高 会 (G.F.Gause) 的 试 
验 , 在 这 些 试验 中 , 生物 总 数 是 由 两 种 原生 动物 组 成 的 , 其 中 一 种 原生 动 
物 一 一 双环 梢 毛虫 吞 吃 另 一 种 原生 动物 一 一 大 草 履 虫 . 在 高 合 的 所 有 试验 
中 ,双环 覃 毛虫 很 快 吃 光 大 草 履 虫 ,然后 饿 死 . 因 为 @ 的 满足 条 件 x(0)7Y(0) 天 
0 的 任何 解 在 有 限时 间 内 都 不 能 达到 x = 0 或 y = 0. 

我 们 对 于 这 些 批评 的 回答 是 :双环 毛 虫 是 一 种 特殊 的 、 非 典型 的 掠夺 者 . 
一 方面 ,它们 是 凶残 的 攻击 者 ,需要 大 量 的 食物 ;一 个 双环 榜 毛 虫 每 3 小 时 需要 
一 个 活 的 大 草 履 虫 . 另 一 方面 ,双环 档 毛 虫 不 会 因 大 草 履 虫 供应 不 足 而 立即 绝 
灭 .它们 继续 繁殖 ,但 产生 的 后 代 体型 较 小 .因此 ,方程 组 @ 不 能 精确 地 描述 大 
草 履 虫 和 双环 林 虫 系统 .在 这 种 情况 下 , 较 好 的 数学 模型 是 微 方程 组 


de _ dr _ dxy,x 天 0 
划 - OO 
我 们 能 够 证 明 :方程 组 @ 满足 条 件 x(0) > 0,y(0) > 0 的 每 一 个 解 x(1),y(1) 


都 会 在 有 限时 间 内 达到 x = 0. 这 同 存在 和 唯一 性 定理 并 不 矛盾 ,因为 函数 


g(x,7) = | 
-cx%=0 
在 x = 0 处 不 存在 对 于 x 或 y 的 偏 导 数 . 

最 后 ,我 们 指出 ,在 自然 界 存在 这 样 一 些 掠 俘 系统 ,它们 不 能 用 任何 常 微分 
方程 组 来 描述 . 当 被 掠夺 者 能 够 获得 掠夺 者 无 法 进入 的 避难 所 时 ,就 会 出 现 这 
种 情况 .这 时 ,我 们 不 可 能 对 于 掠夺 者 和 被 掠夺 者 未 来 的 数目 做 出 任何 确定 的 
描述 ,因为 我 们 不 能 预先 指出 有 多 少 被 掠夺 者 安全 地 躲 在 它们 的 避难 所 里 . 换 
句 话说 ,这 种 过 程 是 随机 的 ,而 不 是 确定 的 ,所 以 不 能 用 常 微分 方程 组 来 描述 . 
这 一 点 在 高 舍 的 著名 试验 中 直接 得 到 了 证 明 .他 取 30 个 同样 的 试管 ,在 每 一 个 
试管 中 放 入 5 个 大 草 履 虫 和 3 个 双环 楷 毛 虫 ,并 且 为 大 草 履 虫 提供 一 个 答 避 双 
环 檬 毛虫 的 避难 所 .两 天 以 后 ,他 发 现 有 4 个 试管 双环 檬 虫 都 已 饿 死 了 ,而 在 其 
余 26 个 试管 里 两 种 原生 动物 总 数 则 分 别 包含 2 至 38 个 大 草 履 虫 . 

数学 是 有 用 的 ,数学 家 也 是 可 以 创造 利润 的 . 著名 的 微软 公司 已 经 开始 投 
资 于 数学 家 ,从 1997 年 开始 ,微软 研究 部 的 理论 组 开始 吸引 包括 著名 的 菲 尔 兹 
奖 得 主 费 德 曼 (Michael Freedman,1996 年 获奖 者 ) 和 著名 的 图 论 专家 凯 姆 
(Jeong Han Kim), 后 者 曾 获 美国 数学 会 和 数学 程序 协会 联合 颁发 的 1997 年 度 
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的 Fulkerson( 富 尔 克 森 ) 奖 . 凯 姆 的 一 番 谈 话 可 以 用 来 结束 本 章 , 他 说 :我 不 敢 
说 ,5 年 内 我 将 发 明 某 些 东西 ,但 我 将 不 断 研 究 ,肯定 会 取得 某 些 成 果 …… 如 果 
我 发 现 真理 ,真理 最 终 将 会 是 有 用 的 .” 
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重 振 数 学 大 国 的 雄风 


证 居士 可 


1990 年 第 5 期 (科学 》 杂 志 上 发 表 了 我 国 代数 数论 专 
家 陆 洪 文 的 文章 ,在 文中 他 分 析 了 为 什么 中 国 数学 家 没 能 在 费 
马 大 定理 研究 上 占有 一 席 之 地 的 原因 . 

其 实 , 我 国 很 早 就 开始 重视 费 马 大 定理 的 研究 ,我 国 (科学 》 
杂志 早 在 1918 年 第 5 期 上 就 有 周 美 权 介绍 费 马 大 定理 的 文章 
发 表 , 题 为 世界 最 大 悬赏 之 数学 问题 》 

应 该 说 ,我 国 开始 攻克 费 马 大 定理 实际 是 在 20 世纪 50 年 
代 初 , 那 时 华罗庚 刚刚 回国 .他 组 织 了 两 个 讨论 班 ,其 中 一 个 是 
为 攻克 费 马 大 定理 做 准备 工作 的 .但 由 于 受到 政治 运动 的 冲击 ， 
队伍 被 打 散 ,一 切 又 得 从 头 开 始 .俗话 说 “十 年 树木 ,百年 树 人 ”， 
一 支 高 素质 的 队伍 的 建立 绝 非 一 朝 一 夕 ,其 至 是 不 可 重建 的 . 当 
然 这 是 就 事 论 事 的 微观 解释 ,如 果 把 这 个 问题 放 到 时 间 ( 历 史 )、 
空间 (世界 ) 这 两 大 系统 内 考查 ,又 会 有 新 的 认识 . 

数学 作为 社会 与 人 类 文明 这 个 巨大 系统 中 的 一 个 子 系统 ， 
它 的 兴盛 与 衰微 绝 不 是 一 个 简单 的 问题 .要 回答 这 个 难 解 之 谜 ， 
不 仅 要 考虑 数学 子 系统 本 身 的 特点 及 运行 方式 ,更 要 考虑 到 整 
个 系统 的 运行 ,此 外 还 要 考查 各 子 系统 间 的 相互 作用 与 相互 影 
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响 , 所 以 我 们 先 从 文明 的 结构 谈 起 . 

文明 ,从 广泛 的 意义 上 讲 指 的 是 人 类 的 文化 . 

文明 ,包括 精神 文明 和 物质 文明 .物质 文明 是 精神 文明 的 物质 载体 ,同时 又 
对 精神 文明 的 发 展 起 到 重要 作用 .精神 文明 ,在 一 定 意义 上 是 人 类 思维 活动 的 
产物 ,没有 人 类 的 思维 ,没有 人 类 的 思维 能 力 ,是 不 会 有 什么 文明 的 . 

文明 是 有 结构 的 ,这 指 的 是 ; 

(了 DD) 宗教 伦理 ,数学 和 自然 科学 文学 艺术 、 工 程 技 术 . 哲 学 政治. 经济、 法 
律 等 文明 组 成 部 分 

(2) 其 各 个 组 成 部 分 在 整个 文明 中 各 有 其 特殊 的 、 具 体 的 地 位 . 

(3) 其 各 个 组 成 部 分 之 间 的 相互 关系 也 是 具体 的 .这 些 “ 组 成 “地 位 "和 
“关系 "就 是 文明 的 结构 .文明 的 结构 又 是 不 断 变化 的 . 正 因为 如 此 ,文明 既 有 其 
民族 性 ,又 有 其 时 代 性 . 

数学 的 素质 和 数学 在 某 文明 中 的 地 位 会 影响 该 文明 在 世界 文明 中 的 地 位 
从 泰勒 斯 到 毕 达 哥 拉 斯 ,再 到 柏拉图 ,都 充分 认识 到 数学 的 作用 .柏拉图 认为 : 
作为 一 个 统治 者 ,为 了 很 好 地 认识 自己 在 所 生活 的 那个 多 变 的 现象 世界 中 的 处 
境 , 应 该 学 习 数 学 .这 是 对 数学 在 文明 中 的 地 位 的 最 高 评价 .希腊 数学 是 很 有 特 
色 的 ,有 一 位 数学 史 专 家 把 希腊 数学 与 印度 数学 相 比较 后 ,指出 ， 

(1) 在 希腊 人 那里 ,数学 取得 了 独立 的 地 位 ,并 且 是 为 了 数学 本 身 的 发 展 而 
被 研究 ,而 印度 的 数学 却 只 不 过 是 天 文学 的 侍女 ; 

《2) 希 腊 数 学 是 大 众 的 ,而 印度 数学 是 少数 精英 的 ,在 希腊 ,数学 的 大 门 是 
对 任何 一 个 认真 地 研究 它 的 人 敞开 的 ,在 印度 ,数学 教育 几乎 完全 属于 僧 介 ; 

(3) 和 希腊 数学 是 理论 的 ,而 印度 数学 是 实践 的 ,希腊 人 对 几何 学 有 卓越 的 页 
献 , 但 对 计算 工作 则 不 大 认真 ,印度 人 却 是 有 才能 的 计算 家 和 拙劣 的 几何 学 者 ; 

(4) 和 希腊 数学 是 逻辑 的 ,而 印度 数学 是 直觉 的 ,希腊 人 的 著作 在 表述 上 力求 
清楚 和 合 平 逻 辑 ,印度 人 的 著作 却 常 被 模糊 不 清和 神秘 的 语言 所 笼罩 ; 

(5) 和 希腊 数学 荐 严格 的 ,而 印度 数学 是 经 验 的 ,希腊 数学 的 一 个 显著 特征 是 
主张 严格 证 明 ,而 印度 数学 则 或 多 或 少 是 经 验 的 ,很 少 给 出 证 明和 推导 ; 

(6) 希 腊 数学 具有 美学 标准 ,而 印度 数学 缺少 这 种 标准 ,希腊 人 好 像 具 备 区 
别 优 劣 的 天 性 ,印度 数学 却 很 不 平衡 ,优秀 的 和 拙劣 的 数学 往往 同时 出 现 . 

综 上 所 述 ,充分 体现 了 这 位 数学 史 专家 对 于 希腊 数学 的 深刻 了 解 . 同 时 也 
可 以 看 到 中 国 数学 发 展 的 一 些 特点 . 

现在 让 我 们 从 另 一 个 角度 去 看 待 中 国 古代 数学 发 展 落后 这 一 问题 , 即 解决 
问题 与 社会 的 关系 

回顾 数学 发 展 的 历史 ,解决 问题 在 数学 的 发 展 中 起 着 重要 的 作用 .没有 解 
决 的 数学 问题 总 是 像 没 有 被 攀登 的 山峰 一 样 息 立 在 数学 家 的 面前 ,激励 他 们 的 
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征服 欲望 ,这 种 欲望 是 不 会 因为 征途 的 艰险 和 多 次 受到 挫折 而 有 所 减弱 的 . 

数学 问题 可 以 分 为 两 类 . 

第 一 类 是 现实 问题 的 抽象 , 主要 是 由 于 社会 发 展 的 需要 而 提出 来 的 .由 于 
解决 这 类 问题 的 迫切 需要 ,会 使 大 量 的 数学 家 同时 从 不 同 的 途径 去 攻克 它 .而 
这 些 问 题 的 解决 往往 向 数学 界 引 入 新 的 概念 和 新 的 方法 ,由 此 构造 起 新 的 数学 
体系 ,开辟 新 的 数学 领域 .数学 发 展 的 一 些 重要 变革 ,如 微 积分 的 创立 、 常 微分 
方程 , 偏 微分 方程 以 及 非 线性 微分 方程 的 理论 的 提出 都 是 采用 这 种 发 展 形式 . 
这 个 过 程 与 社会 发 展 有 着 密切 的 联系 , 正 是 天 文学 的 迫切 要 求 促使 了 中 国 和 巴 
比 伦 数学 的 发 展 . 

第 二 类 问题 则 是 数学 家 们 的 自由 创造 .其 中 有 些 问 题 虽然 也 有 具体 问题 的 
原型 ,但 是 数学 家 的 兴趣 显然 不 在 于 作为 原型 的 实际 问题 的 需要 ,而 是 数学 问 
题 本 身 的 数学 结构 ,是 攻克 难题 的 乐趣 和 和 欲望 .例如 , 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 四 色 
问题 .还 有 许多 数学 问题 则 根本 没有 什么 具体 的 模型 .例如 , 希 尔 伯 特 在 1900 
年 巴黎 国际 数学 会 议 上 代表 大 会 的 讲演 中 所 提出 的 那些 著名 问题 .这 些 问题 纯 
粹 是 数学 家 们 借助 于 抽象 思维 、 逻 辑 推理 ,运用 了 数学 技巧 对 概念 进行 巧妙 的 
分 析 和 抽象 才 提 出 来 的 .20 世纪 数学 的 发 展 就 是 受到 希 尔 伯 特 那 个 报告 的 强 
烈 影响 . 

因此 ,数学 的 发 展 主要 有 两 种 方式 . 一 种 方式 是 根本 性 概念 的 变革 导致 新 
的 数学 领域 的 开拓 . 另 一 种 方式 则 是 使 开始 建立 的 新 理论 日 至 完善 .如 果 我 们 
把 前 一 种 方式 比 作 是 对 一 个 新 阵地 的 突破 ,那么 后 一 种 方式 就 是 扩大 已 经 突破 
阵地 的 战果 和 巩固 这 块 阵地 .数学 家 们 就 是 这 样 使 自己 的 疆域 不 断 向 前 推进 
的 . 

数学 作为 一 种 文化 的 子 系统 与 经 济 生产 ,社会 制度 ,文化 传统 ,哲学 思想 等 
都 有 密切 联系 .现实 世界 提出 的 问题 首先 要 经 过 数学 家 的 抽象 才能 变 成 使 用 数 
学 语言 的 数学 问题 .数学 问题 激励 数学 家 发 展 数学 方法 去 解决 它们 ,由 此 积累 
了 数学 知识 .要 从 数学 知识 的 积累 进一步 上 升 为 有 系统 的 有 内 部 逻辑 结构 的 理 
论 体系 则 需要 更 进一步 的 抽象 . 反 过 来 ,从 数学 理论 的 体系 中 可 以 用 推理 方法 
获得 新 的 知识 和 方法 ,这 些 方法 可 以 用 来 更 有 效 地 解决 数学 问题 ,也 可 以 在 现 
实 世 界 获得 应 用 .同时 从 数学 理论 的 体系 中 也 会 产生 新 的 数学 问题 ,数学 在 实 
际 中 的 应 用 促进 各 方面 的 发 展 也 会 产生 新 的 实际 问题 . 

数学 的 发 展 依赖 于 社会 的 发 展 所 提供 的 新 问题 , 它 反 过 来 也 促进 社会 的 发 
展 .但 是 ,促进 社会 发 展 的 原因 是 很 多 的 ,而 数学 对 社会 发 展 所 起 的 作用 却 不 是 
直接 的 ,特别 是 在 数学 没有 受到 充分 重视 ,没有 有 效 利 用 数学 知识 的 手段 和 文 
化 模式 中 尤其 是 这 样 .相反 ,社会 的 动荡 和 停 灌 却 会 严重 地 阻碍 数学 的 发 展 .要 
有 社会 发 展 带 来 的 大 量 新 问题 ,又 要 为 数学 家 提供 稳定 的 工作 环境 ,并 保证 他 
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们 的 成 果 能 迅速 获得 有 效 的 应 用 .在 中 国 历史 上 占有 重要 地 位 的 大 部 分 著作 ， 
主要 是 由 一 些 问题 和 解法 构成 的 .例如 ,中 国 算 学 的 经 典 著作 ,《 九 章 算术 》 包 括 
264 个 数学 问题 以 及 解决 这 些 问题 的 答案 ,但 是 对 于 与 此 有 关 的 数学 理论 却 没 
有 给 以 足够 的 重视 . 刘 徽 虽 然 在 《 九 章 算术 注 ) 中 不 但 整理 了 解 题 方法 的 系统 ， 
而 且 创 立 了 许多 新 解法 ,阐述 了 一 些 解法 的 原理 ,甚至 是 极为 重要 的 思想 ,但 是 
也 没有 形成 欧 几 里 得 几何 那样 的 数学 范式 . 

至 于 其 他 的 著作 如 《孙子 算 经 》《 夏 修 阳 算 经 )《 张 印 建 算 经 ), 包 括 ( 级 术 》 
这 样 重要 的 数学 著作 都 更 像 是 一 本 数学 问题 集 . 这 充分 反映 了 中 国 数学 重 实 践 
的 传统 .在 中 国 的 文化 模式 中 ,数学 是 一 种 “ 术 ”, 一 种 济世 之 术 . 而 在 西方 ,数学 
是 一 门 “学 ", 是 成 体系 的 学 问 . 

当然 这 并 不 是 说 中 国 的 数学 没有 理论 ,没有 结构 .在 中 国 古代 数学 中 ,用 面 
积 证 明 几 何 定理 , 刘 微 在 ( 九 章 算术 注 ) 中 引入 的 极限 方法 ,中 国 数学 家 致力 于 
解 方 程 发 展 起 来 的 代数 方法 都 是 极为 有 价值 的 数学 理论 ,但 是 没有 形成 公理 化 
的 结构 .就 是 说 还 不 注重 概念 的 严格 定义 ,没有 求证 的 传统 ,也 没有 理论 体系 完 
备 性 的 概念 . 

华裔 菲 尔 兹 奖 得 主 丘成桐 先生 1997 年 6 月 在 北京 清华 大 学 高 等 研究 中 心 
开幕 式 上 有 一 个 演讲 ,他 说 “我 们 要 谈 中 国 数 学 的 未 来 , 先 看 一 下 我 们 的 过 去 ， 
现在 中 国人 习惯 上 讲 自 己 很 了 不 起 .事实 上 ,中 国 古 代数 学 主要 贡献 在 计算 及 
其 实用 化 方面 ,我 们 算 圆周 率 算得 位 数 很 高 ,但 是 对 数学 理论 没有 系统 化 的 讲 
究 ,基本 上 抗拒 几何 学 的 逻辑 结构 和 发 现 抽象 代数 .在 我 看 来 ,它们 在 中 国 从 来 
没有 生 过 根 ,我 们 对 传统 的 科学 有 不 合理 的 热爱 ,结果 不 能 接受 新 的 观念 ,也 不 
能 对 应 用 数学 作出 贡献 . 

纵 观 人 类 几 千 年 文明 史 , 可 以 说 公理 化 思想 是 推动 科学 技术 发 展 和 社会 进 
步 的 最 深刻 的 思想 源泉 

在 古 希 腊 诞 生 奥 林 匹 克 运 动 会 与 公理 化 思想 不 无 关系 .最 初 的 奥林匹克 运 
动 只 有 跑步 一 项 比赛 ,参加 比赛 者 不 分 种 族 和 社会 地 位 ,站 在 同一 起 跑 线 上 ,人 
们 平等 竞争 ,民主 评定 . 谁 先 到 达 终 点 ,雕塑 家 就 用 大 理 石 塑 造 其 健美 雄姿 , 诗 
人 作家 描写 其 技巧 和 勇敢 的 伟 绩 .这 就 是 公理 化 思想 在 运动 场 上 的 体现 ,这 就 
是 奥林匹克 精神 之 所 在 

公理 化 思想 在 社会 生活 中 的 体现 就 是 社会 的 法 制 化 ,在 法 律 面前 人 人 平 
等 .公理 化 思想 在 技术 领域 的 体现 就 是 专利 法 的 实行 ,社会 保护 发 明 者 的 利益 
有 偿 推 广发 明 者 的 成 果 ,向 全 社会 公开 . 

中 华 民族 从 来 不 乏 能 工 巧 匠 和 智力 优秀 者 ,但 由 于 没有 公理 化 思想 的 支持 
和 相应 的 社会 保护 ,发 明 只 能 保密 ,知识 只 能 私有 ,科学 技术 主要 靠 祖传 延续 . 
祖传 常常 导致 失传 ,失传 后 人 们 再 从 零 开始 努力 .祖传 的 技术 很 难 借鉴 别人 的 
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成 果 , 更 不 会 推广 普及 . 

祖冲之 的 数学 著作 《组 术 ) 的 失传 是 一 个 典型 的 例子 . 唐 朝 科 举 制度 分 科 取 
士 ,其 中 “ 明 算 科 ” 规 定 ( 算 经 十 书 ) 之 一 的 《 绥 术 》 做 教科 书 , 学 习 4 年 ,这 就 足以 
见得 它 在 当时 受 重视 的 程度 和 其 内 容 的 博大 精深 .但 是 ,这 门 课程 后 来 被 次 败 
的 官僚 取消 ,因为 有 许多 官员 不 懂 ( 缀 术 》, 设 立 这 门 课程 有 损 他 们 的 威信 .更 有 
其 者 ,《 缀 术 ) 被 进一步 污 蓝 为 妖 术 ,实行 查禁 ,以 至 最 后 失传 .为 此 ,至 今 人 们 不 
能 明确 祖冲之 的 圆周 率 究竟 是 用 什么 方法 计算 的 .可 以 设想 ,如 果 在 一 个 公理 
化 思想 普及 的 社会 ,专权 者 能 如 此 次 意 横行 吗 ? 

另外 中 国学 术 研究 有 一 种 明显 的 复古 主义 倾向 ,这 与 重要 科学 技术 常常 失 
传 有 关 . 以 中 国 历史 上 影响 最 为 深远 的 一 部 数学 书 《 九 章 算 术 ) 为 例 , 它 是 汉 朝 
初 年 的 著作 .这 本 书记 述 的 数学 内 容 , 对 当时 的 世界 是 了 不 起 的 贡献 .但 从 汉 朝 
一 直到 清朝 ,将 近 2 000 年 ,中 国 数学 相当 部 分 是 在 解释 ( 九 章 算术 》, 似 乎 越 古 
越 好 ,人 们 普遍 认为 ,最 古老 的 东西 一 定 有 无 尽 的 内 涵 . 造 成 这 种 情况 的 原因 ， 
也 是 由 于 没有 建立 公理 体系 和 实行 公理 化 的 研究 方法 . 

15~ 16 世纪 ,公理 化 思想 在 欧洲 逐渐 传播 开 来 .17 世纪 初 , 这 种 思想 由 传 
教士 传 到 中 国 . 最 早 进行 这 项 活动 的 是 意大利 耶稣 会 教士 利 玛 窦 (Matteo Ricei， 
1552 一 1610) ,他 与 徐光启 合 译 《 儿 何 原本 》 前 6 卷 .200 多 年 后 的 1580 年 , 李 善 
兰 与 英国 人 维 莱 亚 利 (Veileyadi) 合 译 人 几何 原本 》 后 9 卷 和 《 代 微 积 拾级 ) 等 书 . 
这 些 用 公理 方法 研究 数学 的 著作 和 新 思维 没有 引起 封建 统治 者 的 重视 ,在 学 术 
界 和 民间 也 没有 产生 强烈 的 反响 .但 与 此 相反 , 稍 后 传人 日 本 的 这 些 著 作 和 研 
究 方 法 ,受到 日 本 政界 的 重视 ,明治 皇帝 带头 维新 ,改革 教育 ,推行 公理 化 思想 ， 
由 此 日 本 焕然 一 新 ,跻身 世界 强国 之 列 

为 什么 西方 科技 从 15 世纪 以 后 大 大 超越 中 国 ? 因为 他 们 普及 公理 化 思 
想 ,把 教育 建立 在 公理 化 思想 的 基础 上 .公理 化 思想 可 保证 社会 平等 竞争 ,保证 
科学 技术 连续 发 展 ,不 会 失传 ,保证 每 一 代 研究 者 都 能 站 在 科学 的 最 前 沿 进行 
再 创造 ,保证 后 人 一 定 超过 前 人 , 今 人 一 定 胜 过 古人 .中 国 科技 知识 的 祖传 方 
法 ,基本 属于 个 体 的 智力 劳动 ,而 公理 化 的 研究 方法 是 社会 性 的 劳动 ,个 人 的 力 
量 怎么 能 胜 过 全 社会 的 力量 呢 ? 因此 ,15 世纪 西方 在 普及 公理 化 思想 后 胜 过 
中 国 就 成 为 必然 的 了 .其 他 诸多 原因 与 这 一 原因 相 比 ,都 不 具有 根本 的 性 质 ,中 
国 长 治 久 安 并 保持 繁荣 的 根本 在 于 发 展 教育 事业 ,发 展 教育 事业 的 关键 是 大 力 
宣扬 公理 化 思想 ,加 强 全 民族 的 公理 意识 . 
“第 三 只 眼看 中 国 

从 客观 上 说 ,数学 没有 在 中 国 发 展 只 是 方法 不 对 头 ,并 不 是 不 重视 . 

我 们 的 祖先 自 认为 对 数学 是 重视 的 ,有 皇帝 亲自 学 数学 的 ,有 给 数学 家 立 
传 的 (如 《 栈 人 传 》) ,还 有 用 考 数学 来 委任 官吏 的 .有 一 则 古代 故事 , 它 是 记载 在 
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《 唐 病 史 ) 里 的 .故事 称颂 “青州 杨 尚 书 损 ,政令 颇 肃 ”. 说 唐 朝 有 一 位 高 级 官员 叫 
杨 损 的 ,执政 认真 严肃 ,任人唯贤 “ 郡 人 戎 校 缺 , 必 采 于 与 论 而 升 际 之 , 缕 及 细 
胥 贱 卒 , 率 用 斯 道 .他 提拔 行政 官吏 和 权衡 功 过 是 非 ,不 按 个 人 喜 亚 行事 ,有 一 
次 ,要 在 两 个 办 事 人 员 中 提升 一 个 ,“ 众 推 合 授 ”,“ 较 其 岁月 、 职 次 功绩、 违法 无 
少 差异 者 ." 负 责 提 升 的 人 十 分 为 难 , 便 去 请 示 上 司 杨 损 . 杨 损 想 了 想 说 :“ 我 得 
之 矣 .为 吏 之 最 , 熟 先 于 书 算 耶 . 姑 听 吾 言 :有 夕 道 于 丛林 间 者 , 聆 群 距 评 窃 贿 之 
数 . 且 日 ,人 六 匹 则 长 五 匹 ,人 七 匹 则 短 八 匹 ,不 知 几 人 复 几 匹 ." 并 说 “ 先 达 者 
胜 ." 少 倾 ,一 吏 果 以 状 先 , 于 是 给 他 先 提升 了 . 

我 们 暂且 不 讲 杨 损 公 而 善 断 ,也 不 论 算 题 难 易 与 否 ,就 其 用 书 算 来 考核 官 
吏 一 事 , 已 是 一 大 创造 .但 这 些 都 是 我 们 自己 看 自己 有 时 难免 美化 ,俗话 说 旁观 
者 清 , 那 就 让 我 们 看 看 “洋人 ”是 如 何 看 待 中国 古 代 科 学 落后 的 原因 吧 . 韩 琦 D 
先生 对 此 早 有 研究 ,他 写 道 : 


“来 自 欧洲 人 所 写 的 著作 在 法 国 科学 家 中 也 曾 产生 过 影响 ,在 
1688 年 洪 若 输 、 白 晋 等 首 批 法 国 耶稣 会 士 到 达 北 京 之 前 ,法 国 出 版 了 
利 玛 窦 、 曾 德 昭 、 卫 匡 国 等 人 撰写 的 有 关中 国 的 著作 ,值得 注意 的 是 ,由 
于 来 华 欧洲 人 的 宣传 ,给 法 国人 印象 是 :中 国 皇帝 非常 重视 科学 ,因此 
法 国 应 该 向 中 国学 习 .” 


1671 年 ,法 国 耶稣 会 士 科学 家 帕 迪 斯 (G.G. Pardies, 1636 一 1673) 在 所 著 
《Elemens de Geometrie》( 此 书后 来 被 译 为 中 文 , 名 《几何 原本 》, 与 徐光启 . 利 玛 罕 
根据 Glavius，Euclidis Flementorum Libri XV 所 译 的 《几何 原本 ) 同 名 ,收入 康 申 御 
制 《数理 精 列 中) 一 书 中 给 法 国 科学 院 先生 们 的 信 ，, 曾 这 样 写 道 : 


“先生 们 : 

我 的 目的 不 仅仅 是 向 各 位 呈献 此 书 (就 像 呈 献 给 强大 的 保护 者 一 
样 ) ,而 是 把 此 书 赠 给 你 们 ,把 你 们 看 做 最 高 的 仲裁 者 .事实 上 ,在 法 国 
我 们 尚 没有 如 此 的 仲裁 机 构 , 而 在 中 国 早已 有 之 , 它 是 由 一 批 博学 的 数 
学 家 所 组 成 ,以 终审 所 有 的 数学 问题 ,这 是 中 国 最 为 重要 的 国家 事务 之 
一 .尽管 我 国 的 法 律 一 点 都 没有 赋予 这 个 仲裁 权 , 而 你 们 凭借 专业 特 
长 ,是 有 资格 担当 此 任 的 .并 且 考虑 到 你 们 皇家 科学 院 的 成 员 构成 ,我 
们 可 以 说 它 不 仅仅 是 欧洲 一 个 拥有 最 杰出 人 物 的 团体 ,而 且 是 一 个 最 
高 的 仲裁 机 构 , 它 的 评判 在 学 者 中 可 以 作为 定论 , 当 我 们 看 到 如 此 宏伟 


人 韩 琦 :关于 17、18 世纪 欧洲 人 对 中 国 科学 落后 原因 的 论述 . 
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的 建筑 ( 当 指法 国 皇家 学 会 ) 拔 地 而 起 的 时 候 , 我 们 只 能 说 它 是 一 个 建 
成 来 用 做 新 的 官办 机 构 (Tribunal) 的 宫 暴 (Palacs) ,我 们 也 只 能 说 在 建立 
皇家 学 会 方面 远 胜 中 国 皇 帝 的 法 王 也 许 是 从 打算 模仿 中 国 的 政策 而 建 
立 起 这 个 新 的 皇家 学 会 的 .先生 们 ,你 们 知道 ,中 国 的 钦 天 监 通常 设立 
两 个 观象台 ,它们 都 位 于 中 华帝 国 两 个 城市 的 附近 ,那些 向 我 们 描述 中 
国 的 人 说 :无 论 是 从 地 点 的 壮观 ,还 是 从 青铜 仪器 的 宏伟 来 说 ,我 们 在 
欧洲 都 找 不 到 与 此 婉 美 的 观象台 ;这 些 仪器 在 700 年 前 即 已 建成 , 教 百 
年 来 陈设 于 宏伟 的 观象台 的 平台 上 ,现在 仍 很 完整 ,而 且 整洁 如 新 ,就 
像 刚 从 冶 炉 中 铸 出 一 样 ;仪器 刻度 很 精确 , 摆 放 得 非常 适合 于 观测 , 整 
个 工作 非常 精致 ;一 句 话 ,给 人 的 感觉 是 中 国人 比 别人 强 , 远 胜 于 其 他 
国家 ,好 像 其 他 国家 用 全 部 的 科学 与 财富 ,也 无 法 与 中 国 比拟 ……” 


从 这 段 话 可 看 出 ,法 国 皇家 科学 院 的 建立 ,与 中 国 的 制度 有 一 定 关系 , 帕 迪 
斯 显然 是 在 阅读 了 欧洲 人 所 写 的 有 关中 国 的 著作 后 做 出 上 述评 论 的 .法 国 耶稣 
会 十 李 明 在 《中 国 现状 新 志 》 一 书 中 也 曾 引用 了 上 述 关于 中 国 天 文 仪器 的 论述 . 

德国 科学 家 莱 布 尼 兹 对 中 国 的 科学 状况 也 产生 了 很 大 的 兴趣 ,他 通过 与 耶 
稣 会 士 因 明 我 , 白 晋 的 会 面 、 通 信 , 对 中 国有 了 更 多 的 了 解 .在 《中 国 近 事 》( No- 
vissima Sinica, 1697) 一 书 中 , 莱 布 尼 效 曾 认为 中 国 的 手工 艺 技能 与 欧洲 的 相 比 
不 分 上 下 ,而 在 思辩 科学 方面 欧洲 要 略 胜 一 筹 ,但 在 实践 哲学 方面 , 即 在 生活 与 
伦理 、 治 国 方面 ,中 国 远 远 要 比 欧洲 进步 .同时 ,这 位 科学 家 还 对 中 国 的 数学 状 
况 作 了 评论 : 看 来 中 国人 缺乏 心智 的 伟大 之 光 , 对 证 明 的 艺术 一 无 所 知 ,而 满 
足 于 靠 实际 经 验 而 获得 的 数学 ,如 同 我 们 的 工区 所 掌握 的 那 种 数学 .在 讲 到 中 
国 数学 的 状况 时 , 利 玛 罕 曾 这 样 写 道 :“ 但 是 当时 最 受 中 国人 欢迎 的 书 莫 过 于 欧 
几 里 得 的 《几何 原本 》, 这 可 能 是 因为 世界 上 没有 一 个 民族 如 同 中 国人 一 样 重视 
数学 .虽然 数学 的 方法 不 同 ,他 们 发 现 了 许多 数学 上 的 问题 ,只 是 得 不 到 证 明 . 
在 这 种 光景 下 ,每 个 人 都 可 以 发 现 数学 的 问题 ,施展 他 的 想象 力 ,而 找 不 到 任何 
的 答案 ." 莱 布 尼 兹 关于 中 国 数学 没有 证 明 的 看 法 很 可 能 来 自 利 玛 守 的 著作 

在 莱 布 尼 兹 看 来 “研究 数学 不 应 看 做 只 是 工匠 们 的 事情 ,而 应 作为 哲学 家 
的 事务 ." 而 “中 国人 尽管 儿 千 年 来 发 展 着 自己 的 学 问 ,并 奇迹 般 地 用 于 实际 应 
用 ,他 们 的 学 者 可 以 得 到 很 高 的 奖赏 ,然而 他 们 在 科学 方面 并 没有 达到 极 高 的 
造 诈 . 简 单 的 原因 是 ,他 们 缺少 欧洲 人 的 菇 眼 之 一 , 即 数 学 ." 也 就 是 说 , 莱 布 尼 
兹 认为 中 国 科学 落后 的 一 个 原因 是 由 于 中 国人 对 数学 的 研究 只 注意 于 实用 ,而 
缺乏 证 明 ,妨碍 了 对 其 他 科学 的 深入 研究 . 

丘成桐 先生 指出 :我 很 少见 到 中 国 数学 家 提出 比较 有 意义 的 猜想 ,数学 的 
一 般 理 论 需 要 大 量 的 现象 学 研究 …… 当 我 们 发 展 一 个 一 般 理 论 时 ,我 们 不 是 为 
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服务 于 其 他 学 科 , 而 是 基于 它 自身 的 美 达到 和 谐 统 -- 的 愿望 .” 

莱 布 尼 兹 所 处 的 时 代 , 正 值 康 早 皇帝 对 耶稣 会 十 表示 欢迎 的 时 期 .他 认为 
东方 和 西方 的 关系 是 具有 统一 世界 的 重要 媒介 ,并 期 望 中 西 交流 能 促进 科学 的 
发 展 .在 致 闵 明 我 的 信 中 , 莱 布 尼 兹 写 道 ; “欧洲 应 当 感 谢 您 开始 了 这 方面 的 交 
流 .您 把 我 们 的 数学 传授 给 中 国人 , 反 过 来 ,中 国人 通过 您 将 他 们 经 过 长 期 观察 
而 得 到 的 自然 界 的 奥秘 传授 给 我 们 .物理 学 更 多 地 以 实际 观察 为 基础 ,而 数学 
恰恰 相反 , 则 以 理智 的 沉思 为 根基 ,后 者 乃 我 们 欧洲 之 特长 .“ 他 们 善于 观察 ， 
而 我 们 长 于 思考 ." 莱 布 尼 兹 的 宏伟 计划 是 ,以 西方 的 数学 特长 来 弥补 中 国 数学 
的 落后 状态 ,同时 输入 中 国 长 期 观察 的 物理 学 , 互 为 补充 . 莱 布 尼 兹 孜孜 不 倦 地 
致力 于 他 的 东方 研究 计划 的 各 种 准备 工作 ,他 为 创设 柏林 科学 院 做 了 很 大 的 努 
力 , 以 打开 中 国门 户 ,而 使 中 国 与 欧洲 的 文化 互相 交流 . 

白 晋 等 人 来 华 后 ,法国 耶稣 会 士 接 是 来 华 , 正 是 他 们 的 频繁 通信 ,改变 了 欧 
洲 科学 界 对 中 国 科 学 状况 的 看 法 ,其 中 最 早 对 中 国 科 学 落后 原因 提出 较为 全 面 
的 看 法 的 当 推 巴 多 明 . 

1698 年 , 巴 多 明 随 白 普 来 华 ,在 中 国 期 间 他 参与 了 为 康 昭 皇帝 翻译 满 文 
《解剖 学 ) 的 工作 .由 于 他 精通 满 汉 文字 ,因此 在 俄国 使 节 来 华 时 ,经 常 应 皇帝 的 
请 求 担 任 翻译 工作 .1723 年 雍正 皇帝 驱逐 传教 士 以 后 ,使 他 有 更 多 的 时 间 从 事 
于 中 国 科学 的 历史 和 现状 的 研究 .最 为 可 贵 的 是 他 与 法 国 科学 院 院 长 梅 兰 
(Dortous de Mairan) 频 繁 通信 .1728 年 至 1740 年 梅 兰 向 巴 多 明 寄 出 了 许多 询问 
有 关中 国 历史 、 天 文学 \ 中 国文 明 的 信 , 这 些 信 在 1759 年 发 表 ,而 巴 多 明 的 信 大 
多 发 表 在 《耶稣 会 士 通信 集 》(《Lettres Edifiantes et Curicuses》) 中 ， 

在 致 梅 兰 的 信 (1730 年 8 月 13 日 写 于 北京 ) 中 , 巴 多 明 写 道 : 


“(前 略 ) 先 生 , 这 也 许 使 你 莫名 其 妙 .“ 中 国人 很 久 以 来 就 致力 于 所 
谓 纯 理论 性 的 科学 , 却 无 一 人 深入 其 中 ' .我 和 你 一 样 ,都 认为 这 是 难以 
令 人 置信 的 ;我 不 归 答 于 中 国人 的 心灵 ,如 说 他 们 缺少 格物 致知 的 光明 
及 活力 ,他 们 在 别 的 学 科 中 的 成 就 所 需要 的 才华 及 干劲 ,不 减 于 天 文 及 
几何 ,许多 原因 凑合 而 成 ,致使 科学 至 今 不 能 得 到 应 有 的 进步 ,只 要 这 
些 原因 继续 存在 , 仍 是 前 进 中 的 绊脚石 .” 


这 里 巴 多 明 提 出 了 中 国 科学 落后 的 问题 ,他 的 看 法 是 :首先 ,凡是 想 一 试 身 
手 的 人 得 不 到 任何 报酬 .从 历史 上 来 看 ,数学 家 的 失误 受到 重 罚 , 无 人 见 到 他 们 
的 勤劳 受到 奖赏 ,他 们 观察 天 象 , 免 不 了 受 冻 挨 饿 …… 钦 天 监 正 假如 是 一 位 饱 
学 之 士 ,热爱 科学 ,努力 完成 科研 ;如 果 有 意 精益 求 精 ,或 超过 别人 ,加 紧 观察 ， 
或 改进 操作 方法 ,在 监 内 同僚 之 中 就 立刻 引起 轩然大波 ,大 家 是 要 坚持 按 部 就 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


436 


From Pythagoras To Wiles 


班 的 …… 这 种 情况 势必 是 一 种 阻力 ,以 致 北京 观象台 无 人 再 使 用 望远镜 去 发 现 
肉眼 所 看 不 见 的 东西 ,也 不 用 座 钟 去 计算 精确 的 时 刻 .皇宫 内 原来 配备 得 很 好 ， 
仪器 都 是 出 自 欧 洲 的 能 工 巧 匠 之 手 ( 指 耶 稣 会 士 汤 若 望 等 人 ) ,康熙 皇帝 又 加 以 
改革 ,并 把 这 些 好 的 仪器 都 放 在 观象台 内 ,他 虽 知 道 这 些 望远镜 和 座 钟 为 准确 
观 象 是 多 么 重要 ,但 没有 人 叫 数学 家 利用 这 些 东 西 ,无疑 地 ,还 有 人 大 反 特 反 这 
些 发 明 ,他 们 抱 残 守 缺 ,墨守成规 ,只 顾 私 利 …… 

巴 多 明 认为 :“ 使 科学 停滞 不 前 的 第 二 个 原因 ,就 是 里 里 外 外 没有 刺激 与 竞 
争 . 假 如 中 国 邻 邦 有 一 个 独立 的 王国 , 它 研究 科学 , 它 的 学 者 足以 揭露 中 国人 在 
天 文学 中 的 错误 ,中 国人 也 许可 以 如 大 梦 初 醒 , 皇帝 变 得 谨慎、 追求 进步 ; 据 我 
所 知 ,中 国 只 想 去 捉 制 这 个 王国 ,使 之 静默 无 言 ,勉强 它 恭 茶 敬 敬 地 接受 中 国 的 
正 朔 ;人 们 可 以 看 见 中 国人 不 只 一 次 为 了 黄历 而 作战 .” 

“内 部 也 无 竞争 , 连 轻描淡写 的 竞争 也 没有 .我 已 说 过 ,研究 天 文学 绝 不 是 
走向 富贵 荣华 之 路 .走向 高 官 厚 禄 的 康 庄 大 道 ,就 是 读 史 、 学 律 , 学 礼 ,就 是 要 学 
会 怎样 做 文章 ,尤其 是 要 对 题 发 挥 ,咬文嚼字 ,措辞 得 当 , 无 懈 可 击 . 这 些 文人 学 
士 ,一 旦 考 中 功名 ,可 以 青云 直上 ,安富 尊 荣 , 随 之 而 来 ,炙手可热 .有 意 做 官 的 
人 ,官位 有 的 是 , 回 到 本 省 ,可 以 被 看 做 地 方 官 ,他 们 的 家 庭 就 可 以 免 掉 各 种 入 
役 , 他 们 可 以 享受 许多 特权 .” 

“( 清 代 ) 建 国 初期 ,就 有 天 文学 家 及 几何 学 家 ,他 们 经 过 严格 考试 之 后 才 被 
分 配 到 钦 天 监 ,但 是 以 后 经 过 考验 及 功绩 ,他 们 当 了 省 官 或 京 官 , 假 如 数学 及 数 
学 家 更 为 尊 荣 的 话 , 我 们 今日 就 有 长 期 的 观察 记录 ,对 我 们 大 有 用 处 ,使 我 们 少 
走 许多 弯路 .” 

他 还 认为 :“ 中 国 只 为 自己 而 学 ,虽然 他 们 研究 天 文学 比 所 有 的 国家 都 早 ， 
但 只 是 到 了 紧急 关头 , 才 毛遂自荐 地 加 以 利用 .考试 如 何 ,接着 是 老 一 套 ; 老 是 
故 步 自封 ,不 想 腾飞 ,就 如 你 们 所 说 ,他 们 不 但 为 没有 促使 科学 进步 着 急 ,而 且 
仅仅 局 限于 完全 必需 的 事物 ,凡事 依照 个 人 利益 及 国家 的 安全 ,不 必 处 心 积 虑 
地 钻研 纯 理 论 性 的 事物 ,他们 既 不 能 使 我 们 幸福 ,也 不 能 使 我 们 安宁 .” 

从 这 封 信 可 看 出 , 巴 多 明 对 中 国 科学 的 现状 的 分 析 是 很 有 见地 的 .他 认为 
国家 必须 从 长 远 打算 ,重视 知识 分 子 ,特别 是 要 重视 那些 进行 具体 观测 的 钦 天 
监 的 科学 家 ;要 有 竞争 体制 ,并 暗示 了 向 别 国学 习 先进 的 东西 ;科举 制 对 科学 的 
发 展 是 不 利 的 ,导致 了 人 们 追求 高 官 厚 禄 ,而 不 去 研究 天 文学 . 巴 多 明 认为 解决 
的 办 法 之 一 是 :要 使 这 些 科 学 在 中 国 兴旺 发 达 ,一 个 皇帝 不 够 ,而 是 要 许多 皇 
帝 连 续 地 优待 勤学 苗 练 有 创造 发 明之 十 ;建立 稳固 的 基金 ,以 奖励 有 功 人 员 ; 
提供 差旅费 及 必要 的 工具 ;解决 数学 家 落魄 穷困 之 扰 ,不 致 受 不 学 无 术 者 之 折 
磨 ." 这 些 话 至 今 仍 有 其 现实 意义 .直到 1998 年 世界 著名 数学 家 陈省身 先生 在 
接受 杰克 还 (Allyn Jackson) 采 访 时 还 说 :“ 我 想 在 中 国 ,数学 进步 的 主要 障碍 是 
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工资 太 低 .在 观察 中 国 古代 科学 发 展 状态 的 诸多 欧洲 人 中 , 伏 尔 泰 是 其 中 最 重 
要 的 一 位 ,有 人 曾 风 趣 地 称 :“ 当 伏 尔 泰 用 中 国 的 茶 碗 喝 着 阿拉 伯 的 咖啡 时 ,他 
感觉 到 他 的 历史 视野 扩大 了 ." 伏 尔 泰 对 中 国 发 生 兴趣 的 原因 是 多 方面 的 ,他 从 
小 (1704 ~ 1711) 在 耶稣 会 士 创 办 的 路 易 大 帝 学 校 学 习 过 ,而 这 个 学 校 与 来 华 耶 
稣 会 十 有 较为 密切 的 关系 . 伏 尔 泰 不 仅 对 中 国 古 史 .哲学 ,音乐 ,戏剧 .道德 感 兴 
趣 ,也 对 中 国 科 学 非常 关注 .有 人 曾 评论 伏 尔 泰 , 说 他 不 仅 在 形而上学 方面 有 很 
深 的 造 讶 ,并 且 在 科学 史上 也 有 一 定 涵养 .他 关于 中 国 科学 的 论述 主要 表现 在 
对 中 国 天 文学 史 、 中 国文 明史 上 的 重要 发 明 ,以 及 对 长 城 与 大 运河 的 评论 .如 在 
《哲学 辞典 ) 论 中 国 的 条 目 中 , 即 以 赞赏 的 口气 论 及 中 国 天 文 观测 的 可 靠 :“ 中 国 
古代 编 年 史 计 算出 来 的 32 次 日 蚀 , 其 中 倒 有 28 次 是 已 经 被 欧洲 数学 家 证 实 是 
准确 无 误 的 , "更 有 价值 的 是 , 伏 尔 泰 对 中 国 科学 落后 的 原因 作 了 较 多 的 论述 . 
伏 尔 泰 有 关中 国 科学 的 认识 来 自 纳 尔 特 (D.F. de Navarrete, 1618 一 1686) 主 教 、 
门 多 萨 . 享 宁 斯 (Henningius) 、 古 斯 曼 (Louis de Gusman) 主 教 . 曾 德 昭 . 巴 多 明 、 宋 
君 荣 以 及 其 他 耶稣 会 士 的 一 些 著作 .他 认为 中 国 科学 与 艺术 落后 的 原因 , 主要 
表现 在 道德 ,教育 和 语言 等 方面 .在 《路 易 十 四 时 代 》 一 书 中 , 伏 尔 泰 认为 :对 祖 
先 的 崇拜 导致 了 中 国人 缺乏 胆识 ;并 把 中 国人 对 祖先 的 崇拜 与 欧洲 人 对 亚 里 士 
多 德 的 崇拜 结合 起 来 .在 《哲学 辞典 ) 中 更 直截了当 地 认为 崇敬 祖先 在 中 国 阻碍 
了 物理 学 ,几何 学 和 天 文学 的 进步 .在 给 Pauw 的 第 四 封 信 中 , 伏 尔 泰 认为 中 国 
没有 好 的 数学 家 ,这 与 教育 制度 很 有 关系 .在 (风俗 论 ) 中 , 伏 尔 泰 写 道 :“ 试 问 中 
国人 为 什么 这 样 落后 ,这 样 停滞 不 前 ”为 什么 天 文学 在 他 们 那里 古 已 有 之 却 故 
步 自 封 ,这 些 人 好 像 天 生 如 此 ,和 我 们 的 性 格 不 同 ,他 们 只 想 发 明 机 器 ,有 利 民 
生 , 一 劳 水 逸 ,不 愿 越 雷池 一 步 .很 多 艺术 、 科 学 源远流长 ,连绵 不 断 , 而 进步 是 
这 样 少 ,也 许 有 两 个 原因 :其 一 就 是 这 个 民族 敬 祖 敬 得 出 奇 ,在 他 们 眼中 看 来 ， 
凡是 老 祖宗 传 下 来 的 都 是 圆满 无 缺 的 ;其 二 就 是 语言 的 性 质 ,语言 为 一 切 知 识 
之 本 ." 他 认为 中 国语 言 是 所 有 认识 的 首要 原则 ,因此 他 把 科学 落后 与 语言 相 联 
系 ,并 把 中 国 汉字 的 规范 化 以 及 字母 化 看 做 是 促进 科学 进步 的 一 个 条 件 . 

在 历史 领域 , 伏 尔 泰 最 先 把 中 国 置 于 世界 中 来 考察 .在 《世界 史 ) 一 书 中 , 伏 
尔 泰 在 首 章 论 述 了 中 国 历史 的 悠久 ,指出 :中 国人 的 本 性 的 力量 使 他 们 能 够 很 
早 就 有 许多 创造 发 明 ,诸如 火药 、 印 刷 术 和 指南 针 等 .但 伏 尔 泰 认 为 中 国人 没有 
能 力 进一步 发 展 自己 的 发 明 创造 , 当 他 们 发 明了 某 种 东西 以 后 ,就 止步 不 前 了 ， 
而 西方 人 却 设法 把 中 国人 的 发 明 发 展 到 一 个 新 的 高 度 , 并 扩展 到 了 一 个 新 的 领 
域 ;尽管 欧洲 人 在 科学 的 洞察 力 方面 比 中 国人 差 一 些 ,但 他 们 却 能 迅速 地 使 科 
学 上 的 发 明 创造 趋 于 完善 ;这 种 推进 事物 发 展 的 独特 能 力 就 使 西方 处 于 主动 地 
位 .这 种 观点 与 莱 布 尼 兹 在 《中 国 近 事 ) 中 所 阐述 的 几乎 一 致 . 

伏 尔 泰 在 《风俗 论 ) 的 第 18 条 “ 论 中 国 " 的 导论 及 《哲学 辞典 ) 关 于 中 国 的 条 
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目 中 ,认为 “在 科学 上 ,中 国人 还 处 在 我 们 200 年 前 的 阶段 . "而 在 中国、 印度 、 
扣 提 通信) 中 作者 以 为 :“ 更 为 令 人 惊奇 的 是 ,中 国 的 科学 历史 有 这 么 悠久 ,而 中 
国人 停滞 在 我 们 欧洲 在 10、11、12 世纪 的 水 平 ." 伏 尔 泰 的 这 种 言论 ,把 中 国 科 
学 的 落后 程度 夺 大 了 . 

法 国 重 农 学 派 代表 人 物 奈奈 (F.Quesnay,1694 一 1774) 认 为 造成 中 国 缺乏 抽 
象 思考 及 逻辑 观念 的 原因 是 中 国 传统 的 实用 性 ,虽然 中 国人 很 好 学 , 且 很 容易 
在 所 有 的 学 问 上 成 功 ,但 是 他 们 在 思辨 上 很 少 进步 ,因为 他 们 重视 实 利 , 所 以 他 
们 在 天 文 , 地 理 , 自 然 哲 学 ,物理 学 及 很 多 实用 的 学 科 上 有 很 好 的 构想 ,他 们 的 
研究 倾向 应 用 科学 文法 ,伦理 ,历史 ,法 律 .政治 等 看 来 有 益 于 指导 人 类 行为 及 
增进 社会 福利 的 学 问 ." 这 与 莱 布 尼 兹 的 看 法 相 一 致 

1741 年 和 1742 年 , 休 广 (David Hume,1711 一 1776) 出 版 了 他 的 《论文 集 》. 此 
书 收集 了 近 50 篇 论文 ,其 中 不 少 谈 到 了 中 国 . 他 把 中 国 的 科学 与 文化 同 贸易 联 
系 在 一 起 ,他 认为 没有 什么 能 比 若干 邻近 而 独立 的 国家 通过 贸易 和 政策 联合 在 
-起 更 有 利于 提高 教养 和 学 问 了 .中 国 恰恰 在 这 一 方面 有 很 大 的 缺陷 ,从 而 使 
原来 可 能 发 展 出 更 完美 和 完备 的 教养 和 科学 ,在 许多 世纪 的 进程 中 ,收获 甚 微 . 
从 外 部 来 说 ,其 原因 在 于 没有 更 多 的 外 贸 对 象 ,但 从 内 部 来 说 ,是 由 于 中 国 处 于 
大 一 统 的 状态 之 下 ,说 一 种 语言 ,在 一 种 法 律 统治 下 ,赞成 相同 的 生活 方式 ;对 
权威 的 宣传 和 向 生 , 造 成 了 勇气 的 丧失 . 休 席 实际 上 以 自己 的 见解 回答 了 为 什 
么 在 那个 非凡 的 帝国 ,科学 只 取得 了 如 此 缓慢 的 进展 这 一 问题 . 

狄 德 罗 曾 分 析 过 中 国 没有 出 现 像 欧 洲 那些 天 才 的 原因 ,主要 在 于 东方 精神 
的 束缚 ,在 他 看 来 ,东方 精神 趋 于 安宁 、. 息 惰 ,只 团 于 最 切身 的 利益 ,对 成 俗 不 敢 
逾越 ,对 于 新 事物 缺乏 热烈 的 渴求 .而 这 一 切 恰恰 与 科学 发 展 所 需要 的 探索 精 
神 格格 不 人 .他 说 “虽然 中 国人 的 历史 比 我 们 悠久 ,但 我 们 却 远 远 走 在 了 他 们 
的 前 面 ," 狄 德 罗 是 从 中 国文 化 的 角度 看 待 中 国 的 问题 ,而 莱 布 尼 兹 是 从 一 个 科 
学 家 的 角度 去 看 待 中 国 科学 ,是 比较 求实 的 态度 ,这 与 一 些 旅行 家 的 偏见 是 不 
可 等 量 齐 观 的 . 

巴 多 明 与 法 国 思想 家 的 看 法 ,后 来 在 一 些 法 国 科学 著作 中 也 有 体现 ,如 法 
国 数学 家 蒙 塔 克 莱 (Montucla) 在 其 所 著 《 数 学 史 》 的 第 四 卷 中 曾 专门 论述 了 中 国 
科学 ,认为 语言 , 敬 祖 、 对 数学 的 不 重视 导致 了 中 国 科 学 的 落后 .18 世纪 末 19 
世纪 初 ,也 就 是 当 英国 大 使 马 厢 尔 尼 出 使 中 国会 见 乾隆 皇帝 的 前 后 ,也 有 许多 
英国 人 提 到 中 国 科学 的 现状 与 落后 的 原因 .由 于 英国 当时 正经 历 着 工业 革命 ， 
科学 得 到 了 迅猛 的 发 展 , 随 之 而 产生 的 价值 观念 的 变化 使 许多 英国 人 在 评论 时 
对 中 国 社会 的 缺陷 进行 了 批评 ,这 时 对 中 国 科学 的 评论 则 带 有 明显 的 轻 茂 倾 
向 . 
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2. 不 先 利 其 器 一 一 惑 后 的 符号 对 中 国教 学 发 展 的 影响 


近代 数学 特别 之 处 ,是 大 量 使 用 符号 .一 套 合 适 的 符号 绝 不 仅仅 起 到 速记 
的 作用 , 它 能 够 精确 深刻 地 表达 某 种 概念 ,方法 和 逻辑 关系 . 算 筹 只 能 表示 整 
数 与 分 数 ,算盘 连 表示 分 数 都 有 困难 ,更 不 用 说 无 理 数 了 .各 种 运算 只 能 借助 文 
字 来 叙述 , 算 筹 是 无 法 表示 的 .这 妨碍 了 数学 进一步 抽象 化 . 

用 形式 化 的 数学 语言 , 即 以 符号 形式 来 表示 数学 中 各 种 量 , 量 的 关系 、 量 的 
变化 以 及 在 量 之 间 进 行 推导 和 演算 ,这 是 数学 发 展 的 重要 条 件 . 符 号 可 以 帮助 
建立 数 的 概念 ,这 些 概 念 是 不 能 从 简单 的 观察 和 直接 计算 中 发 现 的 ;符号 给 出 
了 方便 地 实行 各 种 数学 运算 的 可 能 性 ;问题 的 陈述 推理 的 过 程 以 及 定理 的 证 
明 , 运 用 简明 的 数学 符号 可 以 大 大 简化 和 加 速 思 维 的 进程 ,没有 合适 的 数学 符 
号 就 不 可 能 有 现代 数学 .常常 是 由 于 缺乏 能 够 说 清楚 真正 实质 的 符号 ,数学 的 
某 个 领域 就 得 不 到 发 展 .典型 的 例子 就 是 代数 学 :为 了 写 出 "一般 的 "代数 方程 
式 aox" + alx"-!1+*…+amx"=0, 从 丢 番 图 到 维 耶 特 和 莱 布 尼 兹 用 了 整整 3 个 
世纪 . 可见 采 用 先进 的 数学 符号 十 分 重要 .由 于 我 国 古 代数 学 中 ,对 问题 的 陈述 
主要 是 用 文字 给 出 的 ,没有 采用 较 先进 的 符号 方法 . 

我 国 古 代数 学 家 朱 世 杰 用 天 、 地 、 人 、 物 来 表示 4 个 未 知 数 ,其 系数 分 别 放 
在 “天 "的 下 方 , 左 方 \ 右 方 和 上 方 . 上 \ 下 \ 左 \ 右 4 个 方位 ,只 能 放 4 个 未 知 数 ， 
如 果 有 5 个 未 知 数 ,就 无 法 安排 ,推广 到 n 个 更 不 可 能 了 . 

筹 算数 学 发 展 到 13 世纪 ,已 经 达到 了 它 的 顶峰 ,再 向 前 迈进 ,必须 突破 筹 
算 的 限制 ,向 符号 代数 转化 .但 由 于 种 种 原因 ,这 一 步 没 有 完成 .本 来 用 天 、 地 、 
人 ., 物 表示 未 知 数 ,已 有 引入 符号 的 苗头 .但 从 14 世纪 起 ,我 国 数学 停 洪 了 300 
年 ,错过 了 向 符号 代数 转化 的 契机 

其 次 ,在 筹 算 和 珠算 的 运算 过 程 中 ,参与 运算 的 数字 随 着 运算 的 进行 而 消 
失 , 中 间 出 现 的 数字 没有 保留 下 来 ,最 后 只 看 到 运算 的 结果 .每 一 步 是 否 有 错 ， 
很 难 查 出 ,也 不 容易 发 现 一 般 的 规律 .从 某 种 意义 上 说 算 筹 算盘 , 即 是 当时 施用 
的 没有 存储 设备 的 简易 “计算 机 ”. 

总 之 , 筹 算 与 珠算 的 特长 是 数值 计算 .我 国 在 13 世纪 以 前 完全 发 挥 了 它 的 
优越 性 ,在 计算 方面 取得 了 光辉 的 成 就 .在 人 类 的 文明 史上 ,中华 民族 在 2 000 
多 年 的 时 间 里 长 期 依靠 这 种 直观 的 .具有 符号 特征 的 \ 可 操作 的 运 演算 器 ,表明 
了 人 类 古代 数学 的 一 种 代表 倾向 的 算法 特征 , 它 与 古 希腊 数学 代表 了 人 类 古代 
数学 的 算法 和 演绎 的 两 种 发 展 趋势 . 随 着 数学 进一步 发 展 ,要 求 更 高 的 抽象 化 
和 符号 化 , 筹 算 和 珠算 就 显露 出 它 的 弱点 .而 且 中 国人 过 于 敬 祖 也 是 符号 改良 
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的 一 大 障碍 ,以 清末 大 数学 家 李 善 兰 为 例 , 李 善 兰 爱国 心切 , 曾 幻 想 人 人 习 算 ， 
制 器 日 精 ,以 威海 外 各 国 , 令 震慑 , 奉 朝 贡 ." 但 在 使 用 西方 算 学 符号 方面 , 却 又 
谨 小 慎 微 ,严守 “祖宗 家 法 ”, 沿 用 中 算 符 号 或 硬 造 符号 ,而 不 愿 或 不 敢 大 胆 引进 
西方 通用 的 符号 与 形式 ,在 普及 西 算 方面 埋 下 了 诸多 障碍 . 

据 华 东 师 范 大 学 张 英 宙 先 生 在 其 《中 国 数学 史话 ) 中 考证 李 善 兰 和 伟 烈 亚 
力 在 译 《 代 微 积 拾级 ) 时 ,采用 过 一 些 西 方 符号 ,如 乘 号 x , 除 号 + ,等 号 = , 根 号 
VY ,指数 (位 于 右上 角 ) 等 .但 他 更 多 的 是 采用 汉字 替代 西 算 符号 .如 阿拉 伯 数 
字 (1,2,3,…) 改 为 汉字 的 数目 字 ( 一 ,二 , 三 ,…).26 个 英文 字母 用 甲乙 丙丁 戊 
己 庚 辛 壬 癸 的 十 字 天 二 取代 a 到 / 续 用 子 丑 寅 卯 辰 已 午 未 申 本 成 亥 的 十 二 字 
地 支取 代 上 到 ,最 后 剩 下 的 zz 则 代 之 以 天 地 人 元 .希腊 字母 ,8,y 等 则 用 
二 十 八 星 宿 的 名 称 代替 ( 即 角 、 亢 、 氏 等 ). 函数 符号 /用 “ 隆 ", 自然 对 数 的 底 e 
用 “ 讷 "( 措 对 数 的 发 明 者 讷 白 尔 ,Nepier). 把 加 减 号 ( +，- ) 改 为 上 T( 取 上 、 下 


两 字 之 形状 ) .特别 是 微分 符号 “d” 及 积分 符号 “ | ”, 竟 用 微 积 两 字 的 偏旁 “ 咎 ” 
“ 禾 " 取 代 . 这 就 形成 了 一 套 光 怪 陆 离 的 符号 体系 , 今 人 读 之 ,宛若 天 书 . 试 举 数 
例 

天 和 天 上 地 千 地 = 卯 地 千 天 (xdx + ydy= mydx) 


天 太 - 二 工 天 (了 = = 于) 


= Tl-x 

第 二 例 中 用 了 分 数 中 分 隔 分 子 分 母 的 模 线 符号 ,但 因 中 文 是 从 上 到 下 的 顺 
序 ,所 以 分 母 在 上 面 ,分 子 在 下 面 . 究 其 心态 , 当 为 保护 “国粹 ”. 但 此 类 举动 ,未 
免 狭 隘 . 至 今 读 来 , 竟 有 滑稽 之 感 了 . 

李 善 兰 的 译 法 ,以 后 一 直 被 奉 为 范本 .包括 清末 另 一 位 大 数学 家 华 鞍 芳 
(1833 一 1902) 也 悉数 采用 ,可 见 此 程式 符合 当时 的 社会 心理 习惯 及 社会 氛围 . 
在 华 鞍 芳 的 著作 中 , 提 到 行列 式 时 倒是 采用 了 西 算 符号 
甲 乙 两 
丁 友 已 
康 辛 于 


其 中 提 到 黎 卡 提 (Riceati) 方 程 时 驻 + by" = ax" 时, 写 为 
和 1 地 ”= 甲 天 
当时 使 用 较 广 的 数学 教科 书 ,不 少 是 教会 学 校 的 传教 士 编译 的 . 其 中 儿 考 
文 (Rev. Calvin, WW. Mateer) 和 邹 立 文 合 译 的 《笔算 数学 》《 代 数 备 虽 》《 形 学 备 
各》, 谢 洪 纳 潘 慎 文 (Rev. A.P. Parker) 合 译 的 ( 八 线 备 细 》( 三 角 学 ) 和 《 代 形 合 
参 )( 解 析 几 何 学 ) 等 书 最 为 普及 


= 甲 成 于 上 丁 辛 两 上 庚 乙 已 T 庚 成 两 辛 已 甲 T 王 丁 乙 
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狄 考 文 是 美国 长 老 会 传教 士 ,1864 年 来 华 ,在 山东 登 州 创办 蒙 养 学 堂 ( 齐 
重大 学 前 身 ), 是 开办 最 早 的 教会 学 校 之 一 .他 是 西方 各 国 主张 进行 教育 侵略 的 
鼓吹 者 , 曾 在 1877 年 召开 的 “在 华 基督 教 传教 士 大 会 "上 ,主张 “传教 士 的 工作 
也 像 军队 一 样 ,主要 不 在 于 招降 个 人 ,而 在 于 征服 整个 国家 ”. 在 这 次 会 上 ,各 派 
传教 士 成 立 了 学 校 教科 书 委员 会 . 狄 考 文正 是 本 着 这 种 教育 侵略 的 目的 ,编译 
了 一 套数 学 教材 ,借以 培养 亲 美的 高 等 知识 分 子 .他 深 知 “ 西 学 "在 清朝 受到 抵 
制 ,在 形式 上 必须 使 清朝 官员 易于 接受 .因此 ,《 笔 算数 学 有 文言 和 白话 两 个 版 
本 ,以 迎合 不 同 需 要 .这 也 是 第 一 部 采用 白话 文 的 教科 书 .此 外 ,《 笔 算数 学 ) 正 
式 采 用 了 阿拉 伯 数 字 .该 书 第 一 章 第 六 款 是 “数目 字 的 样式 ”, 其 中 写 道 :“ 大 概 
各 国有 各 国 的 数目 字 , 虽 然 各 国 发 音 不 一 样 ,而 意思 和 字迹 却 都 相同 ,这 种 字 容 
易 写 ,笔算 也 很 合用 ,看 大 势 是 要 通行 天 下 万 国 的 ……." 但 当时 所 用 的 阿拉 伯 
数目 字 是 采用 直 写 的 .正如 《笔算 数学 ) 序 中 所 称 :“ 廿 国 笔算 ,数目 各 皆 横 列 ,以 
其 文字 原 系 横行 ,是 故 写 之 念 之 实 无 有 不 便 也 . 今 中 国 即 系 竖 行 , 则 数目 写法 亦 
当 随 之 , 方 为 合宜 ." 狄 考 文 为 了 使 读者 易于 接受 ,在 《笔算 数学 ) 序 中 又 称 *…… 
但 丽 有 人 仍 欲 横 法 , 故 书 中 一 切 算式 具 将 两 法 并 列 , 随 和 人 择 用 也 …….” 

至 于 书 的 排 印 形式 ,仍然 按照 传统 的 直行 规格 .这 对 于 初学 者 来 说 确实 有 
很 多 困难 ,不 易 接受 .所 以 ,到 1903 年 ,由 彭 致 铬 编著 的 《代数 备 旨 全 草 》 改 为 模 
排 形 式 .该 书 的 凡 例 上 说 明 :“ 原 书 布 市 概 用 直行 ,为 省 费 纸 起 见 , 于 学 者 殊 为 不 
便 . 今 特 改 为 横行 ,以 便 阅 者 . 原 书记 数 悉 用 阿拉 伯 数 字 , 虽 为 天 下 通行 之 数字 ， 
而 我 中 国人 脑 中 向 无 此 字 , 贸 然 行 用 转 费 记 亿 , 故 易 为 汉文 ……”". 直 排 改 为 横 
排 ,确实 是 进步 ,但 再 把 阿拉 伯 数 字 改 回 一 ,二 ,三 ， 


关于 而 ' 求 天 之 同 数 . 
(= 生来) 
(2) 今 有 式 二 天 上 三 地 T 人 = 四 五 ， 
三 天 | 三 人 TT 地 = 四 二 , 求 天 地 人 之 同 数 . 
四 地 上 四 人 工 天 = 五 五 ， 
2x +3y -z = 45， 
3x +3z -~-y = 42, 求 x,y,z. 
47 +4z -x = 55, 
进入 20 世纪 之 后 ,官办 的 京师 大 学 堂 内 ,数学 记号 仍 承 旧制 .教科 书 一 律 
竖 排 ,没有 阿拉 伯 数 字 , 更 不 要 说 白话 文 了 . 现 华东 师范 大 学 图 书馆 茂 有 《普通 
新 代数 学 教科 书 ) 一 套 , 共 六 卷 , 日 本 上 野 清 著 , 中国 徐 宪 臣 译 . 靡 页 上 盖 有 “ 京 
师 大 学 堂 选 用 课本 乙 已 四 月 付 印 " 十 五 个 字 组 成 的 朱红 大 印 .随手 一 翻 , 便 见 
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二 [又 ! 二 二 (x24924- 和 捕 
乙 已 年 即 1905 年 ,这 一 年 爱 因 斯 坦 发 表 相 对 论 , 希 尔 伯 特 的 23 个 问题 已 经 出 
现 了 五 个 年 头 ,拓扑 学 、 泛 函 分 析 、 微 分 几何 、 群 表示 论 正在 迅猛 发 展 .然而 这 时 
的 中 国 最 高 学 府 ,还 在 使 用 这 样 套 着 沉重 柳 锁 的 数学 公式 .封建 思想 对 人 的 束 
缚 ,由 此 可 见 一 斑 . 

李 善 兰 等 创造 的 这 套 记号 ,有 识 之 土 早 就 认为 没有 必要 . 辛 交 革命 (1911 
年 ) 之 后 ,终于 废弃 不 用 .从 1859 年 ( 代 微 积 拾级 ) 出 版 算 起 ,xyaw 取代 天 地 人 元 
的 过 程 ,前 后 竟 经 历 了 半 个 世纪 之 久 . 


3. 浑 的 一 页 一 一 清末 的 重要 数论 专著 ( 数 根 从 划 》 


从 前 面 的 介绍 可 以 看 出 中 国 古 代数 学 确实 存在 着 重 实 用 不 重 理论 探究 的 
倾向 ,但 不 能 一 概 而 论 , 就 最 纯 的 数论 而 言 ,中 国 古代 也 有 重要 贡献 , 张 祖 贵 先 
生 曾 在 《自然 科学 史 研 究 》 中 专门 评论 介绍 了 一 部 数论 专著 ( 数 根 丛 草 》. 

张 祖 贵 先生 指出 :数论 ,在 中 国 古代 及 现代 都 有 着 光辉 的 历史 .《 数 根 丛 草 》 
则 是 19 世纪 末 中 国 数学 家 研究 素数 论 的 重要 著作 ,可 惜 长 期 以 来 未 受到 人 们 
的 重视 . 

《 数 根 从 草 ) 是 方士 锐 摆 述 的 一 部 判别 素数 方法 的 著作 .方士 镁 , 字 梅 苏 , 湖 
北 天 门人 ,活跃 于 清末 年 间 , 专 攻 人 与 地 .数学 ,并 认为 数学 研究 对 测量 与 地 有 所 
帮助 ,于 国防 有 所 神 益 . 今 存 《 数 根 从 草 ) 一 卷 , 系 方士 钳 1896 年 所 ,有 余 经 华 补 
草 和 序 ,光绪 二 十 三 年 (1897 年 ) 鄂 垣 初 刻本 .在 《 数 根 从 草 》 开 篇 , 尚 署 有 " 表 兄 
刘 守 沂 、, 刘 正 江 、 刘 守 戴 ,门人 余 经 藩 、 余 经 项 、 周 国 柱 、 邓 启 昆 . 堂 姓 月 浩 校 算 ， 
门人 龙 瑞 兰 . 刘 鸿 藻 、 龙 芭 瑞 校 字 ” .可见 ,在 方士 匆 身 边 , 聚 集 了 不 少 演习 数学 
的 弟子 . 方 十 包 研究 数学 颇 有 心得 , 留 下 的 著述 除 《 数 根 从 草 ) 外 , 尚 有 《 合 数 术 》 
(1898 年 上 海 石 印 本 ) .两 部 著作 在 内 容 上 有 密切 的 关系 . 

数 根 , 系 素数 (Prime Numbers) 之 中 文 原始 译名 ,“ 数 根 者 ,唯一 能 度 而 他 数 
不 能 度 ." 素 数 判 别 方法 的 研究 , 始 于 清末 数学 家 李 善 兰 的 《 考 数 根 法 》(1872) . 
这 是 我 国 近代 素数 论 方面 最 早 的 论著 ,主要 成 就 是 提出 了 素数 判别 的 四 种 方 
法 : 

(1) 屡 乘 求 一 法 ,其 中 有 著名 的 费 马 (Fermat)( 小 ) 定 理 ; 

(2) 天 元 求 一 法 ; 

(3) 小 数 循环 法 ; 

(4) 准 根 分 级 法 . 
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( John 。 Wilson， 
1741 一 1793), 英 
国 数学 家 . 生 于 
威 斯 特 摩 兰 , 这 
于 同 地 . 


随后 , 华 鞍 芳 又 著 《 数 根 术 解 》, 讨 论 了 李 善 兰 的 方法 ,并 论述 了 算术 基本 定 
理 等 内 容 . 

在 李 善 兰 所 取得 成 果 的 基础 之 上 ,方士 镁 在 1896 年 完成 的 《 数 根 丛 草 》 中 ， 
提出 了 20 种 判别 素数 的 方法 ,将 素数 判别 理论 推 向 了 一 个 新 的 高 度 . 他 在 该 书 
序 中 写 道 : 


“ 考 教 根 古 今 无 通 术 , 惟 近 世 西 学 (几何 原本 》 鼎 论 其 理 , 然 未 明言 
其 所 以 考 求 之 术 .海宁 李 王 椒 ( 善 兰 ) 先 生 曾 创 四 法 ,异乎 近 人 鲜 有 证 其 
源 者 ,是 以 未 通行 于 世 . 士 镁 于 两 申 耿 夏 控 释 《 合 数 ), 门 人 邓 启 昆 以 所 
录 李 先生 考 数 根 四 法 求解 . 士 匆 细 加 推 索 , 知 李 法 全 从 合 数 得 来 , 始 叹 
先生 生平 于 西学 诸 书 搜 览 可 谓 博 安 . 释 合 数 既 毕 , 乃 于 李 法 外 别 创 廿 
法 ,不 揣 固 陋 , 付 诸 档 墨 ， 非 敢 与 先生 角 胜 , 聊 为 世 之 读 先生 四 法 而 英 解 
者 ,或 者 睹 士 匀 诸 本， 多 所 和 触 类 而 引申 也 .” 


因此 ,方士 锐 的 工作 可 以 看 做 是 李 善 兰 素数 论 的 继承 与 发 展 .他 在 《 数 根 从 
草 ) 中 的 成 就 ,可 与 李 善 兰 的 《 考 数 根 法 ) 媲 美 .《 数 根 从 草 ) 中 提出 了 不 少 具有 重 
要 价值 的 ,独创 的 方法 (如 第 6,7,8,9,17,20 术 等 ); 他 还 得 到 了 世界 数学 史上 
著名 的 定理 第 12 术 , 无 论 是 从 时 间 上 ,还 是 该 定理 的 应 用 上 ,这 项 工作 都 值得 
称道 ; 除 此 之 外 ,方士 镁 还 在 这 部 著作 中 创造 性 地 发 展 了 西方 数学 中 常用 的 方 
法 ,并 改进 了 《 考 数 根 法 ) 中 的 方法 . 

《 数 根 丛 草 》 中 提出 了 一 个 判别 素数 的 重要 方法 : 考 数 根 第 十 二 术 …“ 术 日 : 


置 本 数 减 一 ,为 连 乘 数 限 , 乃 从 一 ,二 ,三 以 至 数 限 各 数 连 乘 , 加 一 为 实 ,以 本 数 
为 法 . 除 之 , 除 尽 者 是 数 根 ;不 尽 者 非 数 根 .” 
记 本 数 为 V, 得 1.2.3.…'(N-1UD+l=(N-IDI+l， 


车 (N - 1)! + 1 = 0(mod N), 则 N 为 素数 ; 

若 (N-1)!+1 夫 0(mod N), 则 N 为 非 素数 . 

上 述 结果 就 是 数论 中 著名 的 基本 定理 一 一 威尔逊 定理 :P 为 素数 的 充分 
必要 条 件 是 

(P~-1)!+1=0(modP) 

威尔逊 曾 写 信 给 著名 数论 大 师 华 林 (E. Waring, 1736 一 1798) , 猜想 该 结论 
(威尔逊 定理 ) 可 能 是 正确 的 .1770 年 , 华 林 未 加 证 明 就 将 这 个 结果 披露 了 . 
1773 年 ,法 国 著名 数学 家 拉 格 朗 日 证 明了 这 一 结果 .其 实 , 早 在 1682 年 ,伟大 的 
德国 学 者 药 布 尼 兹 就 提出 了 同样 的 结论 . 

我 们 认为 ,方士 钳 独 立地 得 到 了 威尔逊 定理 ,并 把 它 作为 判别 素数 的 方法 ， 
他 的 这 一 成 就 不 仅 超过 了 李 善 兰 , 华 鞍 芳 在 素数 论 方面 的 贡献 ,而 且 可 与 西方 
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一 些 数学 家 的 工作 媲美 . 

首先 ,方士 镁 在 威 尔 撑 定理 方面 的 工作 ,无 论 是 在 李 善 兰 的 《 考 数 根 法 》, 还 
是 在 华 薪 芳 的 《 数 根 术 解 》 中 都 没有 雏形 .在 1896 年 前 后 ,已 经 翻译 或 著述 的 诸 
多 数学 著作 中 ,也 没有 这 一 结果 .如 流传 甚 广 的 《代数 难题 解法 》 中 的 “ 数 之 性 
情 " 部 分 , 刊 于 1903 年 的 综合 了 当时 已 传人 的 许多 代数 学 (包括 数论 ) 知 识 的 
《 溥 通 新 代数 ) 中 的 “ 数 之 性 情 "的 章节 ,都 没有 提 及 这 一 重要 定理 . 

张 祖 贵 先生 检索 了 当时 刊登 科技 文章 的 刊物 ,如 《六 合 丛刊 》《 格 致 汇编 》、 
《中 西 闻 见 录 》 等 ,在 所 刊登 的 数学 文章 中 ,都 不 见 有 威尔逊 定理 的 介绍 .倒是 光 
绪 二 十 八 年 (1902) 的 《 湘 学 报 》 转 载 了 《中 西 闻 见 闻 》 上 李 善 兰 的 文章 ,并 加 编者 
按 :“ 考 数 根 古 无 其 法 , 自 海宁 李 壬 权 先 生 始 创 之 ,其 理 极 精深 , 极 准 确 ; 惟 仅见 
《中 西 闻 见 录 ) 中 , 传 本 其 稀 , 故 特 重 刊 以 钢 学 者 ." 可 见 直 到 1902 年 ,《 考 数 根 
法 ) 仍 是 人 们 仅见 的 素数 判别 方法 的 重要 著作 .同年 上 海 书局 石 印 本 《算数 名 义 
释 例 ) 中 之 “ 数 根 "条 ,原封 不 动 地 转载 了 《 湘 学 报 》 上 李 善 兰 的 文章 ,甚至 连 编者 
按 也 一 同 转载 . 

在 《 数 根 从 草 》 成 书 的 1896 年 前 后 ,西方 数学 界 也 正在 研究 威尔逊 定理 的 
结论 .证 明 与 应 用 ,并 将 其 作为 判别 素数 的 方法 .这 一 历史 事实 ,著名 数学 史家 、 
代数 学 家 迪克 森 (上 . E. Dickson, 1874 一 1954) 在 《数论 史 ) 第 一 卷 “素数 判别 ” 
(Tests for Primality) 一 节 中 写 道 ; 


“n 是 素数 , 当 且 仅 当 n 能 整除 1+(n -1)!1, 这 一 事实 曾 为 菜 布 尼 
兹 (公元 1682 年 )、 拉 格 朗 日 (公元 1773 年 )、 金 带 (Genty, 公元 1788 
年 )、 勒 贝 格 (Lebesgue, 公 元 1862 年 ) 和 卡 塔 兰 (Catalan, 公 元 1888 年 ) 注 
意 过 …… 进 一 步 将 其 作为 判别 素数 方法 的 人 有 西 波 那 (Cipolla, 公 元 
1903 年 )、 科 尔 (Cole, 公 元 1903,1904 年 )、 萨 迪 (Sardi, 公 元 1867 年 )、 兰 
伯 特 (Lambert, 公 元 1769 年 )、 塞 格 蒙 迪 (Zsigmondy, 公 元 1893 年 )、 盖 革 
巴 (Cegenbauer, 公 元 1885,1886 年 )、 乔 里 沃 德 (Jolivald, 公元 1904 年 )、 
欧 拉 (Euler, 公 元 1745 年 )、 切 比 雪夫 (Tchebychef, 公 元 1851 年 ) 谢 夫 区 
斯 (Schaffgotsch, 公 元 1786 年 )、 比 德尔 (Biddle, 公 元 1907,1908 年 )、 变 尔 
维 英 ( 公 元 1896 年 ) ,此 外 ,在 冯 . 科 赫 (Von Koch, 公 元 1894 年 )、 海 斯 
(Hayashi, 公 元 1900、1901 年 )、 安 德 努 利 ( Andreoli, 公 元 1912 年 ) 以 及 皮 
特 维 谢 ( Petrovitch, 公元 1913 年 ) 的 论文 中 也 可 看 到 …… 甘 比 利 (D. 
Gambioli ,公元 1898 年 ) 和 美 斯 勒 (0. Meissnei ,公元 1906 年 ) 讨 论 了 威 尔 
进 定理 之 逆 定 理 用 于 判别 (素数 ) 时 难以 实用 的 问题 …… 寺 阿 (A. 
Chiari, 公 元 1910,1911 年 ) 引 用 了 周知 的 素数 判别 方法 ,如 威 尔 森 定理 
之 北 定 理 .” 
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在 《数论 史 ) 第 一 卷 第 59 ~ 84 页 中 的 “ 费 马 和 威 尔 森 定理 ”一 节 中 ,迪克 森 
给 出 了 证 明 威 尔 森 定理 的 历史 , 欧 拉 、 高 斯 等 著名 数学 家 都 曾 给 出 过 证 明 , 最 晚 
的 独立 证 明 迟 至 1913 年 左右 .迪克 森 还 指出 : “维尔 谢 茨 - 杰 森 (J. 工 . 
Wildschiitz - Jessen,1914 年 ) 给 出 了 费 马 定理 和 威 尔 森 定理 的 历史 综述 .” 

莱 布 尼 兹 , 威 尔 森 、 华 林 、 拉 格 朗 日 . 欧 拉 等 早 就 得 到 或 证 明了 威 尔 森 定理 ， 
但 他 们 的 工作 并 未 在 数学 界 得 到 广泛 传播 (否则 迪克 森 还 提 到 19 世纪 末 20 世 
纪 初 研究 这 一 结果 的 数学 家 ,就 毫 无 意义 了 ) .人 们 在 20 世纪 追溯 历史 时 , 才 从 
文献 中 了 解 到 他 们 早 就 获得 了 这 一 成 果 .事实 上 , 莱 布 尼 兹 、 欧 拉 等 人 的 著作 仍 
在 整理 中 ,人 们 不 时 发 现 ,不 少 人 费 了 许多 心血 得 到 的 结论 ,他 们 早 就 得 到 了 . 

早期 数学 家 对 威 尔 森 定理 的 探索 被 历史 淹没 了 .19 世纪 西方 数学 家 重 又 
“发 现 "“ 证 明 " 威 尔 森 定理 ,并 将 之 用 于 判别 素数 ,这 一 工作 持续 到 1910 年 .这 
样 ,就 排除 了 传教 士 将 威 尔 森 定理 传人 中 国 的 可 能 性 ,而 在 方士 镁 之 前 的 中 国 
数学 家 又 没有 这 个 定理 的 锥 形 . 因 此 ,完全 可 以 肯定 ,方士 铬 独立 地 得 到 了 威 尔 
森 定理 ,并 将 其 作为 判别 素数 的 方法 .从 时 间 上 说 ,正好 与 德国 著名 代数 学 家 、 
哥 廷 根 学 派 的 赫 维 蒋 (A. Hurwitz,1859 一 1919) 是 同一 年 .在 迪克 逊 的 上 述 历史 
叙述 中 ,在 方士 匀 之 后 将 威尔逊 定理 作为 判别 数学 方法 的 西方 数学 家 ,至 少 有 
8 位 ,他 们 的 工作 因为 是 各 自 独 立 的 ,因而 得 到 承认 而 载 人 史册 

因此 ,方士 铂 在 威 尔 森 定理 方面 的 成 就 ,可 列 入 世界 先进 水 平 ,在 清末 中 国 
数学 家 中 实 属 难能可贵 . 

他 还 给 出 了 利用 对 数 简化 威 尔 森 定理 判别 素数 的 方法 , 即 考 数 根 第 十 三 
术 … 术 日 : 置 一 ,二 ,三 ,四 ,五 以 至 本 数 减 一 对 数 , 挨 次 加 之 , 共 得 对 数 若干 .将 
此 对 数 之 前 一 个 对 数 , 以 本 数 之 对 数 减 之 . 查 对 数 表 有 无 此 对 数 . 有 , 则 本 数 是 
数 根 ;无 , 则 本 数 非 数 根 .” 

但 在 《 数 根 从 草 ) 中 ,方士 锐 也 给 出 了 两 个 错误 的 方法 . 

考 数 根 第 十 术 .“ 术 日 : 置 本 数 减 一 为 方 指数 . 任 取 一 个 数 根 (小 于 本 数 者 )， 
自 乘 再 乘 ,至 方 指数 等 于 本 数 减 一 为 止 , 乃 于 乘 得 之 数 内 减 一 ,以 本 数 度 之 .能 
度 尽 者 ,本 数 是 数 根 ;不 能 度 尽 者 ,本 数 非 数 根 .” 

记 本 数 为 N, 任 取 一 个 素数 P(P < N). 

车 PW! - 1 = 0(mod N), 则 AN 为数 根 (素数 ); 

车 PY-1 -1 着 0(mod N), 则 N 为 非 素数 . 

第 十 术 实 际 上 是 费 马 (小 ) 定理 : 若 是 素数 ,(a,N) = 1, 则 

as -1= 0(mod N) 
的 逆 命 题 之 一 种 形式 .但 费 马 (小 ) 定理 之 逆 命 题 并 不 成 立 ! 
方士 铂 这 一 错误 源 于 华 革 芳 :“ 李 氏 秋 纪 ( 李 善 兰 ) 有 考 数 根 之 捷 术 :以 本 
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数 乘 二 之 对 数 , 求 得 其 真 数 , 减 二 , 余 以 本 数 度 之 ,能 度 尽 者 ,本 数 为 数 根 ;不 能 
度 尽 者 ,本 数 非 数 根 .” 华 某 芳 认为 李 善 兰 提出 了 这 样 的 方法 :车 2” - 2 = 
0(mod N) , 则 NN 为 素数 .其 实 , 李 善 兰 根本 没 指 出 过 这 样 的 “ 捷 术 ” ,他 甚至 谨慎 
地 认为 费 马 (小 ) 定理 之 逆 命 题 不 成 立 . 方士 镁 试图 将 华 革 芳 ( 误 作为 李 善 兰 ) 
的 结论 由 2” - 2 = 0(mod N) 推广 到 所 有 素数 P, PY - P = 0(mod N) ,当然 是 
错误 的 . 

作为 第 十 术 对 数 运算 的 第 十 一 术 也 就 跟着 错 了 . 

自 1640 年 费 马 (小 ) 定理 被 提出 来 后 ,在 近 200 年 的 时 间 里 ,人 们 都 以 为 其 
逆 命题 成 立 , 其 中 不 乏 像 莱 布 尼 兹 , 哥 德 巴 幸 这 样 的 大 数学 家 .19 世纪 初 ,西方 
数学 家 举 出 反例 ,证 明 费 马 (小 ) 定理 之 逆 命 题 不 成 立 . 因此 , 华 鞍 芳 \ 方 十 镁 错 
误 不 是 偶然 的 .这 一 错误 同时 也 说 明了 ,方士 氏 《 数 根 从 草 》 中 的 结果 是 独立 得 
到 的 .他 在 素数 论 方面 的 成 就 ( 除 第 十 术 .第 十 一 术 外 ) ,在 19 世纪 中 国 数学 史 
上 写 下 了 光辉 的 一 页 ,从 而 也 从 一 个 方面 驶 斥 了 中 国 古代 数学 只 重 方法 不 重 理 
论 ,只 重 应 用 ,不 重 抽象 的 观点 .这 对 增强 民族 自信 心 是 大 有 益处 的 . 

我 国 著名 数学 家 ,机 器 证 明 专家 ,中 国 数学 学 会 理事 长 吴 文俊 先生 在 他 主 
编 的 《现代 数学 新 进展 》 的 序言 的 最 后 , 颇 有 信心 地 说 :“ 复 兴 不 仅 是 振兴 中 国 
数学 ,使 自 秦 汉 迄 宋 元 傲 居 世 界 舞 台中 央 的 中 国 数学 重 展 苦 日 雄风 于 今日 ,应 
该 是 完全 可 能 的 .” 
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附录 一 ” 几 个 数论 及 组 合 论 经 典 问题 简介 


、 

附 这 是 解析 数论 中 堆 色 素数 方面 的 一 个 重要 东 想 .1770 
年 , 华 林 (Waring) 在 其 (代数 沉思 录 》(《Meditationes Algebraicae》) 
中 猜测 :每 个 正 整数 都 是 4 个 平方 数 之 和 ,9 个 立方 数 之 和 ,19 
个 4 次 方 数 之 和 等 等 .其 意 是 :对 于 每 一 整数 上 = 2, 皆 存在 一 个 
仅 依赖 于 上 的 整数 $ = S(k) 使 每 一 个 正 整数 N 皆 能 表示 为 形 
二 式 N = 邓 +…+ 兴 ,此 处 %i(1< i < s) 为 非 负 整 数 . 

录 1909 年 , 希 尔 伯 特 用 复杂 的 方法 证 明了 S(k) 的 存在 性 , 首 
先 解决 了 华 林 的 这 一 猜想 ,1943 年 林 尼 克 又 利用 密 率 给 出 了 
S(k) 存在 性 的 又 一 证 明 . 


华 林 同 时 还 铺 测 S(E) 的 最 小 值 gt) = 2:+[ (这 ) ] -2 
其 中 [x] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 . 1770 年 拉 格 朗 日 首先 证 明 
了 g(2) = 4,1909 年 威 旨 里 奇 证 明了 5(3) = 9, 易 证 

k 
s(t) =2.+[(3) ]-2 
设 GC(k) 是 使 方程 


N= 外 4+ x 
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哈代 
(Hardy， 
1877 一 1947)， 英 
国 数学 家 . 生 于 
英国 克 兰 利 
(Cranleigh)， 卒 
于 剑桥 . 


对 充分 大 的 n 可 解 的 S(k) 的 最 小 值 ,利用 GC(k) 的 上 界 估计 ,可 进一步 证 明 如 
下 结果 . 


(1) 当 上 > 6 时 ,有 条 件 承 -2 +2 < (2 -1[( 羡 门 时 , 则 g(0D = 2 


+ [ ( 宇 ) ] - 2,1964 年 斯 闪婚 吉尔 验证 了 此 条 件 在 6 < 上 < 200 000 时 成 立 . 
1957 年 马 勒 尔 证 明了 当 上 充分 大 时 此 条 件 一 定 成 立 , 并 猿 测 对 所 有 > 6 这 条 
件 都 成 立 ， 

(2)1964 年 ,陈景润 证 明了 g(5) = 37,1985 年 巴 拉 萨 布雷 尼 安 和 德 雷 斯 证 
明了 g(4) = 19, 至 此 ,关于 g() 的 研究 已 基本 完成 

余下 的 问题 是 : 

(1) 决定 将 N 表 为 形式 x 的 表示 法 数目 RR) 的 浙 近 公式 ,其 中 的 5 希望 
其 全 小 僵 好 . 

(2) 决定 CCA) ,显然 同 题 (1) 的 解决 亦 将 给 予 问题 (2) 某 些 结果 : 若 当 $ > 
G(k) 时 , Rik) 有 一 个 渐 近 公 式 , 则 G(k) < G(k). 

1918 年 哈代 与 拉 马 努 然 (H.Ramanujan,1887 一 1920) 建议 了 一 个 方法 来 处 
理 问题 (1) 中 上 = 2 的 情况 . 由 于 这 项 工作 的 刺激 ,哈代 与 李 特 伍德 (Litlewood) 
于 1920 年 开始 了 他 们 著名 的 分 析 系 列 论文 ,在 其 论文 中 他 们 发 展 了 著名 的 “ 因 
法 "来 处 理 问题 (1) 中 上 > 3 的 情况 , 他 们 先 将 * 的 解数 转化 为 积分 
上 re)'e(- Ne)de. 其 中 To) = De(axt),e(9) = ee 及 p[ N14], 然 后 把 区 


wl 


间 [0,1] 分 为 E, 和 E 两 个 部 分 ,其 分 法 与 a 有 关 , 于 是 RE = | Ei + | 证 ， 


利用 圆 法 哈代 和 李 特 伍德 得 到 * < (上 - 2)2*-! + 5,1938 年 华罗庚 结合 指数 和 
估计 方法 ,证 明了 著名 的 华氏 不 等 式 


1 
[| | s(a) 12da < Ne -ite 


从 而 推出 * > 24 + 1.1947 年 华罗庚 和 维 诺 格拉 杂 夫 又 推出 ， > 2k2(2ln 人 + 
ln ln k + 2.5). 最 近 , 沃 恩 (Vaughan) 将 华氏 不 等 式 改 进 为 


和 so) 2de < -en Ne0,2 < L <k 
稍 后 , 赫 斯 - 布朗 又 将 其 改进 为 
人 | s(a) JR2tda < NB-t+e,k > 6 


由 他 们 的 结果 可 以 导出 当 s > 2(k > 3) 及 > 也 24 + 1(k > 6) 时 不 定 方程 
* 的 解数 有 一 个 渐 近 公式 
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由 于 哈代 和 李 特 伍德 的 工作 , 华 林 问 题 的 研究 被 引 向 讨论 C(4) ,并 且 他 们 
猜测 : 当 上 = 2" > 4 时 ,G(k) > 4 在 其 他 情形 G(k) < 2k + 1.1959 年 维 诺 
格拉 采 夫 用 他 和 华罗庚 得 到 的 中 值 定理 及 华罗庚 1940 年 证 明 的 指数 和 方面 的 
一 个 不 等 式 证 明了 当 > 170 000 时 

CO) < k(2ln E+ 4ln ln k + 2ln In ln k + 13) 
后 来 卡拉 楚 巴 将 其 改进 为 
G(k) < 2k Ink+2k lnlnk+ 12k 

关于 小 的 上 值 ,1939 年 达 文 波 特 (H.Darenport,1907 一 1969) 证 明了 C(4) = 
6.1942 年 林 尼 克 和 沃 森 (G.N.Watson,1886 一 1965) 用 十 分 不 同 的 方法 证 明了 
CG(3) < 7. 直 到 最 近 沃 恩 才 证 明了 方程 * 在 上 = 3,s = 8 时 可 解 . 

华 林 问题 有 各 种 推广 形式 , 当 把 xi(1 < i < s) 限制 为 素数 时 , 称 为 华 林 - 
哥 德 巴赫 (Waring - Goldbach) 问题 ,是 1944 年 由 维 诺 格拉 采 夫 和 华罗庚 提出 
的 ,华罗庚 随即 证 明了 当 s > 2 +1(k<10) 及 s < 2k(2In k+lnlnk+2.5) 
(k > 10) 时 ,方程 N = 证 +… + Pt( Pi; 都 表 素数 ) 的 解数 有 一 个 渐 近 公式 ,并 
且 还 得 到 了 许多 变 元 为 素数 与 上 述 结果 相 类 似 的 结果 . 

如 果 把 方程 * 中 的 项 籽 以 整 值 多 项 式 /(x;) 代替 ,或 更 一 般 的 以 整 值 多 项 
式 (5) 代替 时 被 称 为 多 项 式 华 林 问题 ,是 1937 年 华罗庚 和 其 他 人 所 考 虚 的， 
在 中 国 杨 武之 (杨振宁 的 父亲 ) 最 先 研 究 了 三 次 多 项 式 的 华 林 问题 ,他 用 初等 
方法 证 明了 任 一 正 整数 是 9 个 三 角 井 数 之 和 .华罗庚 曾 证 明了 每 一 个 大 的 整数 
可 以 表 成 8 个 (满足 必要 的 同 余 条 件 的 ) 三 次 多 项 式 之 和 .他 还 给 出 了 方程 V = 
f(x) + + f(s) Ss 2+1k < 10) 和 s > 2k(2In k + In In k +2.5) 
(k > 10) 时 解数 的 渐 近 公式 . 记 C(7) 为 对 充分 大 的 NW 使 N = /(%1) + … + 
/(x,) 都 有 解 的 最 小 整数 5,3%f 为 的 次 数 ,华罗庚 证 明了 

G(f 19f = k) < (k++ 1)2! 
GC(f19f=3)<8 
以 及 对 上 二 5,max G(/) > 2 - 1, 这 里 /(x) 遍历 所 有 大 次 整 系数 多 项 式 . 


1957 年 , 达 文 波 特 研究 了 形 如 C(x2,…,x。) = 六 六 六 Couum 的 整 


i1 jE #1 


系数 三 次 齐 次 多 项 式 , 证 明了 如 果 n> 32, 则 C(x1,x,,…,x,) = 0 至少 有 一 组 
非 显 然 的 整数 解 存在 ,这 一 结果 后 来 被 进一步 改进 .关于 用 多 变数 的 型 表示 束 
数 的 问题 为 B.A.TaprakoBcKkrii、 达 文 波 特 、 布 尔 希 (B.J.Blreh) 、 刘 易 斯 (D.J. 
Lewis) 等 人 所 进一步 发 展 . 

在 有 限 次 代数 数 域 上 的 广义 华 林 问题 最 早 是 由 西 格 尔 于 1945 年 所 考虑 
的 ,他 的 工作 相当 于 哈代 - 李 特 伍德 的 研究 ,更 深刻 地 相当 于 维 诺 格拉 人 条 夫 的 
研究 的 工作 是 日 本 的 三 井 孝 美 于 1960 年 完成 的 . 


西 格 尔 
(C.L. Siegel, 
1896 一 1981), 德 
国 数学 家 , 生 于 
柏林 ， 
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2. 相继 素数 差 猜想 


这 是 数论 中 一 个 有 关 素 数 分 布 的 猜想 ,1855 年 德 斯 夫 斯 (A. Desboves) 在 讲 
述 勒 让 德 的 一 个 未 证 明 的 定理 时 谈 到 :在 任意 一 个 大 于 6 的 整数 及 该 数 的 二 倍 
之 间 至 少 有 两 个 素数 ;在 两 个 相继 平方 数 n? 及 (mn + 1)? 之 间 也 至 少 有 两 个 素 
数 .后 面 一 句 话 就 是 相继 素数 差 猜 想 , 亦 称 杰 波 夫 猜想 . 
如 果 用 1, 了 表示 实数 ,在 区 间 [X,X + Y) 中 是 否 一 定 存在 素数 这 个 问题 ， 
当 X = m2,Y = 2n + 1 时 即 为 杰 波 夫 猜 想 . 当天 取 为 第 ”个 素数 已 时 ,如 果 在 
区 间 [X,X + Y) 中 存在 素数 ,那么 n + 1 个 素数 P,,, 必 属 于 这 个 区 间 . 即 
P=X<Pu<X+Y=P+Y 中 
由 此 可 见 相继 素数 差 的 猜想 也 可 以 称 为 区 间 中 素数 的 猜想 , 问题 的 中 心 在 
于 了 取 什么 数值 时 ,在 区 闻 [X,X + Y) 中 一 定 存在 着 素数 .特别 地 1845 年 伯 特 
兰 (J.Bertrand) 研究 了 X = Y 时 的 情形 , 即 X 与 2X 之 间 是 否 存在 素数 问题 ,他 
证 明了 当 nm 大 于 6 且 小 于 6000 000 时 ,在 n/2 与 mn -2 之 间 一 定 至 少 有 一 个 素 
数 .后 来 人 们 就 将 这 个 问题 称 为 伯 特 兰 猜 想 .1854 年 切 比 雪夫 用 初等 方法 证 明 
了 伯 特 兰 猜想 ,并 且 得 到 对 于 每 一 个 大 于 1/5 的 数 e 而 言 一 定 存 在 数 , 使 得 每 


克拉 默 。 一 个 大 于 或 等 于 的 x 下 面 结论 成 立 :在 x 与 (1+e)x 之 间 至 少 存在 一 个 素数 . 
{H, Cramér, 1888 年 , 塞 尔 夫 斯 特 (J.J.Selvester) 将 e 改进 为 0.166 88, 他 在 1891 年 又 将 e 改 
1893 一 1985)， 珊 省 为 0.092. 1893 年 斯 蒂 尔 吉 斯 (T.J.Stieltjes) 和 卡 恩 (E.Cahen) 证 明了 e 可 以 
典 数学 家 . 生 于 
斯 德尔 麻 。 。 取 任意 小 的 正 数 . 

由 于 式 D 中 了 的 选取 关键 在 于 Y 与 X 的 相对 大 小 问题 ,所 以 人 们 又 转 而 研 
究 : 当 久 为 充分 大 时 ,9 取 什么 数值 可 以 使 区 间 [X,X + XY) 中 存在 素数 . 

1921 年 , 克拉 默 证 明了 : 如 果 黎 曼 猜想 是 正确 的 ,那么 当 夺 = P,,Y = 
P,3log 忆 时 ,区 间 [X,X + Y) 中 必定 有 素数 存在 .这 个 结论 非常 接近 杰 波 夫 竹 
想 ,但 遗 居 的 是 目前 黎 受 猜想 还 没有 得 到 证 明 . 

显然 伯 特 兰 猜想 相当 于 9 = 1 时 的 特例 ,而 相继 两 平方 数 a? 与 (n + 1)? 之 

海尔 伯 伦 间 存在 素数 的 问题 近似 于 证 明 当 9 = 十 时 区 间 [X,X + X9) 中 存在 素数 .1905 
We 和， 年 , 马 耶 (Maileb 证 明了 至 少 有 一 个 素数 在 两 个 小 寺 9 。10f 的 相继 平方 数 之 
拿 大 数学 京 ” 。， 间 .用 强 有 力 的 解析 方法 ,1930 年 , 截 黑 塞 尔 (G.Hoheisel) 首先 证 明了 当 X 充分 

大 时 ,一 定 存在 一 个 小 于 1 的 常数 6, 使 得 在 区 间 [X, + 了 9) 中 必定 存在 素数 ， 

至 于 9 可 以 取 什么 数值 , 霍 黑 塞 尔 指出 : 取 9 = 32 999/33 000 就 已 经 足够 了 . 

1933 年 海尔 伯 伦 证 明了 9 可 以 取 249/250. 1936 年 契 达 柯 夫 (H.T.dyrakoa) 证 
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明了 9 可 取 比 3/4 大 的 任何 一 个 数 .1937 年 英 厄 姆 (A.E.Ingham) 证 明了 如 果 存 
在 常数 M 和 (C 使 得 对 于 所 有 的 实数 1, 下 列 不 等 式 成 立 , 即 


Ee + 训 | Mit 


那么 ,0 就 可 以 取 任意 一 个 比 二 4 小 的 数 .1949 年 , 闵 般 锥 证 明了 c 可 以 取 比 
15/92 大 的 任何 一 个 实数 ,从 而 9 就 可 以 取 大 于 38/61 的 任意 实数 .1973 赫 克 斯 
利 (M.N.Huxley) 证 明了 6 可 取 大 于 7/12 的 数 .1979 年 , 伊 瓦 涅 科 (H.Iwaniec) 
与 贾 廷 拉 (M.Jutila) 将 筛 法 与 解析 方法 相 结合 证 明了 9 > 13/23 时 ,区 间 [X， 
X+ 加) 中 一 定 有 素数 ,同年 希 思 - 布朗 (Heath - Brown) 和 伊 瓦 涅 科 指 出 用 上 
文 的 方法 可 以 得 到 8 > 5/9 并 证 明了 6 > 11/20, 这 一 结果 在 国际 数论 界 受到 了 
高 度 评价 .1981 年 因 凡 涅 斯 又 证 明了 0 可 以 取 大 于 17/31 的 数 . 1983 年 伊 瓦 涅 科 
与 平 托 兹 (J.Pintz) 证 明了 8 可 以 取 23/42. 1981 年 上 海 科技 大 学 的 楼 世 拓 、 姚 琦 
证 明了 9 > 35/64.1984 年 他 们 又 进一步 证 明了 8 > 6/11. 


3. 多 利克 雷 除数 问题 


此 问题 是 数论 中 一 类 重要 问题 一 一 格 点 问题 (或 称 整 点 问题 ,是 研究 一 些 
特殊 区 域 甚至 一 般 区 域 中 的 格 点 的 个 数 问题 ) 中 的 两 大 主要 问题 之 一 ( 另 一 个 
为 高 斯 略 内 格 点 问题 ). 

设 x > 1,Dz(xz) 表 区 域 1 < u < x,1<v< x,w < x 上 的 格 点 的 个 数 . 
1849 年 , 狄 利克 雷 证 明了 

D(x) = xln x + (27 -1Ux+Ax) 


这 里 A(x) = o( 驻 ),y 是 欧 拉 常数 ,这 一 问题 的 目的 是 要 求 出 使 余 项 估计 
A(x) = o( 必 ) 成 立 的 4 的 下 确 界 9. 
因为 D(x) = >d(n), 其 中 d(n) 是 除数 函数 ( 即 n 的 所 有 正 除数 的 个 


数 ) ,所 以 把 这 一 格 点 问题 称 为 狄 利克 雷 除数 问题 . 
利用 初等 方法 ,1903 年 沃 罗 诺 伊 (T.@.Bopoaon) 证 明了 


A(x) = o(x}In x) 
即 9 < a 


1922 ~ 1937 年 这 段 时间 里 , 范 * 德 .科普 特 (Van der Corput) 提出 了 估计 较 
为 一 般 的 三 角 和 的 出 色 的 方法 从 而 证 明了 9 < 27/82. 
1950 年 迟 宗 陶 和 1953 年 里 琴 先 后 证 明了 6 < 15/46, 他 们 使 用 的 都 是 六 出 
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锥 提出 的 方法 - 
1963 年 , 尹 文 霸 通 过 对 6( 二 + it) 的 阶 的 估计 ,证 明了 0 < 12/37. 
1973 年 ,T.A.KorecrHk 将 结果 改进 为 96 < 346/1 067. 
1985 年 ,T.A.Konecranx 又 证 明了 6 < 139/429. 
目前 的 最 好 结果 是 伊 瓦 浊 - 科 与 莫 若 村 (Mozzochi) 做 出 的 9 < 7/22. 


另 一 方面 ,1941 年 英 厄 姆 已 证 明了 
A(x) 


5 A oe 
meup -并 二- > 0, liminf rz 


亦 即 > 二 
另外 ,1926 年 克拉 默 还 对 余 项 A(x) 的 均值 作 了 估计 ,得 出 
| 


i 1A(y) 1dy = o( 芭 ) 
据 此 他 狂 测 9 = 十 ,但 是 至 今 未 能 证 明 . 
关于 这 一 问题 ,里 克 特 (H.E.Richert)1961 年 还 证 明了 如 下 的 0 - 型 结果 


(误差 不 能 再 好 地 估计 之 结果 ). 
若 a,(n = 1,2,…) 为 一 个 复数 数列 及 对 于 某 8 > 0, 下 式 成 立 , 即 


Da, = x+o(zl2-5) 
则 不 能 有 。 > 0, 使 下 式 成 立 , 即 
oa = xln x + cx + 0o(x14-*),c 为 常数 
此 外 ,1904 年 疾 罗 诺 伊 还 得 到 过 如 下 展开 式 , 即 
>d(n) = xlnx+ (27 -1)xr+ 二 Pe dm)p(2n Vnz) 


Ga 人 
其 中 , 5)' 表示 当 x 为 整数 m 时 ,和 式 中 的 第 m 项 取 其 一 半 相 加 得 
F(x) = 二 人 su sin Edu 


1922 年 罗 戈 辛 斯 基 (Rogosinski) 运用 实 变 函 数 的 方法 给 予 了 新 的 证 明 ， 
1926 年 奥 本 海 姆 (A.Oppenheim) 对 此 作 了 推广 . 

关于 狄 利克 雷 除 数 问题 直接 的 推广 是 K 维 除数 问题 ,还 有 一 些 推广 见 高 
斯 圆 内 格 点 问题 . 


这 是 素数 论 中 的 一 个 古老 而 著名 的 问题 ,这 里 的 x(x) 表示 不 超过 x 的 素 
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数 的 个 数 . 
1800 年 左右 , 积 让 德 根据 数值 计算 提出 如 下 猜想 , 芭 
"(4) ~ 而 50 
1849 年,F .高 斯 在 给 因 克 (Encke) 的 一 封 信 中 说 ,他 在 1792 至 1793 年 间 考 
察 在 以 1 000 个 相 邻 的 整数 为 一 段 中 的 素数 个 数 ,发 现 对 于 大 的 值 = 素数 的 * 平 
均 分 布 密度 " 应 是 二 ,因而 提出 
A(x) ~ Lixyx 一 + 四 


其 中 ,Li n = | ji。 称 为 对 数 积分 ,有 时 以 


5 


re Inu 
来 代替 Li x, 两 者 仅 差 一 常数 Li 2 = 1.04…, 并 且 训 5 ~ Li x, 所 以 我 们 把 命题 


rz) - (xz 一 + %) 称 为 素数 定理 . 


首先 对 素数 定理 的 研究 做 出 极为 重要 贡献 的 是 切 比 雪夫 . 他 在 1852 年 左 
右 证 明了 存在 两 个 正常 数 ci 与 cz 使 不 等 式 


rei <r(x)< cps 
成 立 , 并 相当 精确 地 定 出 了 ci 与 cz 的 数值 ,这 被 称 为 切 比 雪夫 不 等 式 .他 还 证 
明了 
lim n(x)In x 


+t x 
由 此 可 知 ,如 果 当 x 一 + om 时 ,x(x) 有 崭 近 公式 , 则 必 为 让 
切 比 雪夫 为 了 研究 素数 定理 还 引进 了 两 个 十 分 重要 的 函数 , 即 
b(z) = > Inp 
Pes 


yx) = DA(n) 
其 中 ,A(n) 是 曼 戈 尔 德 (Mangoldt) 函数 ,其 性 质 为 


n(x)In x 
x 


<1< lin 


asi 
PT 他 本 
切 比 雪夫 证 明了 素数 定理 等 价 于 命题 
0(x) ~ xx 一 + 四 
或 p(x) ~ xx 一 + 中 


1859 年 , 黎 曼 通过 对 复 变 函数 
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8(5) = Db,nes 


nzl 


的 研究 得 到 了 一 个 与 &(s) 的 零点 有 关 的 表示 素数 个 数 x(x) 的 公式 . 
1896 年 ,哈达 玛 和 波斯 尼 (de la Vallée Poussin) 沿 着 黎 曼 指出 的 方向 ,利用 
高 深 的 整 函数 理论 几乎 同时 独立 证 明了 素数 定理 ,其 中 的 关键 是 证 明了 
E(I+it) 关 0, -om <t<+” 
1900 年 ,波斯 尼 证 明了 带 余 项 的 素数 定理 
r(z) = Lix+o(x°exp(- cVInz)) 
所 谓 带 余 项 (误差 项 ) 的 素数 定理 是 指 寻 求 误差 x(x) - Li x 的 最 佳 估计 . 

1908 年 , 兰 多 (E.Landau) 不 用 整 函数 理论 ,但 仍 用 较 高 深 的 单 复 变 函 数论 
知识 证 明了 同样 的 结论 . 在 此 之 前 李 特 伍德 宣布 利用 估计 外 尔 指数 和 的 方法 可 
将 此 结果 改进 为 

r(x) = Lix+o(x'exp(-cvlnxlninx)) 


1901 年 , 冯 在 歼 曼 猜想 成 立 的 假设 下 证 明了 


(4) = Lix+o(ziinz) 
1914 年 , 李 特 伍德 证 明了 
Ce) li 
a/ln x)inInInx > 
liminf 一 x(9z) -Liz < 
m= (Vx/ln x)In ln In x 
即 存在 一 个 正常 数 c, 使 得 有 无 穷 多 个 x, 使 
n(x) -Lix > clVxln ln ln #)/lnx 
以 及 存在 无 穷 多 个 x, 使 
x(x) -Lixy<-c(Vxnlnlnx)vinx 
这 表明 素数 定理 的 误差 项 的 变化 是 十 分 不 规则 的 , 它 的 阶 估计 是 不 会 低 于 


人 /in x 的 ,目前 的 最 好 的 结果 是 1958 年 苏联 的 维 诺 格 拉 打 夫 借 助 于 他 的 三 角 
和 估计 法 得 到 的 
n(x) = Lix + o(x * exp(— cln’Sx/ln ln'Sx)) 

自从 哈达 玛 和 波斯 尼 证 明了 素数 定理 之 后 ,人 们 一 直 在 寻求 一 个 较为 简单 
的 证 明 . 

兰 多 于 1953 年 ,哈代 - 李 特 伍德 于 1917 年 用 初等 复 变 函数 论证 明了 素数 
定理 (不 带 余 项 的 ) ,1981 年 奇 泽 克 ( Cizk) 用 同样 的 方法 证 明了 : 对 任意 正 数 
4 >1 有 rr(x) = Li x + o(x(ln x*)-4). 这 一 结果 最 初 是 由 沃 尔 辛 (Wirsing) 和 
邦 别 里 (Bombieri) 用 很 复杂 的 初等 方法 得 到 的 . 


limsup 
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十 分 有 趣 的 是 ,格林 (Gering) 于 1976 年 仅 利用 8(s*) 在 半 平 面 Res > 1 的 
性 质 及 简单 的 调和 分 析 结果 ,证 明了 对 任意 的 。 > 0, 有 


x(z) = Lix + o(z(ln z)- 和 9) 
特别 值得 一 提 的 是 ,1949 年 塞 尔 伯 格 和 厄 尔 多 斯 给 出 了 除了 需要 er ,ln x 等 超 
越 函数 的 简单 性 质 外 不 需要 任何 微 积 分 知识 的 初等 证 明 ,证 明 的 基础 是 著名 的 
塞 尔 伯 格 不 等 式 
imp+ynpmng=2xmnx+o(z) 


由 于 他 们 的 杰 册 贡献, 塞 尔 伯 格 获得 了 1950 年 的 菲 尔 效 国际 数学 奖 . 厄 尔 
多 斯 获得 了 1951 年 美国 的 代数 和 数论 奖 ， 

塞 尔 伯 格 和 塞 尔 伯 格 的 这 种 初等 证 明 , 也 可 以 用 来 得 到 素数 定理 的 余 项 估 
计 , 用 这 种 方法 ,1952 年 , 赖 特 (Wright) 证 明了 


n(x) = Lix + o(z(ln x)-!(In In x)-#) 
1950 年 , 厄 尔 多 斯 证 明了 存在 一 个 常数 。> 1, 使 得 
n(x) = Lix+o(x(ln x)-°) 


1955 年 , 范 ， 德 .科普 特 证 明了 。= 201; 


1960 年 , 布 鱼 因 奇 (Breusch) 证 明了 c= 过 - e(e 为 任意 小 的 正 数 ); 


1962 年 , 沃 尔 辛 证 明了 。 -= 了 


1963 年 ,A.JIycywGeroB 证 明了 c = 2 - e(e 为 任意 小 的 正 数 ); 
1981 年 , 巴 洛 格 (Balog) 证 明了 


r(z) = Lix+o(z(lnz)-s(lninz)) 

还 应 该 提 及 的 是 ,1962 年 邦 比 里 推广 了 塞 尔 伯 格 不 等 式 , 从 而 对 任意 的 

c > 1, 都 有 
n(x) = Lix + o(x(In x)-°) 

他 的 证 明 虽 然 在 思路 上 类 似 于 塞 尔 伯 格 的 证 明 ,但 是 极其 复杂 ,使 用 了 阿 米 特 
苏 (Amitsur)1961 年 发 展 的 关于 塞 尔 伯 格 卷 积 和 广义 卷 积 的 理论 以 及 许多 深刻 
的 实 变 函 数论 的 工具 .1964 年 沃 尔 辛 对 这 一 结果 给 出 了 不 同 的 初等 证 明 . 1970 
年 戴 蒙特 (Diamond) 和 施 泰 尼 (Steinig) 利用 卷 积 和 以 测度 代替 算术 函数 ,通过 
推广 塞 尔 伯 格 不 等 式 和 类 似 于 沃 尔 辛 的 讨论 证 明了 


n(x) = ix+ 0O(x .exp(-c(nz))(nlnz)-2) 
这 是 目前 不 用 复 变 函 数论 所 得 到 的 最 好 结论 . 
另外 ,1911 年 兰 道 还 将 素数 定理 推广 为 
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-1 
m0) ~ HT 


其 中 ,xy(x) 表示 不 超过 x 的 可 表 为 相 异 的 y 个 素 因数 之 积 的 自然 数 的 个 数 . 还 
有 人 在 证 明 群 论 问题 时 出 人 意料 地 使 用 了 素数 定理 .1900 年 , 希 尔 伯 特 在 巴黎 


的 演讲 中 指出 ,x(x) = Li(x) + o(x3ln x),x 一 % 与 黎 曼 猜想 是 等 价 的 . 


3. 加 内 格 点 问题 


此 问题 是 数论 中 一 类 重要 问题 一 一 格 点 问题 中 的 两 个 著名 问题 之 一 ( 另 
一 个 为 狄 利克 雷 除 数 问题 ). 格 点 又 称 整 点 ,是 指 坐 标 均 为 整数 的 点 , 格 点 问题 
是 研究 一 些 特殊 区 域 甚至 一 般 区 域 中 的 格 点 的 个 数 问题 . 

1963 年 ,高 斯 研究 了 以 原点 为 圆心 ,以 /x 为 半径 的 圆 内 的 格 点 个 数 问题 ， 
他 得 到 如 下 结果 : 

设 x > 1,42(x) 表 圆 wu? + v? < x 上 的 格 点 个 数 , 则 42(x) = rx + R(x)， 
这 是 R(x) = o(Vx). 

求 使 余 项 估计 R(x) = o(x) 成 立 的 4 的 下 确 界 a 的 问题 , 称 为 圆 内 格 点 
问题 或 高 斯 贺 问 题 . 

图 内 格 点 问题 可 以 通过 级 数 

(m2 + n2)-* 
(本 20o) 

表示 为 > r(n)m-* 而 转化 成 研究 H(x) = Dr(n) 的 问题 ,其 中 r(n) 为 w+ 


如 = n 的 整数 解 (u,v) 的 个 数 . 
利用 初等 方法 ,1906 年 谢 尔 宾 斯 基 (W.Sier Pinski) 证 明了 a < 1/3.1922 ~ 
1937 年 范 . 德 . 科普 特 证 明了 a < 37/112.1934 ~ 1935 年 , 带 奇 马 什 (E.C. 
Titchmarsh) 证 明了 a < 15/46. 这 些 都 是 借助 于 他 们 提出 的 估计 较为 一 般 的 三 
角 和 的 出 色 的 方法 , 即 设 /(x) 是 上 (k > 3) 次 可 微 的 实 值 函 数 ,如 果 在 ac < x < 
b(b -a>1) 上 ,0 <A<A9(x) < 及 (或 者 0 <4 <-A9(x) < 风 ), 则 
2 exp 2rif(n) = oh (Ba)ALD (Ba) P07) 


2 

1942 年 , 华罗庚 证 明了 a < 13/40,1963 年 陈景润 、 尹 文才 证 明了 a < 
12/37.1975 年 H.P.Ilwxwan 又 将 其 稍 加 改进 为 a < 346/1 067. 1985 年 诺 瓦 克 
又 证 明了 a < 139/429. 目前 最 好 的 结果 是 伊 瓦 涅 科 与 莫 若 买 作出 的 为 a < 


7/22. 这 无 疑 是 对 以 往 的 结果 所 做 出 的 巨大 改进 . 
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另外 , 早 在 1916 年 ,哈代 就 已 证 明了 
p(x) 


eh x 
limsup 多 = ii -全 <0 


也 就 是 a > 1/4, 其 中 p(x) = 42(x) - R(x). 
1926 年 ,克拉 默 又 对 余 项 R(x) 的 均值 作 了 估计 ,得 到 


4 1 p(y) 1 dy = o(xl4) 


所 以 人 们 猜测 ,应 该 有 a = 1/4 成 立 ,但 是 至 今 未 能 证 明 . 
关于 r(n),1904 年 , 沃 罗 诺 伊 还 给 出 如 下 展开 式 : 对 于 x > 0 


了 rn = #43 ej (2r Vm) 
n=l n 


其 中 , >) 表示 当 :为 整数 时 ， 和 和 式 中 的 第 m 项 取 其 一 半 相 加 ,J 儿 (x) 是 (第 一 
种 )Bessel 函数 . 

1920 年 , 兰 多 给 出 了 一 个 颇 有 几何 学 色彩 的 证 明 . 

值得 指出 的 是 对 于 圆 内 格 点 问题 人 们 还 给 出 了 种 种 推广 , 例如 , 设 


Qu un) = Dale 为 有 理 数 ,a = aj) 是 行列 式 为 D 的 正定 二 次 


型 , 求 满足 om … mn) < x 的 格 点 (mi，…mn) 的 个 数 问题 . 
这 个 推广 后 的 问题 受 爱 泼 斯坦 (Epstein) 的 & 函数 的 影响 ,发展 成 计算 


F(x)= 7 exp2ri(am + + aum) 


(mm ) es 


的 问题 , 即 对 每 一 格 点 加 权 exp 2xi(ai mi + … + aumu) 来 求 和 . 
1915 年 兰 多 首先 得 到 
人 ee n/2 je 
Fn) D+ o(x 呈 币 ) 
1, 当 mw ，…,as 全 都 是 整数 时 
SE (em 
当然 在 求 格 点 个 数 时 ,8 = 1. 
对 于 n = 3 的 特殊 情形 , 维 诺 格拉 采 夫 和 陈景润 分 别 把 19728 改进 为 2/3， 


由 于 高 斯 数 域 0(V - 1) 上 的 戴 德 金 & 函数 的 四 信 恰 好 等 于 rm)m 


wt 
这 样 圆 内 格 点 问题 又 发 展 为 关于 戴 德 金 & 函数 的 H(x) 的 估计 问题 . 

与 此 相关 的 ,1925 年 日 本 的 未 岗 想 一 应 用 阿 丁 (Artin)L 函数 将 兰 多 1912 年 
得 到 的 一 个 结 
于 ar/Vin x,a 为 正 的 常数 推广 到 了 有 限 次 代数 数 域 . 


工 德 金 
(Dedekind, 
1831 一 1916), 德 
国 数学 家 . 生 干 
盆 国 不 伦 瑞 克 ， 
卒 于 同 地 . 
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范 ` 德 ' 瓦 
尔 登 (van der 
Waerde, 
1903 一 1996)， 荷 
兰 数学 家 . 数学 
史家 , 生 干 阿 姆 
斯 特 丹 . 


马 库 斯 
(Marcus, 
1922 一 ) ,美国 数 
学 家 , 生 于 明 尼 
苏 达 州 。 


纽 机 
(Newman, 
1897 一 1984)， 英 
国 数学 家 , 生 于 
伦 救 ， 


班 《T. 
Bang,1917 一 )， 
丹麦 数学 家 . 


斯 特 灵 
(Stirting, 
1692 一 1770), 英 
国 数学 家 , 生 于 
苏格兰 的 斯 特 灵 
那 , 卒 于 爱 丁 保 . 


这 是 组 合 数学 中 关于 正 项 行列 式 的 一 个 极为 重要 的 猜想 . 
1926 年 荷兰 数学 家 范 * 德 ， 瓦尔 登 提出 以 下 猜想 :对 于 任何 双 随 机 和 矩阵 A 
有 
Per(A) > mm 
等 号 当 且 仅 当 4 = 几时 成 立 ， 
设 A 是 n xn 和 矩阵 ,矩阵 元 为 ay(i = 1,…,m;j = 1,…,n), 则 4 的 正 项 
行列 式 (Permanent)Per(A) 定义 为 


| 
Per(A) = Bo,30), 92,50) anal 
ES 


其 中 , S 表 示 n 个 符号 的 对 称 群 .这 样 一 个 矩阵 4 称 为 双 随 机 的 ,如 果 它 的 每 个 
和 矩阵 元 都 是 非 负 实数 并 且 每 行 之 和 与 每 列 之 和 都 等 于 1, 则 几 是 每 个 阵 元 都 是 


十 的 双 随机 矩阵 . 


1959 年 , 马 库 斯 和 纽曼 发 表 了 关于 范 ' 德 * 瓦尔 登 猜 想 的 第 一 篇 论文 . 他们 
证 明了 在 所 有 双 随机 和 矩阵 的 集合 上 ,了 是 正 项 行列 式 函 数 的 局 部 极 小 点 ,他 们 
推导 出 使 其 正 项 行列 式 达 到 极 小 的 双 随机 和 矩阵 应 满足 的 性 质 ,并 对 n = 3 的 情 
形 证 明了 这 个 猜想 .此 后 ,许多 数学 家 写 了 大 量 的 文章 对 于 n = 4,n = 5 的 情 
形 ,以 及 对 许多 特殊 的 类 型 的 双 随 机 矩阵 证 明了 这 个 猜想 . 

在 另 一 个 方向 上 , 班 于 1976 年 ,而 弗 里 德 兰 (S.Friedland) 于 1979 年 彼此 独 
立地 证 明了 对 于 任何 双 随机 和 矩阵 4 有 

Per(4) < e™" 

这 个 结果 并 不 比 范 * 德 * 瓦尔 登 的 猜想 弱 多 少 ,因为 由 斯 特 灵 公 式 ,n!1/n” 
近似 等 于 V2rne-"， 

现在 范 ， 德 . 瓦尔 登 猜想 已 经 由 两 位 前 苏联 数学 家 独立 地 解决 了 . 一 位 是 
乌克兰 共和 国 建 筑 业 计划 与 管理 自动 系统 科学 研究 所 的 法 利克 曼 (D.1. 
Falikman) , 另 一 位 是 基 雷 斯 基 克 拉 斯 诺 雅 蒋 克 的 苏联 科学 院 西伯 利 亚 分 院 的 
基 雷 斯 基 (L.V.Kirensky) 物理 研究 所 的 埃 戈 里 奇 夫 (G.P.Egorychev). 从 时 间 上 
看 是 法 利克 曼 先 得 到 其 证 明 , 他 早 在 1979 年 5 月 就 把 他 的 论文 投 寄 给 (数学 注 
记 》, 而 埃 戈 里 奇 夫 一 直到 1980 年 末 才 散发 他 的 论文 的 预 印 本 .但 法 利克 曼 只 
是 证 明了 范 - 德 瓦尔 登 定 理 , 而 埃 戈 里 奇 夫 ,另外 还 得 到 更 强 的 结果 : 几 是 唯 
一 的 使 正 项 行列 式 达到 极 小 的 双 随 机 和 矩阵 ,虽然 他 们 的 证 明 在 细节 上 有 所 差 
别 ,但 都 应 用 了 亚历山大 德 诺 夫 在 1938 年 得 到 的 一 个 关于 二 次 型 的 混合 判别 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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式 的 不 等 式 的 特殊 情形 . 

正如 拉 盖 里 阿 斯 (J.C.Lagarias) 所 指出 的 那样 , 范 * 德 . 瓦尔 登 狂想 是 一 个 
富有 挑战 性 的 问题 .但 是 ,这 问题 的 解决 并 没有 给 数学 知识 的 现状 带 来 革命 性 
的 变化 ,而 要 是 黎 曼 狂想 得 到 证 明 则 肯定 会 这 样 .然而 , 范 ' 德 . 瓦尔 登 猜想 肯 
定 可 以 得 出 比 以 前 更 好 的 互 不 同 构 的 拉丁 方 和 斯 坦 纳 (Steiner) 三 元 系 的 数目 
的 下 界 ,从 长 远 观 点 看 来 ,最 有 意义 的 结果 是 从 关于 二 次 型 的 混合 判别 式 的 亚 
历 山大 德 诺 夫 不 等 式 以 及 与 此 有 关 的 关于 凸 体 的 混合 体积 的 亚历山大 德 夫 - 
芬 切 尔 不 等 式 可 以 推出 大 量 的 具有 有 趣 组 合 解释 的 多 重 线性 不 等 式 . 
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附录 二 ”守望 灵魂 一 一 
毕 达 哥 拉 斯 的 新 生活 之 路 ” 


希腊 城邦 人 道 主义 思想 的 核心 是 哲学 .构成 希腊 城邦 人 道 主 义 的 重要 前 
提 一 一 善行 .身心 全 面 训练 以 及 与 二 者 相关 的 “人 是 什么 "问题 的 提出 和 回答 ， 
均 与 哲学 有 不 可 分 割 的 联系 .希腊 的 哲学 家 们 既是 希腊 城邦 的 教育 家 ,也 是 她 
的 科学 家 、 思 想 家 、 信 徒 .他 们 还 是 荷 马 和 赫 西 俄 德 传统 的 继承 者 和 批判 者 , 同 
时 也 是 城邦 人 道 主义 的 建立 者 . 正 是 他 们 决定 了 整个 城邦 重要 的 价值 取向 ,为 
城邦 的 教育 与 善行 注 人 了 属于 城邦 本 身 的 独特 的 理念 .希腊 哲学 家 以 伊 奥 尼 亚 
哲学 以 泰勒 斯 的 自然 主义 为 起 点 ,以 泰勒 斯 为 代表 的 自然 主义 者 对 于 希腊 城 
邦人 道 主义 的 贡献 在 于 ,他 们 开创 了 一 种 新 的 思维 方式 ,自然 主义 的 思维 方式 ， 
这 种 思维 方式 最 显著 的 特征 是 理性 主义 . 伊 奥 尼 亚 哲学 家 运用 理性 主义 的 方 
式 ,将 东方 的 科学 与 宗教 加 以 提炼 ,使 之 成 为 日 后 希腊 城邦 人 道 主义 的 重要 内 
容 . 如 果 没有 伊 奥 尼 亚 的 自然 哲学 ,希腊 城邦 人 道 主义 是 不 可 想象 的 .希腊 哲学 
的 另外 一 支 , 南 意大利 学 派 的 哲学 ,以 毕 达 哥 拉 斯 为 起 点 .由 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 
派 开始 ,希腊 文明 发 生 了 重大 转变 .正如 策 勒 尔 所 说 ,由 于 一 种 源 于 奥 尔 弗 斯 神 
秘 主义 的 外 来 因素 的 影响 ,希腊 思想 方式 开始 转变 ,这 种 转变 从 毕 达 哥 拉 斯 学 
说 开始 “这 种 神秘 主义 对 于 希腊 人 的 天 性 是 一 种 格格 不 人 的 宗教 崇拜 ,由 于 它 
和 希腊 思想 的 融合 ,产生 了 许多 值得 注意 的 新 形式 ,对 于 随后 的 时 期 意义 重 
大 . "@ 如 果 没 有 毕 达 哥 拉 斯 的 灵魂 肉体 二 元 论 以 及 灵魂 肉体 净化 的 思想 ,对 于 
回答 "人 是 什么 "的 问题 ,就 缺乏 更 深层 的 基础 .对 于 人 的 善行 的 要 求 ,就 没有 内 
在 的 依据 ,对 于 人 的 教化 就 会 停留 在 表面 ,教育 便 会 沦 为 养家 糊口 的 工匠 技巧 . 
由 于 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 的 影响 ,希腊 人 第 一 次 开始 关注 无 贵族 和 奴隶 身份 的 
人 本 身 , 毕 达 哥 拉 斯 开创 的 新 生活 之 路 ,首要 目的 是 培养 好 人 ,而 好 人 的 标志 是 
灵魂 和 肉体 的 纯洁 ,这 是 荷 马 身心 俱 美 标准 的 延伸 ,所 不 同 的 是 , 少 了 几 分 荷 马 
式 的 欢乐 ,多 了 几 分 东方 式 的 凝重 .人 对 人 的 认识 第 一 次 深入 到 了 表面 的 日 常 
生活 之 下 .人 开始 思考 自己 的 本 质 了 . 


一 一 希腊 人 道 主 义 资 源 》 华 夏 出 版 社 ,2005 年 ,第 147-172 页 
), 第 32 页 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


462 


From Pythagoras To Wiles 


世间 过 哥 拉 斯 其 人 及 其 学 泊 


“研究 毕 达 哥 拉 斯 的 困难 

根据 西方 的 毕 达 哥 拉 斯 权威 策 勒 尔 (Zeller) , 格 斯 里 (Guthrie) 等 人 的 看 法 ， 
在 毕 达 哥 拉 斯 团体 的 成 员 费 勤劳 斯 (Philolaus) 以 前 ,没有 任何 关于 毕 达 哥 拉 斯 
及 其 学 派 的 思想 公 诸 于 世 . 因 此 , 费 勤 劳 斯 是 第 一 个 并 述 毕 达 哥 拉 斯 思想 的 人 . 
这 种 看 法 来 自 柏 拉 图 和 亚 里 士 多 德 ,罗马 时 期 的 第 欧 根 尼 ' 拉 尔 修 ( Diogenes 
Laerius) 和 扬 布 里 丘 (Jamblichus) 也 持 这 种 观点 .造成 这 种 状况 的 原因 是 多 方面 
的 .就 毕 达 哥 拉 斯 学 派 自 身 而 言 ,他 们 有 一 个 传统 ,就 是 静默 原则 和 导师 崇拜 
因此 ,他 们 在 相当 长 的 时 间 内 ,对 自己 的 学 说 和 信仰 秘 而 不 宣 .而 将 学 说 公 诸 于 
世 时 ,常常 把 学 派 成 员 的 思想 统统 放 在 毕 达 哥 拉 斯 名 下 .这 了 既 造 成 了 甄别 材料 
的 困难 ,又 引起 人 们 对 材料 真实 性 的 怀疑 .因此 ,人 们 始终 无 法 弄 清楚 ,究竟 哪 
些 思想 属于 毕 达 哥 拉 斯 本 人 的 ,哪些 是 其 学 派 成 员 的 .即使 在 柏拉图 和 亚 里 士 
多 德 时 代 , 也 很 难 做 出 明确 的 区 分 .我 们 注意 到 ,柏拉图 只 在 很 少 的 地 方 直 呼 毕 
达 哥 拉 斯 其 名 ,而 亚 里 士 多 德 在 谈 及 毕 达 哥 拉 斯 时 ,常常 含糊 地 使 用 “ 毕 达 哥 拉 
斯 派 "之 类 的 说 法 .就 是 在 当时 , 毕 达 哥 拉 斯 与 毕 达 哥 拉 斯 派 也 几乎 是 通用 的 名 
称 . 

19 世纪 西方 古典 主义 兴起 ,重新 燃 起 哲学 界 对 文献 的 热情 .然而 ,考据 的 
结果 似乎 并 不 令 人 振奋 . 连 希 腊 哲 学 巨 掌 策 勒 尔 , 也 无 法 断定 哪些 作品 是 毕 达 
哥 拉 斯 的 ,哪些 是 其 学 派 成 员 的 .他 甚至 进一步 断言 ,即使 是 毕 达 哥 拉 斯 派 的 作 
品 , 也 只 有 费 勒 劳 斯 的 可 信 ; 间 接 材 料 ,除了 亚 里 士 多 德 和 柏拉图 对 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 的 评论 是 以 真实 的 材料 为 依据 以 外 ,其 余 的 均 不 可 信 . 第 欧 根 尼 拉 尔 修 与 
扬 布 里 丘 的 记载 ,也 相当 可 疑 . 策 勒 尔 区 分 了 “传奇 的 解释 "和 “历史 传统 " ,把 他 
认为 不 可 信 的 材料 列 和 人“ 传奇 的 解释 ”, 也 就 是 故事 .可 信 的 资料 才 属 于 “历史 传 
统 ”. 不 过 ,在 策 勒 尔 那里 “历史 传统 " 少 而 又 少 .这 种 看 法 虽然 有 些 极端 ,毕竟 
不 无 道理 . 

这 种 古典 主义 研究 ,不 仅 使 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 真 伪 问题 无 法 解决 ,就 连 柏 
拉 图 本 人 的 著作 也 没有 几 篇 值得 肯定 .根据 20 世纪 学 者 统计 ,柏拉图 的 著作 最 
后 只 有 五 种 没有 受到 任何 质疑 ,其 他 的 都 有 被 视 为 伪作 的 记录 .而 在 毕 达 哥 拉 
斯 问题 上 ,情况 更 翡 观 .唯一 不 被 怀疑 的 是 :有 这 么 一 个 人 ,而 且 ,能 够 确定 他 父 
母 的 名 字 , 以 及 他 父亲 的 身份 .因此 , 格 思 里 在 他 的 《希腊 哲学 史 》 第 一 卷 探讨 毕 
达 哥 拉 斯 时 ,开篇 便 说 ， 在 所 有 希腊 哲学 中 , 毕 达 哥 拉 斯 主义 的 历史 ,也 许 是 最 
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有 争议 的 主题 ".@ 而 且 , 他 在 同一 页 脚注 中 进一步 表明 ,现代 一 位 学 者 诅 丧 地 
说 ,探索 毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 一 个 无 底 洞 ”. 然 而 ,时 至 今日 ,仍然 有 不 少 哲学 家 跳 
人 这 个 无 底 洞 , 虽 然 结论 依然 令 人 诅 丧 , 却 也 津津 乐 道 .即使 那 位 把 毕 达 哥 拉 斯 
的 研究 推 上 绝路 的 策 勒 尔 ,在 描述 了 一 幅 绝 望 的 画面 之 后 ,还 是 斩钉截铁 地 断 
定 , 毕 达 哥 拉 斯 是 希腊 历史 上 最 重要 的 一 位 哲学 家 ! 20 世纪 的 研究 者 力图 摆 
脱 这 种 诅 丧 , 也 基本 上 倾向 于 承认 拉 尔 修 , 扬 布 里 丘 以 及 新 毕 达 哥 拉 斯 主义 、 新 
柏拉图 主义 对 毕 达 哥 拉 斯 的 看 法 .@ 鉴 于 这 种 状况 ,笔者 申明 ,本章 所 讨论 的 毕 
达 哥 拉 斯 ,包括 柏拉图 之 前 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ,但 是 ,并 不 包含 新 毕 达 哥 拉 斯 主 
义 . 
* 毕 达 哥 拉 斯 生平 

毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) , 南 意大利 学 派 创 始 人 ,鼎盛 年 约 公 元 前 532 一 前 
529 年 .他 的 生平 和 著述 并 没有 详细 、 可 信 的 记载 .各 种 说 法 矛盾 之 处 颇 多 , 因 
此 毕 达 哥 拉 斯 的 身世 、 生 平 始终 是 一 个 谜 . 对 于 毕 达 哥 拉 斯 生平 的 确定 ,西方 学 
者 多 依据 第 欧 根 尼 拉 尔 修 的 记载 .根据 他 的 记载 , 毕 达 哥 拉 斯 的 父亲 “是 一 位 
指环 雕刻 匠 ", 也 有 一 些 古代 文献 说 他 的 父亲 是 位 富商 .“ 按 昭 赫 尔 米 波 (Her- 
mippus) 的 看 法 , 毕 达 哥 拉 斯 是 萨 莫 斯 人 ;或 者 根据 阿里 斯 多 克 森 (Aristoxenus) 的 
说 法 ,他 是 底 伦 群 岛 人 ,这 些 岛屿 曾经 被 雅典 人 占领 ,土著 居民 被 希腊 人 尽 行 遗 
散 驱 逐 ."@ 他 曾经 做 过 叙 重 人 费 雷 居 德 的 门徒 ,恩师 逝世 后 ,他 到 了 萨 莫 斯 . 

据 扬 布 里 丘 记 载 , 毕 达 哥 拉 斯 青年 时 代 有 强烈 的 求知 欲 , 他 一 直 热衷 于 研 
究 各 类 学 术 思想 ,同时 对 宗教 信仰 及 仪式 兴趣 十 足 .他 曾经 求学 于 泰勒 斯 ,但 泰 
勒 斯 年 事 已 高 ,教学 生 读书 已 经 是 力不从心 ,因而 把 他 介绍 给 自己 的 学 生 ,米利 
都 学 派 的 重要 传人 阿 那 克 西 曼 德 .泰勒 斯 也 建议 毕 达 哥 拉 斯 到 埃及 学 习 ( 据 说 
泰勒 斯 也 曾经 到 埃及 学 习 , 埃 及 人 的 科学 与 宗教 令 他 惊叹 不 已 ) . 毕 达 哥 拉 斯 接 
受 了 老师 的 建议 远 赴 埃及 求学 ,在 埃及 生活 了 很 长 时 间 . 他 学 会 了 埃及 的 语言 
和 文字 ,在 埃及 人 的 寺院 当 过 僧侣 ,亲身 经 历 过 埃及 寺院 的 祭典 仪式 ,对 于 宗教 
思想 .信仰 . 教 阶 体系 有 深切 的 了 解 .尤其 使 他 震撼 的 是 埃及 人 对 于 灵魂 不 灭 和 
生死 轮回 的 信念 .在 埃及 与 波斯 战争 中 他 被 俘 ,当做 俘虏 带 到 波斯 ,在 那里 ,他 
又 生活 了 许多 年 ,直接 接触 到 了 波斯 国教 琐 罗斯 德 教 ,学 到 了 琐 罗 斯 德 教 的 教 
义 、 一 些 禁忌 ,净化 肉体 和 灵魂 的 方式 .身心 二 元 论 等 .这 些 对 于 毕 达 哥 拉 斯 思 
想 体 系 的 形成 产生 了 难以 估量 的 影响 . 毕 达 哥 拉 斯 从 埃及 和 波斯 留学 回来 以 
后 ,于 公元 前 532 年 , 因 不 满 普 利克 拉 底 的 暴政 ,离开 母 邦 萨 莫 斯 ,移居 南 意 大 


8 Guthrie, History of Greek Philosophy, Val. 1, Cambridge, 1971,P.146. 
参见 Zeller, A History of Greek Philosophy, Val.1, London, 1881; Cuthrie, HS 


Vol idge, 1971; Burkert, Lore and Science inAnci ，Harvard，1972. 中 文 著作 ,可 参 
i 和 
© Diogenes Lacrtius, Lives of Eminent Philosophers, Book VII!, P.321. 
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利 的 克 罗 顿 .在 那里 定居 下 来 ,并 且 创 立 了 著名 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 “ 他 和 他 的 
门徒 受到 极 大 的 尊重 ."@ 

克 罗 顿 位 于 靳 形 意大利 的 靳 跟 上 .在 毕 达 哥 拉 斯 到 来 之 前 ,这 里 的 繁荣 程 
度 远 不 及 米利 都 和 萨 莫 斯 ,是 大 希腊 范围 内 政治 、 军 事 经 济 、 文 化 的 落后 地 区 . 
不 过 ,与 尚 在 起 步 阶段 的 希腊 本 土 相 比 , 却 繁荣 许多 . 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 ,就 
是 在 这 样 一 种 环境 中 迅速 发 展 ,很 快 就 吸引 了 一 大 批 门徒 . 毕 达 哥 拉 斯 学 说 的 
形而上学 基础 是 灵魂 和 肉体 二 元 论 .他 在 克 罗 顿 不 仅 讲学 收 徒 ,教书 育 人 ,而 且 
还 倡导 一 种 新 的 生活 方式 .这 种 生活 方式 大 致 上 是 :学 派 内 财产 公有 ,日 常生 活 
以 清心 寡 欲 为 原则 ,以 药物 净化 身体 ,以 数学 音乐, 天文学, 儿 何 学 净化 灵魂 
净化 的 信念 和 方式 是 毕 达 哥 拉 斯 派对 希腊 文明 最 大 的 贡献 之 一 .净化 自己 的 身 
心 也 是 毕 达 哥 拉 斯 派 安身 立 命 的 根本 .尽管 提倡 身心 净化 最 初 只 存在 于 这 个 学 
派 之 内 ,而 且 该 学 派 一 直 离 群 索 居 ,净化 方式 始终 不 为 人 所 知 ,至 少 在 毕 达 哥 拉 
斯 本 人 在 世 时 一 直 是 这 样 的 .不 过 ,在 毕 达 哥 拉 斯 本 人 逝世 之 后 ,大 约 在 公元 前 
S 世纪, 该 派 所 在 的 南 意大利 发 生 了 政治 变故 ,结果 导致 该 派 人 士 被 驱逐 ,由 于 
毕 达 哥 拉 斯 派 成 员 在 逃亡 中 流向 希腊 全 境 , 尤 其 流向 雅典 等 民主 制 地 区 ,致使 
毕 达 哥 拉 斯 派 的 思想 ,生活 方式 、 信 仰 以 及 他 们 特有 的 净化 方式 得 到 广泛 传播 , 

毕 达 哥 拉 斯 在 世 时 ,该 学 派 或 者 说 教派 有 着 严格 的 生活 规则 ,成 员 有 极 高 
的 自律 能 力 , 因 而 在 意大利 乃至 整个 希腊 人 心目 中 ,也 们 是 一 群 道德 高 尚 的 人 ， 
因而 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 在 自己 的 栖息 地 克 罗 顿 受到 人 们 极 大 的 尊重 .不 仅 如 
此 ,“ 毕 达 哥 拉 斯 感到 他 们 自己 的 天 职 是 成 为 他 们 的 同胞 精神 向 导 一 一 也 就 是 
支配 .事实 上 , 毕 达 哥 拉 斯 团体 在 将 近 一 个 世纪 的 时 间 内 ,在 大 格拉 埃 西亚 诸城 
市 的 政治 中 起 着 主导 作用 ”.@ 这 与 米利 都 学 派 的 境遇 不 同 .从 相关 资料 可 以 看 
出 ,米利 都 学 派 在 米利 都 似乎 没有 毕 达 哥 拉 斯 这 等 雄心 ,在 政治 上 也 没有 如 此 
这 般 的 影响 .究竟 是 什么 原因 导致 这 些 差异 ,我 们 不 是 很 清楚 ,至 少 人 们 可 以 断 
定 ,哲学 思想 的 差异 是 其 中 因素 之 一 .按照 Kirk 和 Raven 的 看 法 ,“ 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 的 思想 与 米利 都 学 派 的 思想 ,在 原动力 和 特征 方面 有 广泛 的 差别 .米利 都 
学 派 受 天 生 的 理智 好 奇 心 所 驱动 ,他 们 不 满足 于 旧 的 神话 解释 ,试图 对 物理 现 
象 做 理性 的 解释 ,而 鞭策 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 力量 似乎 是 宗教 的 或 者 激情 的 . 
enn 再 者 ,米利 都 学 派 追 求 对 世界 的 自然 主义 解释 ,…… “而 毕 达 哥 拉 斯 学 派 
(用 亚 里 士 多 德 的 话 来 说 ) 运 用 一 种 与 物理 学 家 不 同 的 奇特 的 原则 和 要 素 , 因 为 
这 些 原则 和 要 素来 自 非 感觉 物 '. 因 此, 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 宇宙 论 注重 世界 的 形 
式 或 结构 ,而 不 是 质料 ”.@ 柏 拉 图 也 认为 毕 达 哥 拉 斯 学 派 创立 的 不 是 一 种 自然 


i et hilooophers, Book VIIL, P.323. 
3 姑 自生 第 是 汪 将， 4 
irk & Raven, The Presocratic ee Pen, Cambridge, 1960, P.216. 
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主义 ,而 是 一 种 生活 态度 .尽管 这 个 学 派 包括 毕 达 哥 拉 斯 本 人 在 内 在 科学 方面 
有 极 高 的 造 放 ,而 且 在 科学 史上 留 下 一 笔 丰 厚 的 财产 ,然而 ,这 个 学 派 真正 关心 
的 不 是 科学 而 是 人 生 , 是 人 的 正确 的 生活 方式 和 态度 ,关注 人 的 灵魂 和 身体 .他 
们 不 仅 倡导 这 样 的 生活 方式 和 生活 态度 而 且 身体 力行 ,因此 ,在 克 罗 顿 他 们 由 
于 持 这 种 生活 态度 而 重 到 极 大 的 尊重 .他 们 内 部 也 依据 这 些 生活 方式 和 处 事 原 
则 维持 和 谐 .彼此 之 间 如 兄弟 一 般 ,故而 毕 达 哥 拉 斯 派 也 被 人 称 做 毕 达 哥 拉 斯 
兄弟 会 . 


毕 达 哥 拉 斯 的 名 字 ,似乎 总 是 与 科学 史上 的 事件 相关 .他 最 早 提出 哲学 与 
哲学 家 这 两 个 名 称 ,并 且 断 定 哲学 家 就 是 爱 智 者 .几何 学 在 埃及 人 那里 仅仅 是 
测量 土地 的 方法 ;尼罗河 水 涨 落 , 常 常 把 地 界 冲 毁 ,为 了 确定 地 界 , 埃 及 人 需要 
经 常 测量 土地 .因此 ,他 们 发 明了 一 些 测量 土地 的 方式 . 毕 达 哥 拉 斯 从 他 们 那里 
学 到 了 几何 学 的 测量 方式 ,但 是 ,他 并 没有 停留 在 简单 的 测量 上 ,而 是 把 埃及 人 
用 来 丈量 土地 的 实际 操作 , 变 成 非 物质 的 、 概 念 化 的 公式 ,从 而 为 几何 学 步 人 科 
学 的 典 堂 奠定 了 基础 .著名 的 “ 毕 达 哥 拉 斯 定理 "使 他 获得 几何 学 家 的 称号 .其 
实 , 说 毕 达 哥 拉 斯 是 几何 学 之 父 大 约 也 不 为 过 .不 仅 如 此 ,他 发 现 了 事物 之 间 的 
数量 关系 ,并 用 这 种 关系 解释 音乐 和 天 体 .他 的 名 言 “ 万 物 皆 数 "对 柏拉图 影响 
至 深 , 传 说 柏拉图 有 感 于 这 句 名 言 , 曾 说 “ 神 可 能 是 个 几何 学 家 ”. 这 虽然 是 一 种 
幽默 的 表述 ,但 是 , 它 毕 竟 反 映 了 几何 学 在 柏拉图 心目 中 的 分 量 ,而 且 柏拉图 学 
园 的 大 门 上 赫然 写 着 “不 懂 几 何 学 者 不 得 和 人 内” ,柏拉图 学 园 在 后 期 主要 讲授 数 
学 和 几何 学 . 

埃及 人 观察 天 象 发 现 ,天 狼 星 的 出 现 总 与 尼罗河 水 的 涨 落 有 关 , 因 此 ,在 埃 
及 出 现 了 最 早 的 天 象 学 (也 可 以 称 做 准 天 文学 ) . 毕 达 哥 拉 斯 从 埃及 人 那里 学 到 
了 观测 天 象 的 方法 .可 以 说 ,埃及 人 的 天 象 观 测 , 是 毕 达 哥 拉 斯 天 文学 的 启蒙 教 
师 .不 过 , 毕 达 哥 拉 斯 并 不 是 简单 地 传达 埃及 人 的 发 现 , 而 是 在 他 们 的 基础 上 进 
一 步 探索 日 月 星辰 的 位 置 .根据 第 欧 根 尼 * 拉 和 尔 修 的 描述 , 毕 达 哥 拉 斯 也 是 第 一 
个 发 现 晨 星 与 莫 星 是 同一 颗 星 的 人 .而 且 , 他 把 数学 用 于 天 体 的 观察 ,从 而 断 
定 , 天 体 是 一 个 和 谐 的 整体 ,地 球 是 一 个 游 动 的 球体 .虽然 他 尚未 明确 提出 日 心 
说 ,但 是 ,至 少 有 地 球 是 绕 行 的 思想 . 

在 中 世纪 ,人 们 普遍 认为 , 毕 达 哥 拉 斯 是 算术 几何 学 、 天 文学 和 音乐 的 创 
始 人 .文艺 复兴 时 期 ,许多 人 文 主义 者 运用 毕 达 哥 拉 斯 的 黄金 分 割 法 与 和 谐 比 
例 进行 艺术 创作 ,那些 颇具 美感 的 不 朽 雕塑 ,也 把 毕 达 哥 拉 斯 的 科学 家 形象 深 
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深 地 嵌入 其 中 . 哥 白 尼 承 认 , 毕 达 哥 拉 斯 的 天 文学 概念 是 他 的 日 心 说 的 先驱 . 梅 
森 先 生 这 样 评价 哥 白 尼 的 日 心 说 ,“ 他 的 方法 并 没有 什么 新 奇 的 地 方 , 是 从 毕 达 
哥 拉 斯 以 来 就 被 天 文学 家 所 采用 过 的 .0 伽利略 也 宣称 自己 是 一 个 毕 达 哥 拉 
斯 主义 者 . 菜 布 尼 兹 则 自 认 为 是 继承 毕 达 哥 拉 斯 传统 的 最 后 一 个 哲学 家 和 科学 
家 . 

现代 科学 ,特别 是 数学 和 天 文学 ,也 沿袭 了 传统 的 看 法 .充分 肯定 毕 达 哥 拉 
斯 的 科学 成 就 . 波 耶 在 《 微 积分 概念 史 》 中 指出 :“ 早 期 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 数学 ， 
肯定 是 以 推理 为 其 特色 的 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 和 柏拉图 都 注意 到 ,演绎 推理 所 得 
的 结果 跟 观察 的 结果 或 归纳 推理 的 结果 非常 符合 ."@ 在 毕 达 哥 拉 斯 - 柏拉图 
传统 中 ,就 连 神 都 是 几何 学 家 ,所 以 人 们 认为 他 的 体系 以 推理 为 特征 ,也 是 合 情 
合理 的 事 .鉴于 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 在 科学 史上 有 如 此 多 的 第 一 ,把 毕 达 哥 拉 
斯 看 做 一 个 科学 家 或 者 自然 哲学 家 不 无 道理 .充分 肯定 毕 达 哥 拉 斯 在 科学 上 的 
重要 地 位 ,无论 如 何 是 天 经 地 义 的 事情 ,笔者 对 此 没有 任何 异议 . 

不 过 ,笔者 想 提醒 人 们 注意 的 是 ,许多 思想 家 似乎 忽略 了 一 个 最 基本 的 事 
实 , 即 在 毕 达 哥 拉 斯 的 若干 “第 一 "中 ,有 一 个 “第 一 "对 西方 哲学 和 西方 文明 的 
价值 ,恐怕 并 不 亚 于 其 他 “第 一 ”. 这 就 是 他 第 一 个 把 东方 文化 对 灵魂 问题 的 探 
讨 ,嫁接 到 希腊 文化 中 ,并 且 成 功 地 使 二 者 相互 融合 ,从 而 为 希腊 ,也 为 最 早 的 
西方 哲学 注 人 了 人 文 主义 的 内 容 , 并 且 通 过 对 几何 学 ,天 文学 ,数学 .音乐 的 改 
造 ,使 这 些 科学 (其 实 , 最 多 算是 自然 哲学 ) 成 为 关注 灵魂 ,净化 灵魂 的 一 种 手 
段 ,成 为 塑造 人 性 或 人 类 道德 的 首选 方式 ,成 为 人 文 精神 的 核心 . 毕 达 哥 拉 斯 在 
这 方面 的 贡献 ,一直 没有 得 到 人 们 的 足够 重视 ,不 能 不 说 是 一 个 遗憾 . 

然而 也 有 一 些 科 学 家 和 哲学 家 ,例如 ,罗素 和 海 森 保 , 看 到 了 毕 达 哥 拉 斯 有 
关 灵 魂 问题 的 思想 ,而且 清楚 地 知道 它们 的 传承 关系 ,以 及 对 于 西方 思想 的 影 
响 .但 是 ,他 们 并 不 认为 这 些 思 想 有 什么 积极 意义 ,甚至 认为 它们 是 一 种 负面 的 
东西 .这 同样 令 人 遗 居 . 

海 森 堡 以 科学 家 特有 的 敏锐 清楚 地 看 到 ,* 毕 达 哥 拉 斯 学 派 是 神秘 主义 的 
一 个 支派 , 它 起 源 于 酒 神 的 礼拜 仪式 .这 里 早已 建立 了 宗教 与 数学 的 联系 ,而 数 
学 从 那 时 以 来 ,已 对 人 类 思想 发 生 了 最 强烈 的 影响 . 毕 达 哥 拉 斯 似乎 最 早 认识 
到 数学 形式 化 所 固有 的 创造 力 .他们 发 现 ,如 果 两 条 弦 的 长 度 成 简单 的 比例 , 它 
们 将 发 出 声音 ,这 个 发 现 表明 ,数学 对 理解 自然 现象 能 有 多 么 大 的 意义 ”.@ 应 
该 说 , 海 森 堡 注意 到 毕 达 哥 拉 斯 的 数学 与 其 神秘 主义 的 连带 关系 ,并 强烈 感受 
到 毕 达 哥 拉 斯 的 重要 历史 地 位 .他 谈论 毕 达 哥 拉 斯 的 影响 时 ,引用 了 罗素 那 句 
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名 言 :“ 我 不 知道 还 有 什么 人 对 于 思想 界 有 过 像 他 那么 大 的 影响 ." 然 而 , 海 森 堡 
心目 中 的 影响 ,主要 指 他 的 数学 .因为 海 森 堡 明 确 指 出 : 在 毕 达 哥 拉 斯 学 派 中 ， 
还 包含 许多 我 们 难以 理解 的 神秘 主义 ."@ 这 里 面 有 一 个 潜台词 ,就 是 宗教 神秘 
主义 的 东西 ,与 毕 达 哥 拉 斯 的 科学 思想 从 根本 上 说 是 两 回 事 .即使 不 理解 毕 达 
哥 拉 斯 的 神秘 主义 ,也 可 以 理解 他 的 思想 和 影响 .仿佛 他 的 神秘 主义 是 一 个 蜂 
蛛网 ,只 须 一 抬 手 , 便 可 以 轻 轻 抹 掉 ,根本 不 会 影响 人 们 对 他 的 理解 ,反而 能 够 
使 毕 达 哥 拉 斯 的 思想 更 加 干净 清晰 . 抹 掉 了 这 个 蜘蛛 网 ,似乎 更 有 利于 对 其 思 
想 真 谤 的 认识 和 把 握 . 
罗素 在 描述 自己 的 思想 发 展 时 说 :“ 自 本 世纪 的 初 年 起 ,我 的 哲学 的 发 展 大 
致 可 以 说 是 过 步 地 舍弃 了 毕 达 哥 拉 斯 ."@ 现 代 的 哲学 家 ,恐怕 没有 什么 人 比 罗 
素 更 清楚 毕 达 哥 拉 斯 思想 的 价值 了 .因为 他 清楚 地 看 到 , 毕 达 哥 拉 斯 的 数学 与 
宗教 神秘 主义 有 密切 关系 ,与 其 灵魂 学 说 有 密切 关系 .他 指出 ,灵魂 一 词 最 初 
在 希腊 思想 中 出 现 的 时 候 起 源 于 宗教 ,虽然 不 是 起 源 于 基督 教 ,但 就 希腊 来 说 ， 
他 似乎 起 源 于 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 学 说 ,他 们 信仰 死 后 灵魂 转生 ,目的 是 为 了 得 
到 最 终 的 拯救 ,这 在 于 摆脱 物质 的 束缚 ,而 只 要 依附 于 肉体 , 它 就 必定 受 这 种 束 
继 .”@ 经 过 南 意大利 学 派 的 发 展 路 线 ,“ 把 灵魂 作为 不 同 于 肉体 的 某 种 东西 的 
学 说 ,就 成 了 基督 教 教义 的 一 部 分 ".@ 凡 讨论 毕 达 哥 拉 斯 的 人 ,似乎 都 会 引用 
罗素 这 句 名 言 ,以 说 明 毕 达 哥 拉 斯 灵魂 学 说 对 柏拉图 主义 和 基督 教 的 影响 . 然 
而 ,罗素 所 说 “影响 "分 正 负 两 个 方面 .遗憾 的 是 ,罗素 将 毕 达 哥 拉 斯 式 的 灵魂 的 
沉思 看 做 一 种 冥想 ,属于 负面 的 东西 . 
罗素 告诉 我 们 ,他 早年 曾 一 度 沉 溺 于 数学 的 神秘 主义 ,也 获得 过 冥想 的 快 
乐 .后 来 他 认为 ， 在 一 个 满 是 灾难 痛苦 的 世界 里 ,退隐 到 沉思 攒 想 里 享受 一 些 
快乐 不 能 不 算是 出 自 自私 ,拒绝 共同 肩负 灾难 所 加 在 别人 身上 的 负担 ".@ 写 
《我 的 哲学 发 展 》 时 ,罗素 依然 记得 “相信 时 的 快乐 ,只 是 这 些 快乐 “现在 看 来 却 
大 部 分 是 荒 次 的 ”. 罗 素 这 段 话 有 一 个 特殊 的 背景 , 那 就 是 第 一 次 世界 大 战 爆 
发 . 当 他 看 到 年 轻 人 登 上 开 往 前 线 的 火车 ,觉得 自己 不 能 置身 于 事 外 ,不 能 再 生 
活 在 抽象 与 沉思 里 .罗素 的 自 责 在 这 个 特定 的 历史 时 期 是 完全 可 以 理解 的 . 即 
使 像 尼采 这 类 孤芳自赏 的 贵族 ,在 普法 战争 时 ,也 还 能 与 他 并 不 看 好 的 普通 士 
兵 同 甘 共 苦 . 如 果 我 们 不 是 处 于 “一 战 ”这 种 特定 的 历史 条 件 下 ,而 是 客观 地 看 
竺 毕 达 哥 拉 斯 的 灵 开 的 沉思 , 便 应 该 承认 , 毕 达 哥 拉 斯 式 的 沉思 , 绝 不 仅仅 是 个 
人 爱好 ,而 是 为 了 探索 一 种 新 生活 之 路 ,其 目的 是 拯救 人 类 的 灵魂 .抽象 与 沉思 
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不 是 自私 的 冥想 .在 一 般 情 况 下 ,笔者 并 不 认同 罗素 的 看 法 ,而 在 第 一 次 世界 大 
战 的 前 提 下 ,笔者 至 多 是 理解 罗素 的 自 责 . 

罗素 把 自己 的 哲学 历程 描述 为 逐渐 舍弃 毕 达 哥 拉 斯 的 过 程 ,实际 上 是 说 自 
已 的 思想 历程 就 是 由 毕 达 哥 拉 斯 的 神秘 主义 开始 ,进而 逐渐 远离 神秘 主义 的 冥 
想 ,最 终 走 向 真正 的 数学 或 科学 思维 .这 里 面 殖 含 的 前 提 也 是 科学 与 信仰 的 对 
立 . 布 尔 克 特 (Burkert) 在 评论 策 勒 尔 的 研究 时 指出 , 策 勒 尔 “在 毕 达 哥 拉 斯 作为 
宗教 英 基 者 与 匿名 的 毕 达 哥 拉 斯 派 数 哲 学 之 间 , 切 开 了 一 条 裂口 ,把 这 些 不 同 
要 素 结合 起 来 ,表明 它们 最 初 的 统一 ,必定 是 极其 诱 人 的 一 种 挑战 ".OD 其 实 , 布 
尔 克 特 对 策 勒 尔 的 评论 意味 着 , 策 勒 尔 对 毕 达 哥 拉 斯 的 探索 ,其 前 提 依 然 是 科 
学 与 宗教 对 立 , 所 以 , 才 需 要 探讨 二 者 的 关系 , 才 需 要 发 现 它们 最 初 的 联系 .他 
清楚 地 看 到 ,假如 解决 了 这 一 问题 “就 有 可 能 深 深 地 改变 人 们 对 文化 史 的 理 
解 ”. 

笔者 以 为 ,这 些 看 法 有 两 个 依据 .第 一 ,西方 中 心 主义 .这 些 西方 学 者 清楚 
地 知道 ,灵魂 问题 来 自 东 方 ,特别 是 与 他 们 心目 中 东方 式 的 迷信 和 神秘 主义 相 
关 , 似 乎 这 样 的 东西 没有 什么 可 以 肯定 的 东西 .第 二 ,是 以 近代 科学 和 哲学 体系 
为 基础 ,对 古代 希腊 哲学 进行 诠释 .对 于 后 者 ,笔者 想 多 说 几 句 ,尽管 本 文 主题 
不 是 讨论 这 个 问题 .但 是 , 它 对 于 理解 毕 达 哥 拉 斯 十 分 重要 。 

雅 斯 贝尔 斯 对 近代 科学 进行 过 中 肯 的 批评 ,他 指出 ;主宰 自然 ,能 力 , 效 
用 ， 知 识 就 是 力量 " ,这 是 自 培根 以 来 的 格言 他 和 笛 卡 尔 描绘 了 技术 未 来 的 概 
貌 .可 以 肯定 , 它 并 不 是 被 用 来 反对 自然 的 可 怕 力 量 ,而 是 对 自然 规律 的 认识 . 
这 就 是 所 谓 人 定 胜 天 .”@ 这 种 科学 观 的 前 提 是 “我 只 知道 我 能 造 的 ”. 它 本 身 并 
不 意味 着 人 可 以 为 所 欲 为 ,更 不 意味 着 "世界 在 整体 上 和 原则 上 是 可 知 的 ”.® 
科学 动机 包含 着 两 种 意志 :技术 意志 和 知识 意志 .近代 “科学 家 的 特征 乃 是 对 必 
然 性 的 感情 ,准备 适应 自然 总 是 自然 科学 家 精神 的 一 部 分 .不 过 他 想 知道 自然 
在 做 什么 ,自然 界 发 生 了 什么 ”.@ 这 是 科学 家 的 “ 知 者 的 自由 ”. 这 里 所 说 的 自 
由 ,依然 没有 为 所 欲 为 的 意思 .但 是 , 当 这 种 自由 被 推 向 极端 时 , 知 者 的 自由 就 
不 是 思想 的 自由 与 安宁 ,而 是 为所欲为 .由 于 科学 在 近 现代 社会 明显 的 物质 
效用 ,因而 它 “ 一 直 享 有 巨大 的 威望 . 人们 期 待 它 解决 一 切 问题 ,深入 理解 全 部 
存在 ,帮助 满足 任何 一 种 需求 .…… 科 学 成 为 我 们 时 代 的 标志 ,恰恰 是 它 不 再 以 
科学 形态 出 现 的 时 候 ” .因为 科学 成 为 人 们 支配 自然 的 手段 , 它 的 目的 已 经 不 
再 是 科学 所 期 待 认识 自然 ,适应 自然 ,而 是 改造 自然 .做 自然 的 主宰 .于 是 自然 
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由 人 们 生活 的 一 部 分 , 变 成 了 人 们 可 以 征服 的 对 象 .人 与 自然 处 于 对 立 状 态 , 人 
在 奴役 自然 的 同时 ,把 自己 沦 为 物欲 的 奴隶 .尽管 我 们 自 谓 我 们 的 时 代 是 科学 
的 时 代 , 但 是 ,人 类 与 科学 精神 的 距离 ,从 来 没有 像 现在 这 样 遥远 .现代 人 只 占 
有 技术 ,甚至 是 技术 的 物质 结果 , 却 不 享有 任何 科学 .科学 “精神 本 身 被 技术 过 
程 吞噬 了 ”, 造 成 科学 服从 技术 ,技术 服从 人 的 物欲 的 结果 . 雅 斯 贝尔 斯 认为 , 导 
致 这 种 错误 的 原因 是 ,近代 科学 把 世界 的 可 知性 作为 研究 前 提 , 特 别 是 认为 世 
界 在 整体 上 和 原则 上 可 知 .既然 世界 可 知 ,当然 它 也 可 以 被 创造 ,甚至 可 以 从 根 
本 上 被 改变 被 主宰 .在 这 样 的 世界 中 ,还 有 什么 不 可 理解 的 神秘 的 灵魂 呢 ? 还 
需要 信 什 么 别 的 东西 呢 ? 信 科学 就 够 了 .于 是 ,科学 在 成 为 现代 社会 的 新 宠 的 
同时 ,也 成 为 现代 社会 的 神话 . 

海德 格 尔 指出 ,现代 人 普遍 承认 ,科学 是 现实 事物 的 理论 .而 “科学 "仅仅 
指 近 现 代 科 学 .希腊 文 没有 科学 之 类 的 概念 .该 概念 在 罗马 帝国 时 期 以 拉丁 文 
形式 出 现时 , 仅 指 学问 和 知识 .学 问 与 知识 是 十 分 宽泛 的 , 它 也 包括 类 似 于 沉思 
冥想 之 类 的 东西 .而 不 仅仅 指 近 现 代 意义 上 的 科学 ,当然 它 也 包含 与 之 相关 的 
东西 “现实 事物 "是 在 我 们 的 生活 世界 起 作用 的 东西 .“ 起 作用 ' ,意味 着 “做 '， 
(tun) , 它 的 词 干 属于 印 欧 语系 的 dhe.“ 做 "不 仅仅 指 和 人 的 活动 ,不 仅仅 指 行动 意 
义 上 的 活动 ,自然 的 生长 与 活动 也 是 做 ,并 且 是 在 特定 位 置 上 的 做 .意思 是 说 ， 
“做 "最 根本 的 涵义 是 在 生命 和 生活 过 程 中 的 自然 行动 “自然 "是 指 生 命 和 生活 
在 此 时 此 地 、 此 情 此 景 中 的 所 为 .这 个 所 为 与 个 人 所 拥有 的 一 切 相关 . 在 中 世 
纪 ， 起 作用 "还 指 房屋 、 器具、 图 像 的 产生 .后 来 它 的 意义 变 窗 了 ,只 意味 着 颖 
幻 ,刺绣 和 编织 意义 的 产生 , 即 ,物化 的 动作 .但 是 ,这 个 词 不 具有 效应 和 起 因 的 
意思 ,也 不 是 指 一 个 物化 结果 的 功用 .而 是 在 生命 过 程 中 自然 而 然 的 东西 ,是 生 
命 过 程 内 在 的 部 分 . 当然 ,在 现实 事物 中 起 作用 确实 与 现实 事物 的 现实 性 变化 
相关 ,变化 表明 本 身 已 经 被 "做 ”, 即 在 工作 、 劳 动 中 成 为 对 象 .在 “做 "的 活动 中 
获得 成 功 就 是 “事实 之 物 ”. 它 相当 于 肯定 和 确定 ,17 世纪 以 来 ,现实 的 "与 “ 确 
定 的 "基本 同 义 . 它 与 假象 .意见 相对 立 .在 近代 科学 中 ,现实 事物 成 功 的 一 面 日 
益 被 强调 ,成 功 的 对 象 达到 了 一 个 令 人 瞩目 的 可 靠 状 态 ,被 提升 到 一 切 其 他 事 
物 之 上 ,表现 为 “对象 " 或 者 “客体 ".@ 它 不 仅 与 一 般 的 事实 相对 立 , 而 且 与 人 相 
对 立 ,与 主体 相对 立 . 从 生活 与 生命 的 一 部 分 , 变 为 与 主体 对 立 的 东西 ,这 就 是 
希腊 科学 与 近 现代 科学 最 根本 的 差别 . 

如 果 我 们 认同 海德 格 尔 的 分 析 , 那 么 我 们 完全 可 以 说 ,在 生活 世界 与 在 实 


验 科 学 世界 不 同 ,实验 科学 世界 是 狭窄 的 ,具体 的 ,功利 的 ,一 切 都 在 概念 体系 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


From Pythagoras To Wiles 


的 刚性 结构 中 ,如 同 在 无 影 灯 下 解剖 尸体 一 样 ,似乎 没有 什么 东西 是 不 可 以 分 
割 和 界定 的 .而 在 生活 世界 ,特别 是 在 生命 过 程 中 ,一 切 都 具有 内 在 的 联系 ,我 
们 无 法 清楚 地 界定 生命 中 的 任何 一 个 具体 的 功能 .一 旦 想 界定 它 或 者 已 经 界定 
了 它 , 它 便 不 是 活体 了 .既然 如 此 ,在 希腊 人 的 生活 世界 中 ,两 种 都 源 于 沉思 的 
东西 具有 某 种 不 可 分 割 的 联系 , 便 没有 什么 可 以 惊讶 的 . 

笔者 以 为 , 毕 达 哥 拉 斯 哲学 是 在 希腊 哲学 氛围 内 的 探索 ,力求 寻找 一 种 新 
的 生活 之 路 :通过 宗教 与 科学 和 哲学 的 结合 净化 人 的 灵魂 .其 中 守望 灵魂 是 他 
的 根本 目的 ,而 几何 学 、 天 文学 数学、 音乐 则 是 净化 灵魂 的 手段 .如 果 从 毕 达 哥 
拉 斯 的 使 命 来 看 ,笔者 以 为 , 毕 达 哥 拉 斯 与 其 说 是 一 位 有 若干 科学 创造 的 科学 
家 ,不 如 说 是 一 位 灵魂 的 守望 者 .如 果 我 们 不 仅仅 把 世界 文明 史 的 进程 看 做 科 
学 创造 世界 的 过 程 ,如 果 我 们 不 是 仅 从 文艺 复兴 以 来 的 近代 观点 出 发 看 待 宗教 
问题 ,而 是 像 柏 格 森 那样 坦诚 地 承认 , 唯 有 “人 类 依 理性 而 生 , 同 时 也 依 宗教 而 
生 " 的 物种 ,我 们 就 应 该 承认 ,宗教 对 于 人 之 为 人 的 重要 作用 ,从 而 承认 , 毕 达 哥 
拉 斯 将 灵魂 问题 引入 希腊 ,并 以 科学 作为 净化 灵魂 的 手段 ,同样 是 一 种 伟大 的 
创举 . 


3. 探 索 新 生活 之 路 的 起 点 是 关爱 灵魂 


鲁 道夫 - 奥 托 ( Rudolph Otto ) 指 出 ,神秘 主义 有 两 条 道路 .一 条 是 内 省 之 
路 , 柏 罗 丁 是 典型 代表 ; 另 一 条 是 合 一 梦想 ( Unifying Vision) 之 路 , 即 目光 向 外 ， 
寻找 多 样 化 世界 的 “一 ", 这 是 印度 的 《奥义 书 ) 作 者 所 走 的 道路 .不 过 ,也 有 不 少 
人 同时 兼 有 两 条 道路 的 特点 , 商 羯 罗 和 爱 克 哈 特 都 是 这 样 ,奥古斯丁 也 是 这 样 . 
虽然 奥 托 没有 提 及 毕 达 哥 拉 斯 ,但 是 ,按照 奥 托 所 描述 的 两 条 道路 的 特点 ,我们 
完全 可 以 说 , 毕 达 哥 拉 斯 的 神秘 主义 也 属于 两 条 道路 合 一 的 神秘 主义 . 

第 一 条 路 一 -内 省 的 神秘 主义 是 “从 外 部 事物 抽身 , 退 人 自己 灵魂 的 深 处 ， 
认识 隐秘 的 深 处 ,认识 触摸 自我 的 可 能 性 ,这 是 第 一 种 类 型 一 内 省 的 神秘 主 
义 特有 的 .这 意味 着 沉 人 自我 之 中 ,以 达到 直觉, 在 自我 的 最 内 部 ,找到 无 限 ,或 
者 上 帝 ,或 者 焚 天 …… 一 个 人 在 这 里 并 没有 看 到 世界 ,而 是 洞察 到 了 自我 ”. 
因此 ,第 一 条 道路 尽管 必然 有 自己 的 灵魂 学 说 ,将 其 拉 入 神秘 主义 范围 ,从 而 
形成 一 种 特定 的 灵魂 神秘 主义 (soul - mysticism) ,但 是 它 升 人 更 高 体验 之 处 , 却 
在 很 大 程度 上 始终 保持 着 灵魂 的 神秘 色彩 ”.@ 毕 达 哥 拉 斯 哲学 的 起 点 是 神秘 
主义 的 第 一 条 道路 .因为 毕 达 哥 拉 斯 哲学 的 起 点 ,也 可 以 说 是 首先 从 外 部 事物 
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抽身 ,转向 自我 ,转向 自己 的 灵魂 .以 第 一 条 道路 为 起 点 ,就 是 以 信仰 为 起 点 . 毕 
达 哥 拉 斯 派 的 哲学 首先 建立 在 信仰 基础 上 ,而 不 是 像 一 般 的 哲学 体系 那样 , 建 
立 在 概念 体系 或 者 科学 公理 的 基础 上 . 

第 二 条 道路 是 在 多 样 性 的 世界 中 寻找 “一 ”. 目 光 是 向 外 的 .“ 我 们 或 者 可 以 
把 它 看 作 一 种 奇怪 的 幻想 ,或 者 看 作 疯 见 世 界 之 间 的 永恒 的 联系 ." 目 光 向 
外 ,但 并 不 是 科学 的 探索 ,因为 他 们 之 所 以 寻找 多 样 性 世界 的 “一 ", 只 是 出 于 奇 
怪 的 幻想 ,最 多 出 于 一 种 直觉 .“ 更 有 可 能 的 是 ,这 种 幻想 是 思辨 思维 的 开端 ,不 
论 是 在 印度 ,还 是 在 贺 拉 斯 那里 都 是 这 样 ,我 们 所 说 的 希腊 科学 ,也 许 就 是 这 种 
东西 的 产物 , 即 , 它 的 非 概念 形式 是 一 种 神秘 主义 的 直觉 .总 之 , 它 不 取决 于 学 
说 ,也 不 是 从 理性 的 思考 中 产生 ,不 是 为 了 探索 因果 关系 ,更 不 是 起 源 于 对 世界 
进入 科学 解释 的 热 望 . 它 产生 于 一 种 启示 的 体验 ,这 里 面 有 一 种 追求 这 种 梦想 
的 天 性 一 一 在 这 里 天 堂 的 眼睛 是 睁 开 着 的 ."@ 毕 达 哥 拉 斯 哲学 的 起 点 是 由 第 
一 条 神秘 主义 的 道路 开始 , 即 灵魂 的 神秘 主义 开始 ,而 他 净化 灵魂 的 方式 , 则 走 
向 奥 托 所 说 的 第 二 条 道路 : 即 目光 向 外 寻找 永恒 世界 的 联系 .正如 奥 托 所 说 , 它 
的 非 概念 形式 是 一 种 神秘 主义 的 直觉 ,不 是 从 理性 的 思考 中 产生 .但 是 ,这 样 的 
起 点 ,并 不 妨碍 这 种 学 说 最 终 走向 理性 的 思考 .两 条 道路 的 结合 可 以 走向 地 道 
的 宗教 神秘 主义 , 奥 菲 斯 教 是 这 样 ,希腊 文 化 与 基督 教 结合 ,也 是 走 了 这 样 一 条 
路 . 它 也 可 以 走向 科学 和 理性 . 毕 达 哥 拉 斯 本 人 也 许 做 到 了 ,也 许 有 这 样 做 的 倾 
向 ,我 们 可 以 断定 , 沿 着 这 条 路 走 ,希腊 哲学 的 南 意大利 学 派 走向 了 真正 的 哲学 
思维 . 毕 达 哥 拉 斯 式 的 神秘 主义 ,经 过 形而上学 的 精制 化 以 后 ,被 包 在 这 种 哲学 
的 核心 之 中 ,成 为 南 意 大 利 学 派 的 灵魂 和 基本 的 价值 取向 . 

第 欧 根 尼 * 拉 和 尔 修 记载 , 案 希 克拉 底 (Sosicrates) 在 他 的 (哲学 家 世系 》(《Suc- 
cessions of philosophers》) 中 表明 , 费 留 斯 (Philus) 的 独裁 者 莱 昂 (Leon) 问 毕 达 哥 拉 
斯 是 什么 人 , 毕 达 哥 拉 斯 答 日 “一 个 哲学 家 ”. 他 把 生活 比 做 一 场 游戏 ,参加 游戏 
者 有 三 种 不 同 的 人 ,一 种 人 为 奖赏 而 来 ,是 为 追 名 者 ;一 种 人 带 着 可 卖 的 商品 而 
来 ,是 为 逐 利 者 ;一 种 人 仅仅 是 旁观 者 ,是 为 观察 和 思想 者 .与 此 相应 ,有 三 种 生 
活 态度 “一些 人 滋长 了 奴隶 的 本 质 , 贪 禁地 追 名 逐 利 ,而 哲学 家 则 追求 真理 , 因 
而 是 真理 的 主人 ”.@ 毕 达 哥 拉 斯 心目 中 理想 的 生活 态度 就 是 做 真理 的 主人 ,而 
不 是 像 寻 常人 那样 ,在 名 利 场 中 搏击 ,成 为 物欲 的 奴隶 .哲学 “ 爱 智 " 之 “ 智 ", 指 
比 常 人 更 知道 什么 是 真正 的 生活 ,什么 是 真正 的 人 生 , 什 么 是 真正 的 人 .而 不 是 
仅仅 拥有 工匠 般 的 技艺 ,或 者 较 之 寻常 人 更 工 于 心计 .对 于 毕 达 哥 拉 斯 来 说 , 哲 
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学 不 是 饭碗 ,不 是 赢利 的 手段 ,而 是 一 种 生活 态度 ,一 条 生活 之 路 .一 旦 步 和 人 这 
条 道路 ,人 的 生活 内 容 就 不 是 为 了 追逐 实际 利益 ,而 是 为 了 思想 .在 名 利 场 上 ， 
哲学 家 只 是 一 个 淡泊 名 利 的 旁观 者 .旁观 者 界定 了 哲学 家 对 物欲 的 态度 ,也 界 
定 了 哲学 家 在 名 利 场 中 的 位 置 :生活 于 其 中 ,置身 于 事 外 .旁观 者 意味 着 ,他 的 
生活 理由 不 是 感官 的 物质 享受 ,而 是 思想 .思想 是 他 心目 中 最 神圣 的 净土 . 毕 达 
哥 拉 斯 的 生活 态度 也 表明 ,在 他 心目 中 ,人 至 少 应 该 有 两 个 方面 ,有 精神 和 思想 
的 一 面 , 也 有 感官 和 物欲 的 一 面 .这 两 个 方面 分 别 与 灵魂 和 肉体 相对 应 .肉体 是 
有 死 的 ,而 灵 瑰 是 不 灭 的 . 受 肉体 驱动 ,人 便 沉溺 于 物欲 ,因而 是 物欲 的 奴隶 ,过 
着 堕落 生活 .人 蝴 落 ,就 不 可 能 获得 真理 ,也 不 会 是 真理 的 主人 .关爱 灵魂 者 , 必 
须 远离 世俗 的 名 利 场 和 物欲 纷争 .这 是 典型 的 灵魂 肉体 二 元 论 .可 见 , 毕 达 哥 拉 
斯 式 的 生活 态度 ,是 建立 在 二 元 论 的 基础 上 的 .灵魂 与 肉体 二 元 论 是 毕 达 哥 拉 
斯 式 生活 态度 的 基本 前 提 .而 追求 灵魂 的 净化 ,寻找 净化 灵魂 的 方式 ,就 是 毕 达 
哥 拉 斯 的 使 命 . 

策 勒 尔 认为 ,灵魂 肉体 二 元 论 并 不 是 希腊 本 土 的 思想 . 它 最 初 是 由 奥 菲 斯 
教 引 入 希腊 的 .传统 的 希腊 文化 认为 肉身 的 人 是 真正 的 人 .灵魂 只 是 一 种 无 力 
的 影像 .相应 阳光 下 的 日 常生 活 才 是 真实 的 生活 ,冥界 只 是 现世 的 黯淡 的 模仿 . 
因此 ,希腊 人 更 注重 现实 利益 ,甚至 是 眼前 利益 .除了 这 些 如 同 过 眼 烟云 的 利益 
以 外 ,至 于 是 否 有 来 生 ,是 否 有 什么 不 朽 的 东西 ,当时 的 希腊 人 是 根本 不 会 考虑 
的 ,因此 ,人 们 非常 形象 地 把 这 种 状况 称 作 “和 希腊 的 乐天 ", 尼 采 就 这 样 说 过 .就 
连 他 们 的 诸 神 , 似 乎 也 没有 神 的 样子 ,他 们 的 行为 并 不 神圣 ,有 时 甚至 可 以 说 有 
失 检点 ,什么 鸡 鸣 狗 盗 之 事 都 做 .希腊 世界 的 每 一 坏事 ,都 和 他 们 有 关 . 当然 他 
们 也 做 好 事 ,但 那 不 是 出 于 的 善 的 考虑 ,在 很 多 情况 下 是 意气 用 事 .尽管 米利 都 
学 派 完成 了 希腊 文化 的 一 次 变革 ,但 是 ,他 们 最 多 是 把 神话 与 现实 自然 界 区 分 
开 来 .他 们 最 早 把 目光 从 迷离 的 神话 世界 投向 自然 ,但 是 ,他 们 的 兴奋 点 在 于 为 
自然 寻求 统一 的 基础 .所 以 后 人 通常 称 他 们 做 自然 哲学 家 .虽然 泰勒 斯 也 说 过 
一 切 都 是 有 灵魂 的 ,然而 ,灵魂 问题 不 是 他 关注 的 主要 问题 ,他 并 不 关注 人 本 身 
的 问题 ,或 者 说 ,主要 关注 的 不 是 人 的 问题 . 奥 菲 斯 教 引入 了 “与 希腊 入 的 天 性 
格格 不 人 "的 生活 态度 .这 种 态度 “表明 了 一 种 东方 起 源 ”, 从 奥 菲 斯 教 开 始 , 希 
腊 人 投身 于 神秘 主义 的 二 元 论 之 中 .笔者 同意 策 勒 尔 的 看 法 ,二 元 论 确实 不 
是 希腊 本 土 思想 , 奥 菲 斯 教 把 它 引 入 了 希腊 宗教 之 中 , 毕 达 哥 拉 斯 则 使 它 成 为 
哲学 的 基本 内 容 .按照 一 些 希腊 研究 者 的 看 法 , 奥 菲 斯 教 与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 之 
间 , 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 .因此 ,无 论 从 任何 意义 上 讲 ,二 元 论 都 与 毕 达 哥 拉 斯 
学 派 相关 
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在 公元 前 6 世纪 , 毕 达 哥 拉 斯 把 灵 融 肉 体 二 元 论 介绍 到 希腊 ,并 以 使 之 与 
希腊 文化 成 功 地 嫁接 .由 于 这 种 引进 ,希腊 哲学 出 现 了 所 谓 南 意大利 学 派 . 毕 达 
哥 拉 斯 的 二 元 论 由 何 而 来 ,一 直 是 希腊 研究 者 争论 的 问题 ,归结 起 来 ,至 少 有 三 
个 来 源 . 

第 一 , 毕 达 哥 拉 斯 从 埃及 人 那里 学 来 的 .这 是 由 希 罗 多 德 (Herodoti) 的 见闻 
直接 证 明 的 东西 .认为 这 种 信仰 来 自 埃及 的 人 ,大 多 受 希 罗 多 德 的 影响 , 希 罗 多 
德 记载 : 在 埃及 ,人 们 相信 地 下 世界 的 统治 者 是 戴 美 特 尔 和 狄 俄 尼 索 斯 .此 外 ， 
埃及 人 还 第 一 个 教 给 人 们 说 ,人 类 的 灵魂 是 不 朽 的 ,而 在 肉体 死去 的 时 候 , 人 的 
灵魂 便 进 到 当时 正在 生 下 来 的 其 他 生物 里 面 去 ,而 在 经 过 陆 \ 海 、 空 三 界 一 切 生 
物 之 后 ,这 灵魂 便 再 一 次 投 生 到 人 体 里 面 来 .这 整个 的 一 次 循环 要 在 三 千年 中 
间 完 成 .早先 和 后 来 的 一 些 希腊 人 也 采用 过 这 个 说 法 .就 好 像 是 他 们 自己 想 出 
来 的 一 样 ,这 些 人 的 名 字 我 都 知道 ,但 我 不 把 他 们 记 在 这 里 ."@ 通 常 认 为 ,这 里 
所 说 的 “一 些 希 腊 人 ”, 指 毕 达 哥 拉 斯 及 其 信徒 .20 世纪 的 希腊 研究 者 基本 上 认 
同 这 -点 . 策 勤 尔 的 态度 是 ,无 法 证 明 它 意 指 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 ,或 许 它 指 奥 
非 斯 教 信徒 .不 过 , 希 罗 多 德 在 该 书 的 另 一 个 地 方 谈 到 一 个 叫 撒 尔 莫 克 斯 的 人 ， 
这 个 人 是 毕 达 哥 拉 斯 的 奴隶 ,此 人 后 来 回 到 他 的 国家 “他 和 在 希腊 人 中 绝 非 最 
差 的 智者 毕 达 哥 拉 斯 有 过 交往 .因此 ,他 给 自己 修建 了 一 座 会 堂 ,在 那里 他 招 宴 
他 国内 的 一 流 人 士 ,并 且 教 导 他 们 说 ,不 论 是 他 ,他 的 宾客 ,还 是 他 的 子孙 都 是 
永远 不 会 死 的 ,但 是 他 们 将 要 到 一 个 他 们 会 得 到 永生 和 享受 一 切 福 社 的 地 方 
去 . "@ 这 分 明 是 说 , 毕 达 哥 拉 斯 的 奴隶 学 到 了 该 派 的 主张 ,回国 后 依 样 模仿 ,也 
主张 灵魂 不 死 和 轮回 转世 ,而且 颇 有 一 些 信徒 . 

第 欧 根 尼 * 拉 尔 修 转述 色 诺 芬 尼 (Xenophanes) 的 说 法 ,一 次 , 毕 达 哥 拉 斯 路 
过 一 个 地 方 ,看 到 一 个 人 在 鞭打 一 条 狗 , 毕 达 哥 拉 斯 请 求 他 停 下 来 ,因为 他 熟悉 
这 声音 ,这 是 他 朋友 的 灵魂 生活 在 这 狗 的 身体 里 .@ 这 也 表明 , 毕 达 哥 拉 斯 本 人 
相信 灵魂 转世 . 波 费 利 ( Porphyrius ) 告 诉 人 们 ,没有 任何 信徒 能 够 确切 地 知道 毕 
达 哥 拉 斯 的 教诲 ,因为 他 们 团体 内 部 有 一 个 著名 的 静默 原则 .不 过 ,还 是 有 一 些 
众所周知 的 事实 ,第 一 ,他 认为 灵魂 是 不 朽 的 ;第 二 ,灵魂 要 转生 到 其 他 动物 
里 ;第 三 ,过 去 的 事件 将 在 一 个 循环 中 重复 自身 ,没有 任何 东西 是 绝对 新 的 ;第 
四 ,认为 一 切 生物 都 有 亲缘 关系 . 毕 达 哥 拉 斯 似乎 是 第 一 个 把 这 一 信仰 引入 希 
腊 的 人 ".@ 

现代 的 古典 研究 者 基本 上 对 此 持 肯 定 态度 .最 谨慎 的 策 勒 尔 也 不 得 不 表 


明 , 从 埃及 人 那里 获得 灵魂 不 灭 的 思想 并 非 不 可 能 ,只 是 无 法 证 实 .根据 拉 尔 修 
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和 扬 布 里 丘 等 人 的 描述 , 毕 达 哥 拉 斯 在 行 成 人 仪式 之 际 离开 家 乡 来 到 埃及 ,他 
的 整个 年 轻 时 代 是 在 埃及 度 过 的 .最 极端 的 说 法 是 在 埃及 生活 22 年 ,最 一 般 的 
说 法 是 不 少 于 16 年 .即使 取 后 一 种 说 法 ,在 埃及 生活 16 年 , 那 也 是 一 段 颇 为 
漫长 的 年 月 . 拉 尔 修 记载 , 安 提 丰 (Antiphon ) 在 他 的 《 论 杰出 德行 的 人 》 中 表明 ， 
毕 达 哥 拉 斯 在 埃及 长 期 地 生活 ,已 经 学 会 了 埃及 语言 .宗教 .文化 和 技艺 .因此 ， 
灵魂 不 灭 和 灵魂 转世 的 思想 来 自 埃 及 是 有 可 能 的 . 

第 二 , 琐 罗 斯 德 教 和 希 伯 来 文明 的 影响 .这 一 假设 主要 来 自 罗马 时 期 的 一 
些 作者 ,他 们 的 根据 是 , 毕 达 哥 拉 斯 在 埃及 期 间 ,正好 赶 上 埃及 被 波斯 国王 冈 比 
西 斯 (525B. C. ) 的 军队 击败 , 毕 达 哥 拉 斯 作为 战俘 ,被 带 到 波斯 ,在 那里 他 接受 
了 和 硕 伯 来 文明 和 波斯 文明 .不 过 , 据 笔者 所 知 ,当时 的 希 伯 来 文明 ,还 没有 灵魂 
不 灭 的 思想 .如果 他 是 在 巴比伦 获得 灵魂 不 灭 的 思想 ,那么 他 应 该 得 自 琐 罗斯 
德 教 .因为 犹太 教 虽 然 历史 悠久 ,但 是 ,一 直 都 是 口述 律 法 ,成 文 经 典 的 创作 ,大 
约 在 巴比伦 之 囚 结束 以 后 ,从 公元 前 5 世纪 到 公元 前 3 世纪 创作 完成 .这 一 时 
期 ,他 们 在 政治 上 是 波斯 帝国 的 属 民 ,而 在 文化 上 , 则 是 在 波斯 文化 的 直接 辐射 
之 下 .犹太 教 成 文 经 典 的 创作 显然 受到 琐 罗 斯 德 教 的 影响 《摩西 五 经 )? 是 人 们 
公认 的 《 旧 约 》 最 古老 的 部 分 《五 经 》 描 述 犹太 人 在 流浪 生活 中 ,也 常常 在 某 地 
停留 下 来 ,如 果 条 件 允 许 ,会 买 一 块 地 安葬 死者 .从 《摩西 五 经 ,我 们 依然 可 以 
看 到 ,犹太 人 没有 灵魂 肉体 二 元 论 的 思想 .他 们 的 先 人 虽然 常常 被 说 成 几 百 岁 
才 故 去 ,然而 ,并 没有 关于 他 们 的 灵魂 如 何 转世 的 描述 .耶和华 对 犹太 人 的 种 种 
许诺 中 ,几乎 没有 关于 如 何 拯救 他 们 灵魂 的 说 法 .福音 书 也 记载 过 耶稣 与 撤 都 
该 人 就 人 的 复活 问题 展开 的 争论 .即使 是 耶稣 时 代 的 犹太 教 ,依然 认为 复活 、 轮 
回转 世 等 思想 是 芒 廖 的. 

在 古典 天 启 宗教 中 ,最 早 持 身心 . 灵 肉 二 元 论 的 是 琐 罗 斯 德 教 .他 们 相信 ， 
人 逝去 后 ,灵魂 在 肉体 中 要 逗留 若干 天 ,然后 再 去 该 受审 判 的 地 方 .虽然 基督 教 
的 末世 学 颇 为 著名 ,但 是 ,最 早 提出 末世 学 的 是 琐 罗斯 德 教 ,基督 教 的 末世 学 是 
受 琐 罗斯 德 教 影响 . 琐 罗 斯 德 教 认为 ,尘世 是 有 期 限 的 , 它 每 三 千年 一 个 周期 ， 
分 别 由 善 神 统治 三 千年 , 恶 神 统治 三 千年 ,混合 统治 三 千年 ,决战 三 千年 . 
12 000 年 是 整个 世界 的 终结 , 那 时 , 主 阿 胡 拉 … 马 兹 达 将 降临 ,对 人 进行 末日 审 
判 .在 尘世 选择 恶 者 将 进入 炼狱 , 洗 清 罪恶 .如 果 在 冈 比 西 斯 攻陷 埃及 后 , 毕 达 
襄 拉 斯 被 作为 俘虏 带 到 波斯 ,那么 ,他 与 结束 了 巴比伦 之 囚 的 犹太 人 几乎 是 同 
一 时 期 ,而 此 时 , 琐 罗 斯 德 教 早已 经 是 波斯 的 国教 了 ;犹太 人 亦 在 波斯 文化 和 宗 
教 的 辐射 下 .返回 耶路撒冷 的 犹太 人 和 留 在 波斯 的 犹太 人 ,都 在 波斯 宗教 和 文 
化 的 辐射 范围 内 .不 仅 如 此 ,在 庞大 的 波斯 帝国 版 图 内 ,波斯 文化 处 于 主导 地 


图 “参见 Gorman， Pythagoras: A Life, London，1979. 书 中 对 毕 达 如 拉 斯 在 东方 的 经 历 有 比 : 尽 
考察 ,而 且 综合 介绍 了 各 里 帮 呈 岁 说 法 于 Coad 
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位 .几乎 地 中 海 文明 都 受到 它 的 影响 ,就 连 希 腊 也 不 例外 .中 

根据 波 费 利 记载 , 毕 达 哥 拉 斯 在 波斯 与 一 个 琐 罗斯 德 教 信徒 查 拉 塔 
(Zaratas ) ,学 习 琐 罗斯 德 教学 说 .他 从 这 个 琐 罗斯 德 教 信徒 那里 学 会 了 三 件 事 ， 
“(1) 如 何 使 自己 摆脱 以 前 堕落 的 生活 ,得 到 净化 ;(2) 一 个 聪明 的 人 如 何 成 为 纯 
洁 的 人 的 ;(3) 他 听 过 一 次 讲 道 ,得 知 如 何在 宇宙 论 中 考察 形而上学 原则 的 性 
质 ”. 包 这 里 面 所 说 的 “纯洁 "和 "* 净 化 " ,都 是 指 灵魂 问题 .在 琐 罗 斯 德 教 信条 中 ， 
最 重要 的 莫 过 于 净化 自己 的 灵魂 ,而 且 他 有 一 系列 净化 的 方式 . 毕 达 哥 拉 斯 只 
从 其 中 汲取 了 一 点 , 即 净化 自己 的 灵魂 是 一 种 意志 的 自由 选择 ,是 自觉 自愿 的 
事情 . 除 此 之 外 , 毕 达 哥 拉 斯 提出 的 净化 灵魂 的 方式 ,是 地 道 的 希腊 式 的 .我 们 
在 后 面 还 要 专门 探讨 这 一 问题 . 

第 三 , 奥 菲 斯 教 的 影响 .即使 是 策 勒 尔 这 样 的 怀疑 主义 ,也 不 否定 毕 达 哥 拉 
斯 深 受 奥 菲 斯 教 的 影响 . 策 勒 尔 甚至 认为 , 毕 达 哥 拉 斯 灵魂 肉体 二 元 论 最 可 靠 
的 来 源 , 当 首 推 奥 菲 斯 教 .然而 , 奥 菲 斯 教 所 主张 的 灵魂 不 灭 ,也 不 是 希腊 本 土 
的 思想 , 它 同 样 是 从 东方 移植 过 来 的 .大 约 在 公元 前 7 一 前 5 世纪 (也 有 人 说 公 
元 前 6 一 公元 前 5 世纪 ,不 论 怎么 说 ,总 是 与 希腊 新 移民 建立 的 城邦 相关 ) , 随 
着 希腊 与 东方 交往 日 趋 发 达 ,东方 的 思想 ,文化 和 宗教 进 和 希腊. 在 这 种 情况 
下 ,希腊 兴起 了 奥 菲 斯 教 .因此 , 奥 菲 斯 教 的 源泉 来 自 东方 , 深 受 波斯 的 琐 罗 斯 
德 教 的 影响 , 它 通过 色 雷 斯 和 吕 底 亚 地 进 和 人 希腊 . 奥 非 斯 教 基本 的 主张 是 身心 
二 元 论 . 这 种 主张 来 自 他 们 的 狄 俄 尼 索 斯 信仰 , 狄 俄 尼 索 斯 是 一 个 外 来 的 酒 神 ， 
据说 埃及 有 狄 俄 尼 索 斯 崇拜 ,在 波斯 也 闫 为 盛行 酒 神 崇 拜 .大 约 在 公元 前 7 一 
前 5 世纪 , 狄 俄 尼 索 斯 进入 希腊 .他 进入 希腊 后 ,很 快 就 与 当地 崇 奉 的 酒 神 相 结 
合 , 形 成 独特 的 酒 神 崇 拜 .传说 狄 俄 尼 索 斯 曾经 以 一 头 公牛 的 形象 被 泰坦 神 撕 
碎 , 他 们 春 下 了 他 的 尸体 .雅典 娜 救 下 了 他 的 心脏 ,并 把 它 带 给 宙斯 .宙斯 用 这 
颗 心 脏 造 出 一 个 新 狄 俄 尼 索 斯 , 取 名 查 格 鲁 斯 .宙斯 以 自己 的 万 钧 雷霆 摧毁 了 
泰坦 ,用 他 们 的 骨灰 造 出 一 个 人 形 , 再 把 狄 俄 尼 索 斯 那 颗 心脏 置 于 人 形 中 .从 
此 ,人 就 拥有 双重 性 质 : 有 死 的 肉体 和 不 朽 的 灵魂 .灵魂 被 禁 钢 在 肉体 之 中 , 肉 
体 是 灵魂 的 柳 锁 .这 种 对 立 源 自 狄 俄 尼 索 斯 与 泰坦 神 的 宿 仇 .灵魂 在 尘世 必须 
经 过 数 干 年 的 轮回 ,经 历 植物 ,动物 和 人 体 阶段 , 方 可 得 到 净化 .经 过 轮回 得 救 
不 是 一 个 自然 过 程 ,而 是 一 个 寻求 信仰 的 过 程 .生活 在 尘世 的 人 ,必须 信奉 奥 菲 
斯 教 ,通过 信仰 寻求 拯救 之 道 .就 日 常生 活 而 言 ,信仰 者 需 戒 荤 , 戒 豆 ,在 献 祭 中 
需 戒 一 切 带 血 祭 品 .这些 是 灵魂 从 轮回 中 获救 的 必 备 条 件 . 以 这 一 信仰 为 中 心 ， 
古代 希腊 形成 了 著名 的 奥 菲 斯 教 .@ 毕 达 哥 拉 斯 派 同 样 恪守 这 些 禁 鼠 .根据 格 


ee 参见 Afnan, Zoroaster; a Co Tooth, Now Yod, 1965. 
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利 乌 记载 , 亚 里 土 多 德 曾经 说 过 :“ 毕 达 哥 拉 斯 禁止 食用 胎 衣 \ 心 脏 海蓝 以 及 其 
他 类 似 的 东西 ."@ 第 欧 根 尼 * 拉 尔 修 记 载 ;" 毕 达 哥 拉 斯 说 …… 对 待 神 必须 时 时 
尊敬 ,说 言 慎 行 , 素 衣 净 身 :净化 来 自 清洗 仪式 ,沐浴 \ 净 水 ,不 受 非礼 污染 ,远离 
分 娩 , 避 免 毒物 ,不 吃 因 病 致死 的 动物 的 肉 , 鼠 食 红星 肉 和 黑 尾 、 蛋 类 以 及 卵 生 
动物 . 豆 类 ."@ 奥 非 斯 教 的 禁 鼠 与 此 基本 相同 . 一些 研 究 者 根据 禁忌 推断 ,二 者 
之 间 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 . 

我 们 所 能 看 到 的 材料 表明 , 奥 菲 斯 教 与 毕 达 哥 拉 斯 主义 、 继 承 毕 达 哥 拉 斯 
传统 的 柏拉图 及 柏拉图 主义 之 间 有 着 很 深 的 渊源 .“ 毕 达 哥 拉 斯 如 此 完全 地 接 
管 了 奥 菲 斯 教 传奇 ,致使 亚 里 士 多 德 把 这 些 传奇 完全 归结 为 毕 达 哥 拉 斯 的 .更 
早 一 些 , 希 俄 斯 的 伊 昂 (Jon of Chios) 甚 至 说 , 奥 菲 斯 教 的 作品 ,就 是 毕 达 哥 拉 斯 
创作 的 ."@ 阿 美南 (Afnan) 则 从 另 一 个 角度 分 析 问题 ,她 否认 二 者 有 亲缘 关系 ， 
认为 “ 毕 达 哥 拉 斯 主义 尽管 总 体 上 与 奥 非 斯 教 不 是 同 出 一 源 ,但 是 ,他 们 的 神秘 
主义 倾向 使 他 们 走 到 一 起 ,因为 它 的 禁欲 主义 和 宗教 特征 ,与 奥 菲 斯 教 相 
同 ”.@ 布 尔 克 特 (Burkert ) 指 出 :和 希 罗 多 德 表明 , 奥 菲 斯 教 与 毕 达 哥 拉 斯 主义 在 
仪式 方面 有 联系 ." 希 俄 斯 的 伊 昌 也 引证 希 罗 多 德 的 说 法 ， 伊 素 克拉 底 说 毕 达 
哥 拉 斯 写 了 一 些 诗 ,并 且 把 它们 归 在 奥 菲 斯 名 下 ”.@ 布 尔 克 特 认为 , 希 俄 斯 的 
伊 昂 与 伊 素 克拉 底 想 告诉 人 们 ,以 奥 菲 斯 名 义 创作 的 诗 , 其 实 是 毕 达 哥 拉 斯 创 
作 的 “ 毕 达 哥 拉 斯 是 这 些 诗 的 真正 的 作者 "和 希 罗 多 德 在 他 的 《历史 》 第 二 卷 第 
80 节 谈 到 埃及 人 的 丧 昔 习俗 时 说 ,羊毛 织物 不 能 带 入 神 典 ,也 不 能 与 死人 一 道 
埋 项 ， 在 这 一 点 上 ,他 们 遵从 奥 菲 斯 教 和 巴 科斯 教 ,这 个 规定 实际 上 是 埃及 的 
和 毕 达 哥 拉 斯 的 ,因为 凡是 被 传授 这 些 教义 的 人 ,都 不 能 穿着 羊毛 的 衣服 下 
车 ”.@ 柯 克 (G. S， Kirk) 先 生 审慎 地 指出 :虽然 我 们 很 少 知道 毕 达 哥 拉 斯 本 
人 ,我 们 甚至 对 他 的 直接 追随 者 也 所 知 甚 少 .但 是 , 毫 无 疑问 , 毕 达 哥 拉 斯 在 克 
罗 顿 建立 了 一 种 宗教 兄弟 会 或 秩序 ,但 是 ,没有 充分 的 证 据 证 明 人 们 广泛 认同 
的 观点 , 即 , 这 是 效仿 奥 菲 斯 宗教 社团 .人 们 的 确 经 常 把 他 们 的 学 说 和 实践 与 毕 
达 哥 拉 斯 的 进行 对 比 ."@ 这 些 说 法 的 可 靠 性 一 直 受 到 人 们 的 质疑 ,年 代 越 是 久 
远 ,人 们 越 无 法 证 实 它们 的 可 靠 性 .不 过 ,即使 这 些 说 法 靠不住 ,我 们 依然 可 以 
看 到 , 奥 菲 斯 教 与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 某 些 学 说 和 仪式 极度 相近 ,以 至 于 人 们 很 
难 把 他 们 分 开 .依然 可 以 看 出 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 与 奥 菲 斯 教之 间 有 很 深 的 渊源 . 


站 ,《 毕 达 哥 拉 斯 残 篇》. 苗 力 田 等 译 ,《( 亚 里 士 多 德 全 集 》, 第 十 卷 ,中 国人 民 大 学 出 版 
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他 们 之 间 的 相互 影响 是 完全 可 能 的 . 

毕 达 哥 拉 斯 派 作 为 宗教 团体 对 灵魂 问题 所 持 的 看 法 固然 非常 重要 ,但 是 ， 
它们 与 一 些 带 有 明显 迷信 色彩 的 内 容 混合 在 一 起 ,因而 常常 被 人 们 当做 荒诞 的 
内 容 予 以 忽略 .不 过 ,迷信 的 一 面 并 不 是 毕 达 哥 拉 斯 灵魂 学 说 的 全 部 .因为 毕 达 
哥 拉 斯 对 于 灵魂 问题 ,还 进行 了 哲学 的 探讨 .这 种 探讨 依然 不 是 理性 的 ,依然 处 
于 神秘 主义 的 直觉 之 中 ,但 是 ,并 非 没 价值 . 

毕 达 哥 拉 斯 认为 “人 的 灵魂 可 以 分 为 三 部 分 ,智慧 .理性 和 激情 .智慧 和 激 
情 是 其 他 动物 都 具有 的 ,只 有 理性 是 人 独 有 的 .灵魂 的 处 所 从 心脏 扩展 到 大 脑 ; 
在 心脏 的 部 分 是 激情 ,位 于 大 脑 的 部 分 是 理性 与 智慧 .感觉 是 从 理性 与 智慧 中 
流出 的 精华 .理性 是 不 朽 的 ,而 其 他 一 切 都 是 有 死 的 .…… 灵 魂 是 不 可 见 的 ”了 
毕 达 哥 拉 斯 对 灵魂 的 解释 大 约 包含 如 下 几 个 内 容 . 第 一 ,人 的 一 切 能 力 ,感觉 、 
情感 .思想 等 ,都 是 灵魂 的 功能 ,由 此 引起 灵魂 与 人 的 种 种 官能 的 关系 问题 .第 
二 ,在 灵魂 的 诸 种 功能 中 ,最 高 级 的 是 理性 ,灵魂 是 不 朽 的 ,理性 也 是 不 朽 的 , 理 
性 是 灵魂 的 核心 .而 毕 达 哥 拉 斯 之 后 ,希腊 哲学 家 在 灵魂 问题 上 也 有 另外 一 种 
观点 ,认为 理性 是 心灵 的 功能 .由 此 引出 灵魂 与 理性 ,灵魂 、 理 性 与 心灵 的 关系 . 
第 三 ,灵魂 不 可 见 隐 含 了 一 个 问题 , 即 , 它 是 物质 的 ,还 是 非 物质 的 .第 四 ,灵魂 
转世 以 及 灵魂 在 肉体 内 如 此 广阔 的 活动 区 域 ,提出 了 灵魂 是 否 运动 的 问题 .这 
些 问题 , 毕 达 哥 拉 斯 并 没有 完全 解决 ,然而 ,他 提出 的 问题 本 身 引 起 了 希腊 哲学 
家 们 的 讨论 .希腊 哲学 史 有 相当 的 内 容 ,是 由 对 这 一 问题 的 探讨 构成 的 ,而 且 对 
这 一 问题 的 探讨 ,也 使 希腊 哲学 具有 更 加 浓郁 的 人 文 主义 气息 ,对 于 人 的 关注 ， 
对 人 的 定位 也 更 深入 了 . 

首先 ,促进 希腊 哲学 从 自然 转向 人 本 身 , 毕 达 哥 拉 斯 提出 的 灵魂 问题 起 了 
重要 作用 . 毕 达 哥 拉 斯 学 派 把 灵魂 问题 作为 自己 的 核心 问题 ,实际 上 是 把 人 的 
目光 引 向 自身 , 引 向 个 人 的 最 深 处 .通常 认为 ,前 苏 格 拉 底 是 希腊 哲学 发 展 的 第 
一 阶段 ,说 他 们 的 贡献 在 于 把 哲学 从 神话 中 分 离 出 来 .由 于 他 们 更 关注 宇宙 的 
统一 性 问题 ,因而 通常 把 他 们 称 做 “自然 哲学 家 ”. 毕 达 哥 拉 斯 由 于 在 数学 天文 
学 .几何 学 方面 的 成 就 ,也 被 理所当然 地 划 和 人 这 一 范围 .第 一 阶段 又 可 以 分 为 两 
个 时 期 ,第 一 时 期 为 自然 哲学 时 期 ,第 二 时 期 为 智者 时 期 .由 智者 开始 ,哲学 家 
的 目光 开始 从 外 界 投向 人 类 自身 .这 一 任务 到 苏 格 拉 底 完成 .因此 ,人 们 常常 认 
为 苏 格 拉 底 是 这 次 转向 的 代言 人 . 西 塞 罗 在 谈 到 苏 格 拉 底 时 说 ,他 “把 哲学 从 天 
上 召回 来 ,引进 家 家 户 户 ,使 它 成 为 探究 生活 和 道德 . 善 与 恶 所 必需 ”.@ 就 结果 
而 言 ,这 些 说 法 当然 没有 什么 错 .的 确 ,把 人 的 目光 从 外 拉 向 内 部 ,是 在 苏 格 拉 
底 时 代 完 成 的 ,但 是 ,促成 这 种 转向 的 第 一 个 契机 , 则 是 由 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 
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创造 的 .而 且 , 促 使 希腊 哲学 与 神话 分 离 ,大 概 是 沿 着 两 条 不 同 的 道路 行进 的 : 
一 条 是 米利 都 的 自然 主义 ,一 条 是 南 意大利 学 派 . 就 哲学 转向 而 言 , 恺 怕 毕 达 哥 
拉 斯 的 南 意大利 学 派 更 重要 一 些 ,因为 毕 达 哥 拉 斯 所 探索 的 新 生活 之 路 ,起 点 
恰恰 是 人 本 身 . 不 过 ,他 的 目光 没有 停留 在 人 的 日 常 饮食 儿女 上 ,而 是 深入 到 人 
的 内 部 ,寻求 人 真正 的 本 质 ,这 便 是 灵魂 问题 . 由 于 毕 达 哥 拉 斯 把 灵魂 问题 与 人 
的 感觉 激情 和 理性 放 在 一 起 ,从 而 把 “认识 你 自己 "定义 为 认识 你 自己 的 本 质 ， 
即 ,认识 人 的 最 根本 的 内 涵 , 认 识 人 真正 的 本 质 .这 一 切 虽然 是 后 来 的 希腊 哲学 
家 共同 探索 的 问题 ,然而 它 毕竟 由 毕 达 哥 拉 斯 开始 . 

第 二 , 毕 达 哥 拉 斯 提出 的 灵魂 问题 ,诱发 了 希腊 人 对 生命 本 质 的 思考 .最 终 
得 出 的 结论 是 人 之 为 人 ,不 在 于 肉体 ,而 在 于 灵魂 .灵魂 问题 讨论 的 集大成 者 亚 
里 士 多 德 指出 ,灵魂 是 实体 .笔者 以 为 , 亚 里 士 多 德 心 目 中 的 灵魂 是 一 种 精神 实 
体 .他 指出 ,所 谓 实体 首先 拥有 质料 ,其 次 拥有 形式 “质料 是 潜能 ,形式 是 现实 . 
“现实 "这 个 词 有 两 层 意义 ,其 一 是 类 似 知 识 , 另 一 是 类 似 思辨 ."0 “灵魂 ,作为 
潜在 地 具有 生命 的 自然 躯体 的 形式 ,必然 是 实体 ,这 种 实体 就 是 现实 性 .”@ 所 
谓 潜在 地 具有 生命 的 自然 躯体 的 形式 ,不 是 指 肉体 的 外 形 ,而 是 指 “ 它 是 这 样 的 
躯体 是 其 所 是 的 本 质 . 对 于 人 来 讲 ,作为 实体 的 灵魂 ,就 是 人 之 为 人 的 东西 . 秽 
体 对 于 人 来 讲 是 一 种 潜在 的 存在 , 即 , 只 是 使 人 有 可 能 成 为 人 的 载体 ,而 灵魂 才 
是 使 人 成 为 人 的 现实 性 .这 是 从 灵魂 不 灭 引发 的 灵魂 与 肉体 关系 的 结论 .到 亚 
里 士 多 德 这 里 ,灵魂 与 肉体 的 关系 ,已 经 不 是 宗教 神秘 主义 问题 ,而 完全 是 哲学 
的 形而上学 层面 的 问题 .这 一 改造 经 历 了 一 个 漫长 的 过 程 . 亚 里 士 多 德 的 结论 
使 我 们 看 到 ,由 毕 达 哥 拉 斯 从 东方 引进 的 灵魂 与 肉体 的 问题 ,被 经 过 形而上学 
的 改造 以 后 ,成 功 地 进入 希腊 文化 之 中 ,成 为 希腊 文化 的 一 个 重要 部 分 .由 灵魂 
肉体 的 关系 ,最 终 引 起 对 人 的 重新 定位 . 即 , 对 于 人 来 讲 ,最 现实 、 最 真实 的 东西 
不 是 这 具 抠 壳 , 而 是 灵 瑰 . 灵 强 使 人 成 为 人 . 换 句 话说 ,精神 实体 才 是 人 之 为 人 
的 根本 .灵魂 是 人 自身 之 内 的 神 .“ 灵 魂 是 有 生命 据 体 的 原因 和 本 原 ", 它 包含 三 
种 意义 ， 它 是 躯体 运动 的 起 点 ;是 躯体 的 目的 ;是 一 切 拥有 灵魂 的 躯体 的 实 
体 ”. 躯 体 的 运动 就 是 存在 ,而 存在 就 是 生命 ,灵魂 是 躯体 运动 的 原因 ,因而 是 躯 
体 存在 的 原因 .灵魂 也 是 躯体 的 目的 因 .躯体 的 活动 像 理 智 的 活动 一 样 ,总 是 为 
着 某 个 目的 ,灵魂 是 为 躯体 提供 目的 的 东西 “所 有 的 自然 颈 体 都 是 灵魂 的 工 
有 具 .灵魂 也 是 位 移 的 起 点 .也 就 是 说 ,生命 外 部 状态 的 变化 和 内 在 精神 的 变化 ， 
都 是 由 灵魂 所 驱动 .例如 ,感觉 似乎 就 属于 状态 的 变化 ,没有 灵魂 的 东西 ,是 不 
可 能 有 感觉 的 ,生成 和 毁灭 也 是 如 此 ”. 不 仅 如 此 ,生命 或 者 人 的 认识 能 力 以 及 
种 种 欲望 ,都 是 受 灵 魂 驱动 的 . 


8 便 错 二 和 德 全 集 》 前 力 田 等 谋 , 第 三 卷 《 论 灵魂 》,1992 年 ,第 31 页 . 
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第 三 , 毕 达 哥 拉 斯 提出 灵魂 不 死 和 转世 问题 ,经 过 希腊 哲人 的 讨论 ,引申 出 
灵魂 与 运动 的 关系 问题 .这 个 问题 再 进一步 引申 ,可 以 把 目光 投向 外 部 ,或 者 用 
奥 托 的 看 法 ,从 第 一 条 神秘 主义 道路 向 第 二 条 过 渡 . 于 是 提出 这 样 的 问题 :如果 
人 的 灵魂 是 人 的 内 在 神 ,统治 着 整个 人 的 运作 方式 ,那么 在 整个 宇宙 是 否 也 有 
这 样 的 东西 ? 毕 达 哥 拉 斯 沿 着 这 条 道路 走 , 提 出 宇宙 的 本 质 是 数 ,而 数 的 本 质 
是 “一 "的 思想 .无 疑 ,这 个 “一 "是 一 种 抽象 的 本 质 ,是 一 种 精神 性 的 实体 . 沿 着 
这 条 思路 走 , 深 受 毕 达 哥 拉 斯 影响 的 巴 门 尼 德 提出 著名 的 “存在 "概念 , 柏 拉 
图 提出 善 的 理念 , 亚 里 士 多 德 提出 在 整个 宇宙 中 ,存在 一 个 不 动 的 推动 者 ,一 个 
宇宙 的 目的 因 ,一 个 永恒 的 精神 实体 . 

笔者 以 为 , 毕 达 哥 拉 斯 是 从 宗教 神秘 主义 的 角度 提出 灵魂 问题 ,而 包括 毕 
达 哥 拉 斯 本 人 在 内 的 希腊 哲学 家 , 则 用 希腊 哲学 与 科学 特有 的 方法 ,对 这 一 问 
题 进行 了 探讨 ,成 功 地 将 东方 神秘 主义 的 东西 , 变 成 了 希腊 本 土 的 形而上学 问 
题 . 毕 达 哥 拉 斯 在 这 一 过 程 所 起 的 作用 是 ,他 提出 了 新 生活 之 路 ,用 灵魂 问题 成 
功 地 吸引 了 哲学 家 的 视线 ,使 之 关注 人 本 身 的 问题 ,对 于 灵魂 问题 的 讨论 ,最 
终 完成 了 对 人 的 本 质 的 定位 , 即 对 于 人 来 说 ,真正 的 本 质 是 他 的 灵魂 .灵魂 使 人 
成 为 人 .肉体 只 是 使 人 成 为 人 的 一 种 潜能 , 它 最 终 能 否 成 为 人 取决 于 灵魂 .成 为 
怎样 的 人 ,是 否 成 为 具有 高 尚 品德 的 人 ,同样 取决 于 灵魂 .不仅 如 此 , 它 还 引出 
了 希腊 哲学 重要 的 形而上学 问题 (当然 这 个 问题 不 仅 是 毕 达 哥 拉 斯 派 的 ,米利 
都 学 派 寻 求 世界 统一 性 的 思路 同样 起 了 非常 重要 的 作用 ) .此 外 ,对 于 毕 达 哥 拉 
斯 来 说 ,灵魂 问题 至 此 尚未 结束 .因为 由 灵魂 不 灭 必然 引出 另 一 个 问题 ,我 们 如 
何 呵护 这 一 永生 的 东西 ? 用 毕 达 哥 拉 斯 的 语言 来 说 ,就 是 如 何 净化 我 们 的 灵 
魂 ? 毕 达 哥 拉 斯 对 于 这 个 问题 的 解决 ,也 是 地 道 的 希腊 式 的 . 


4. 新 生活 之 路 的 重要 内 容 是 寻找 净化 旺 驳 的 方式 


毕 达 哥 拉 斯 派 的 净化 方式 有 两 类 ,一 类 是 净化 肉体 ,一 类 是 净化 灵魂 .净化 
肉体 通常 表现 为 恪守 毕 达 哥 拉 斯 的 禁忌 ,按照 亚 里 土 多 塞 诺 斯 (Aristoxenus ) 的 
观点 , 毕 达 哥 拉 斯 派 也 用 药物 净 身 ,故而 有 不 少 学 者 认为 , 毕 达 哥 拉 斯 是 希腊 医 
学 之 父 .除了 净化 肉体 以 外 , 毕 达 哥 拉 斯 派 最 重要 的 实践 , 当 属 净化 灵魂 . 毕 达 
哥 拉 斯 派 如 何 完成 灵魂 的 净化 ,是 没有 定论 的 问题 .不 过 ,人 们 通常 承认 ,音乐 
是 毕 达 哥 拉 斯 派 净化 灵魂 的 方式 . 亚 里 土 多 寨 诺 斯 就 曾经 说 过 ,“ 毕 达 哥 拉 斯 派 
用 音乐 净化 灵魂 ".@ 这 一 点 似乎 没有 什么 可 争议 的 地 方 . 如 果 承 认 这 一 点 , 那 


关于 毕 达 哥 拉 斯 派 与 巴 门 尼 德 的 关系 , 汪 子 嵩 先生 的 《 希 吕 哲学 史 } 第 一 卷 有 比较 详细 的 说 明 . 
Sik & Raven, The Presocratic Philomphers，P.229- 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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么 我 们 从 音乐 与 其 他 科学 的 关系 ,可 以 推断 出 毕 达 哥 拉 斯 净化 灵魂 的 基本 方 
式 . 对 于 毕 达 哥 拉 斯 派 来 说 ,音乐 之 所 以 能 够 起 到 净化 灵魂 的 作用 ,不 在 于 它 的 
内 容 ,或 者 说 不 在 于 它 的 技艺 的 一 面 , 即 表 现 喜 怒 哀 乐 ,或 者 英雄 凯旋 等 .音乐 
的 具体 表现 内 容 是 与 物欲 的 世界 不 可 分 割 的 , 毕 达 哥 拉 斯 并 不 认为 这 内 容 能 够 
净化 灵魂 .他 更 注重 音乐 的 非 技艺 的 一 面 , 即 音阶 所 蕴含 内 在 的 数 的 比例 ,这 些 
比例 本 身 又 蕴含 着 和 谐 .如 果 毕 达 哥 拉 斯 用 音乐 净化 灵魂 具有 数学 层面 上 的 意 
义 ,那么 我 们 可 以 推测 ,凡是 与 数学 相关 的 科学 (尽管 当时 这 样 的 学 科 并 不 是 很 
多 ) ,都 是 毕 达 哥 拉 斯 派 用 来 净化 灵魂 的 手段 .不 过 ,这 一 点 似乎 并 没有 得 到 古 
典 学 者 的 认同 . 

极端 的 观点 认为 ,科学 是 科学 ,宗教 是 宗教 .论证 的 方式 大 约 有 两 种 ,一 种 
是 策 勒 尔 式 的 ,一 种 是 格 思 里 式 的 .前 者 将 学 说 与 惯例 分 开 , 即 将 种 种 禁忌 当做 
毕 达 哥 拉 斯 宗教 团体 的 惯例 ,而 将 科学 和 哲学 当做 他 们 的 学 说 ,二 者 泾 渭 分 明 . 
毕 达 哥 拉 斯 的 科学 形象 是 有 根 有 据 的 事实 ,而 他 关于 灵魂 的 种 种 说 法 ,也 毋庸 
置疑 .但 是 ,由 于 他 们 以 近代 思想 模式 看 待 毕 达 哥 拉 斯 思想 中 的 两 支 ,而 且 确实 
没有 直接 的 资料 证 明 ,学 说 的 两 支 都 是 毕 达 哥 拉 斯 本 人 探求 生活 之 路 必需 的 内 
容 ,因此 ,断然 采取 将 双方 截然 分 开 的 做 法 .然而 ,如 果 将 二 者 截然 分 开 ,似乎 无 
法 说 明 毕 达 哥 拉 斯 为 什么 要 进行 科学 的 探索 .这 种 前 科学 的 探索 对 于 毕 达 哥 拉 
斯 来 说 ,仅仅 像 米 利 都 学 派 那样 ,出 于 求知 的 渴望 ,还 是 有 着 非常 实际 的 意义 ? 

格 思 里 式 的 看 法 ,充分 意识 到 这 种 划分 方式 带 来 的 困难 ,因此 ,企图 另 辟 蹊 
径 .他 们 承认 ,在 毕 达 哥 拉 斯 思想 中 ,宗教 与 科学 和 哲学 不 是 互 不 相干 的 ,而 是 
“同一 条 生活 道路 的 两 个 分 支 ". 但 是 ,他 们 的 认可 仅 限于 毕 达 哥 拉 斯 本 人 , 即 毕 
达 可 拉 斯 既 关 注 灵 魂 问题 , 又 探索 科学 与 哲学 .至 丁 他 的 信徒 , 则 并 非 都 是 哲学 
家 ,并 非 都 对 科学 感 兴趣 .他 们 的 根据 是 扬 布 里 乒 和 波 菲 利 的 论述 . 扬 布 里 乒 和 
波 菲 利 一 直 把 毕 达 哥 拉 斯 派 分 为 若 于 等 级 ,最 高 一 级 的 信徒 才 修 习 哲学 与 科 
学 .这 些 等 级 可 以 分 为 两 类 :acusmatici( 惯 例 或 习俗 ) 和 mathematici( 数 学 ). 扬 布 
里 丘 认 为 “承认 acusmatici 的 是 另外 一 些 毕 达 哥 拉 斯 派 信徒 ,他 们 并 不 承认 
mathematici”, 他 们 的 信条 “由 未 加 证 明 的 格言 组 成 ,没有 任何 论据 ,而 且 加 入 了 
某 些 活 动 过 程 .…… 他 们 尽力 保持 神圣 的 启示 ,没有 提出 任何 他 们 自己 的 东 
西 ".@ 波 菲 利 认 为 ;他 的 教诲 有 两 种 形式 ,因此 ,他 的 信徒 也 分 为 两 类 ,一 些 被 
称 做 mathematici, 另 一 些 被 称 作 acusmati - ci .前 者 已 经 掌握 了 他 的 智慧 最 深层 、 
最 详细 的 部 分 ,而 后 者 已 经 听 到 作品 中 那些 精炼 的 格言 ,没有 充分 的 解释 ."@ 
格 思 里 由 此 断定 ,“ 毕 达 哥 拉 斯 的 天 赋 必 然 拥有 理性 和 宗教 两 种 性 质 ,但 是 ,在 
毕 达 哥 拉 斯 那里 ,这 两 种 性 质 几乎 是 不 能 统一 的 .这 没有 什么 可 以 惊讶 的 ,他 和 


8 > History of Greek Philosophy, Vol. 1, P.192. 
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他 的 学 派 吸引 了 两 种 不 同类 型 的 人 ,一 方面 热心 促进 数学 哲学 的 发 展 , 另 一 方 
面 ,醉心 于 宗教 虔诚 ,其 理想 是 “ 毕 达 哥 拉 斯 式 的 生活 方式 .宗教 部 分 的 生活 ， 
与 奥 菲 斯 教 极 其 相似 ,并 且 凭 借 类 似 的 神秘 主义 为 它 的 实践 辩护 .哲学 部 分 必 
然 忽略 ,甚至 私下 里 藤 视 虔诚 者 纯粹 迷信 的 信仰 .但 是 ,不 能 否认 它 在 毕 达 琳 拉 
斯 缆 定 的 基础 中 发 挥 了 作用 ”.@ 这 种 说 法 ,并 非 没 有 道理 ,因为 当 菲 勒 劳 斯 首 
次 披露 毕 达 哥 拉 斯 的 思想 时 ,该 学 派 已 经 分 成 两 派 ,一 派 是 以 纯 信 仰 为 主 , 如 格 
思 里 所 说 ,他 们 更 接近 奥 菲 斯 教 , 另 一 派 以 研修 毕 达 哥 拉 斯 的 科学 思想 为 主 . 正 
如 格 思 里 所 描述 ,当时 的 毕 达 哥 拉 斯 两 派 ,有 着 明显 的 对 立 . 对 于 毕 达 哥 拉 斯 科 
学 与 宗教 思想 所 持 的 两 种 意见 ,在 19 ~ 20 世纪 颇 为 流行 .虽然 他 们 的 角度 不 
同 ,但 是 结论 却 惊人 地 相似 .显然 ,两 种 说 法 依然 有 一 个 共同 的 前 提 , 即 科学 与 
宗教 在 毕 达 哥 拉 斯 那里 是 不 可 能 和 谐 的 . 

耶 格 尔 曾经 满腹 狐疑 地 问 :所 有 这 一 切 数学 理论 .几何 学 ,音乐 理论 和 天 文 
学 与 灵魂 不 灭 没有 什么 关系 吗 ? 看 到 如 此 令 人 肖 丧 的 结论 ,我 们 也 不 禁 要 问 ， 
对 于 毕 达 哥 拉 斯 来 说 ,宗教 与 科学 和 哲学 真 的 没有 什么 关系 吗 ? 或 者 在 毕 达 哥 
拉 斯 思想 中 ,科学 ` 哲 学 与 宗教 果真 如 此 对 立 吗 ? 它们 真 的 没有 任何 内 在 的 联 
系 ,仅仅 是 一 个 聪明 人 的 两 种 嗜好 吗 ? 

也 有 学 者 企图 找 出 毕 达 哥 拉 斯 两 个 分 支 之 间 的 关系 ,他 们 的 根据 是 第 欧 根 
尼 ' 拉 尔 修 的 记载 ， 物 理学 家 赫 拉 克利 特 几 乎 在 我 们 耳 边 大 声 疾 呼 ， 毕 达 哥 拉 
斯 , 尼 撤 库 (Mnesarchus) 之 子 ,实践 超 平常 人 的 探索 .'"@* 许 多 学 习 都 不 能 启迪 
智慧 ,只 有 讲授 磷 西 俄 德 、 毕 达 哥 拉 斯 还 有 色 诺 芬 尼 和 赫 卡 泰 奥 斯 (Hecataeus) 
才 可 以 开启 智慧 .因为 这 一 种 东西 是 智慧 , 它 可 以 理解 思想 ,在 整个 世界 中 起 指 
导 作 用 ."@ 许 多 学 者 根据 赫 拉 克利 特 的 两 段 话 推断 , 毕 达 哥 拉 斯 进行 的 探索 主 
要 是 指 科学 探索 . 柯 克 (Kidk) 先 生 和 莱 文 (Raven ) 先 生 在 他 们 的 著作 中 , 便 把 
“ropw "译作 "scientific enquiry”, 这 个 词 原本 没有 “科学 的 "(scientific) 意 思 , 它 指 
凭借 探索 得 到 学 问 或 者 由 探索 获得 知识 和 学 识 .笔者 以 为 , 它 的 意思 可 以 引申 
为 科学 探索 ,但 是 ,该 词 本 身 没 这 个 意思 ,因为 希腊 没有 近代 意义 上 的 科学 .可 
以 引申 为 科学 探索 .最 多 可 以 说 ,这 种 探索 是 前 科学 的 .笔者 以 为 , 据 此 推断 ,在 
前 科学 意义 上 , 毕 达 哥 拉 斯 及 其 学 派 是 当时 的 “主要 科学 家 ”(leading scientist) 应 
该 是 一 个 可 信 的 说 法 .在 这 一 问题 上 ,从 古 到 今 的 西方 毕 达 哥 拉 斯 研究 者 ,似乎 
没有 什么 异议 ,因为 毕 达 哥 拉 斯 在 他 们 心目 中 ,毕竟 是 个 科学 家 路 . 柯 克 先生 和 
莱 文 先生 之 所 以 把 “oropew" 译 作 “ 科 学 的 探索 ”, 是 想 借 此 证 明 ,“ 毕 达 哥 拉 斯 对 


科学 感 兴趣 ,也 对 灵魂 的 命运 感 兴趣 .显而易见 ,对 于 毕 达 哥 拉 斯 来 说 ,宗教 与 


3 Guhrie, Hoy En Val.1,P.192. 
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科学 并 不 是 独立 的 两 部 分 ,彼此 没有 任何 联系 , 毋 宁 说 ,它们 是 同一 条 生活 道路 
上 两 个 不 可 分 割 的 因素 ”.@ 不 过 ,他 们 清楚 地 意识 到 ,“ 没 有 任何 可 信 的 证 据 证 
明 毕 达 哥 拉 斯 教诲 的 科学 性 质 ”. 然 而 ,这 种 证 明 方式 仅仅 表明 , 毕 达 哥 拉 斯 是 
个 有 影响 的 哲学 家 和 科学 家 ,似乎 并 没有 证 明 两 个 分 支 的 关系 .因此 ,他们 据 此 
断定 毕 达 哥 拉 斯 的 宗教 与 科学 是 同一 条 生活 道路 上 的 两 个 分 支 ,似乎 显得 比较 
勉强 . 

笔者 以 为 , 耶 格 尔 的 疑问 本 身 说 明 , 他 不 相信 毕 达 哥 拉 斯 的 科学 与 宗教 没 
有 关系 ,而 柯 克 先 生 和 莱 文 先生 在 这 一 问题 上 的 结论 是 正确 的 .不 过 ,我 们 确实 
面临 一 个 问题 ,就 是 证 据 不 足 , 至 少 直接 证 据 不 足 .然而 ,这 并 不 意味 着 没有 间 
接 证 据 . 在 没有 直接 证 据 的 情况 下 ,间接 证 明 也 可 以 说 明 一 定 的 问题 .间接 证 据 
可 以 证 明 ,在 毕 达 哥 拉 斯 体系 中 ,科学 ,哲学 与 宗教 不 仅 有 关系 ,而 且 有 密切 的 
关系 . 毕 达 哥 拉 斯 派 寻 求人 净化 的 方式 有 两 个 方面 :肉体 和 灵魂 .用 于 净化 肉体 
的 方式 ,我 们 在 前 面 已 经 讲 过 .净化 身体 只 是 毕 达 哥 拉 斯 派 的 内 容 之 一 .如 果 他 
们 主张 灵魂 不 灭 ,那么 ,我 们 完全 可 以 说 ,灵魂 的 净化 问题 ,更 应 该 是 毕 达 哥 拉 
斯 终生 关注 的 问题 .全 毕 达 哥 拉 斯 一 生 奔波 , 旨 在 探寻 一 条 新 的 生活 之 路 ,能 为 
自己 的 思想 找到 一 个 真正 的 归宿 ,使 自己 的 灵魂 洁净 地 活 在 被 净化 的 躯体 中 
双重 净化 才 是 毕 达 哥 拉 斯 体系 的 正确 轨道 .那么 ,灵魂 如 何 净化 ? 既然 毕 达 哥 
拉 斯 一 生 都 在 寻找 灵魂 净化 之 路 ,那么 他 找到 了 吗 ? 如 果 科 学 研究 与 他 的 灵魂 
问题 没有 关系 ,他 为 什么 不 去 努力 实现 净化 灵魂 的 凤 愿 ,而 去 从 事 与 净 化 灵魂 
和 肉体 无 关 的 事情 呢 ? 如 果 说 没有 直接 的 证 据 证 明科 学 与 灵魂 问题 之 间 有 任 
何 关联 ,那么 我 们 同样 没有 办 法 回答 上 述 问题 ,而 且 毕 达 哥 拉 斯 被 公认 为 科学 
家 ,他 在 科学 上 的 贡献 似乎 没有 什么 人 否认 ,然而 , 谁 有 直接 证 据 证 明 毕 达 哥 拉 
斯 是 科学 家 ? 最 早 披露 毕 达 哥 拉 斯 思想 的 人 是 菲 勒 劳 斯 ,而 最 早 系统 阐述 毕 达 
哥 拉 斯 定理 的 人 ,大 约 是 欧 几 里 得 的 《几何 学 原理 》, 时 间 是 公元 前 4 世纪 .如 果 
我 们 只 限于 毕 达 哥 拉 斯 本 人 ,不 要 说 无 法 找到 两 支 关系 的 证 据 ,就 连 毕 达 哥 拉 
斯 体系 的 所 有 证 据 我 们 都 不 可 能 找到 ,因为 即使 是 最 不 极端 的 研究 者 ,也 承认 
毕 达 哥 拉 斯 本 人 没有 任何 作品 被 保留 下 来 .关于 毕 达 哥 拉 斯 的 所 有 思想 ,几乎 
都 是 通过 后 人 的 记载 为 人 们 所 知 .既然 如 此 ,我 们 应 该 把 视野 放宽 一 些 .应 该 放 
眼 毕 达 哥 拉 斯 以 后 的 希腊 哲学 ,或 者 至 少 看 看 南 意大利 学 派 ,把 毕 达 哥 拉 斯 放 
在 希腊 文化 的 承袭 关系 中 .即使 我 们 找 不 到 直接 的 证 据 来 证 明 毕 达 哥 拉 斯 的 科 
学 与 宗教 相互 关联 ,至 少 我 们 可 以 看 到 毕 达 哥 拉 斯 以 后 的 希腊 哲学 ,是 如 何 看 
待 灵魂 的 净化 与 科学 和 哲学 的 关系 的 . 

笔者 的 看 法 是 , 毕 达 哥 拉 斯 的 科学 成 就 是 他 净化 灵魂 的 手段 ,笔者 的 基本 
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切入 点 是 : 毕 达 哥 拉 斯 对 科学 的 改造 .把 从 东方 学 来 的 天 文学 ,几何 学 还 有 几乎 
在 各 种 族 都 盛行 的 音乐 数学 化 ,使 之 成 为 与 物欲 无 关 的 符号 ,在 此 基础 上 使 思 
维 能 够 进行 自由 创造 .这 一 改造 是 地 道 的 希腊 式 的 ,以 希腊 人 事 事 都 求 一 个 lo- 
gos, 凡事 都 要 找 一 个 绝对 完美 的 依据 的 思维 方式 为 前 提 .“ 正 是 毕 达 哥 拉 斯 使 
几何 学 至 于 完善 …… 毕 达 哥 拉 斯 在 几何 学 的 数学 化 方面 进行 了 非常 艰苦 的 工 
作 , 发 现 了 音阶 的 和 谐 .他 甚至 没有 忽略 医学 .计算 者 阿波 罗 多 罗斯 (Apollodor- 
us) 说 , 当 毕 达 哥 拉 斯 发 现 直角 三 角形 的 弦 平 方 等 于 两 直角 边 的 平方 时 ,举行 了 
一 次 百 牛 祭 大 典 . "不 仅 如 此 , 毕 达 哥 拉 斯 对 天 文学 方面 的 改造 ,也 经 历 了 一 
个 天 文学 的 数学 化 过 程 ,对 于 音阶 与 和 谐 的 思考 ,完全 是 从 音阶 之 间 的 数学 关 
系 人 手 的 .可 以 说 , 毕 达 哥 拉 斯 使 天 文学 、 几 何 学 、 音 乐 的 完善 过 程 ,就 是 使 之 数 
学 化 的 过 程 .“ 毕 达 哥 拉 斯 主要 的 追求 是 在 数学 方面 ,他 在 数学 方面 取得 了 最 富 
有 成 效 的 进展 ."@ 毕 达 哥 拉 斯 使 科学 数学 化 ,是 对 希腊 文化 最 重要 的 贡献 , 因 
为 数学 化 的 自然 科学 ,摆脱 了 具体 的 物质 的 需求 ,纯粹 成 为 一 种 思想 的 追求 ， 
“成 为 一 种 自由 研究 ,一 种 值得 自由 人 追求 的 东西 ”这 不 仅 意 味 着 它 是 与 名 利 
场 上 争斗 的 物欲 的 奴隶 相对 立 的 自由 人 的 研究 ,而 且 是 一 种 使 人 能 够 获得 自由 
的 研究 .科学 “ 变 成 了 自由 教育 的 形式 ,以 一 种 非 物质 的 ,概念 化 的 形式 ,考察 原 
理 的 开端 ,追溯 命题 的 起 源 ”.9 对 非 物质 的 ,概念 东西 的 探索 , 正 是 毕 达 哥 拉 斯 
心目 中 的 哲学 家 的 意义 所 在 .这 一 过 程 在 柏拉图 那里 被 称 做 灵魂 的 转向 ,只 有 
经 过 这 一 转向 ,灵魂 才能 够 得 到 净化 .在 科学 的 数学 化 过 程 中 ,我 们 找到 了 毕 达 
哥 拉 斯 派 的 灵魂 学 说 与 科学 思想 相 结合 的 契机 ,它们 毫 无 矛盾 地 结合 了 . 

从 南 意大利 学 派 的 发 展 ,也 可 以 证 明科 学 与 灵魂 净化 的 关系 .柏拉图 在 《 理 
想 国 ?中 ,阐述 过 著名 的 “ 洞 喻 ”, 由 此 直接 切 人 了 灵魂 净化 问题 .笔者 以 为 , 柏 拉 
图 在 这 方面 的 论述 ,是 毕 达 哥 拉 斯 思想 的 发 展 和 延伸 .柏拉图 说 ,让 我 们 想象 一 
个 洞穴 式 地 下 室 , 它 有 一 个 长 长 的 通道 通 向 外 面 ,可 让 和 洞穴 一 样 宽 的 一 道光 
照 进来 .假设 有 一 些 人 从 小 就 住 在 这 洞穴 里 ,而 且 手脚 头颈 均 被 缚 , 背 朝 洞 穴 
口 , 面 朝 洞穴 后 壁 ,不 能 动 ,也 不 能 转 头 ,只 能 盯 着 洞穴 后 壁 .假如 这 时 在 洞穴 外 
的 高 处 有 东西 燃烧 ,在 洞穴 与 高 处 之 间 有 一 条 路 ,如 果 有 人 举 着 东西 从 路 上 经 
过 ,他 们 的 影子 便 映射 在 洞穴 的 后 壁 上 .被 办 在 里 面 的 人 会 认为 ,他 们 看 到 的 影 
子 便 是 真 物 .如 果 过 路 人 发 出 声音 ,他 便 会 认定 是 这 影子 发 出 声音 .他 们 不 会 想 
到 ,除了 影子 还 会 有 什么 别 的 实在 .如 果 一 个 人 挣脱 了 禁 铀 ,站 起 来 ,走出 洞穴 ， 
那么 他 必然 感到 十 分 不 习惯 .如 果 有 人 告诉 他 ,他 以 前 在 洞穴 里 所 看 到 的 一 切 
都 是 假象 ,一 切 认识 都 得 从 头 开始 .对 于 一 个 根本 没有 见 过 真实 世界 的 人 来 说 ， 
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他 的 适应 过 程 应 该 是 阴影 一 倒影 一 东西 本 身 . 他 会 觉得 在 夜里 看 东西 比 白天 容 
易 ,看 月 光 和 星光 比 看 日 光 容易 .经 过 这 一 过 程 ,被 办 者 才能 看 到 太阳 和 日 光 
了 .柏拉图 解释 说 ,洞穴 囚 室 相当 于 可 见 世界 ,火光 相当 于 太阳 的 能 力 . 

柏拉图 指出 ,从 被 办 者 在 洞穴 生活 ,到 从 洞穴 中 出 来 ,再 到 看 到 真正 的 日 光 
的 过 程 ,就 是 灵魂 的 上 升 过 程 .这 个 上 升 过 程 的 第 一 个 条 件 是 整个 身体 转向 . 身 
体 的 转向 意 指 灵 魂 的 转向 ;投射 在 洞穴 及 其 壁 上 的 影子 意 指 现象 世界 ,或 者 可 
见 世 界 ;正面 观看 现实 的 眼睛 则 是 指 灵 魂 ;而 看 到 的 最 光明 者 即 是 “ 善 的 理念 ”， 
在 毕 达 哥 拉 斯 那里 是 一”. 生活 在 现象 世界 的 人 ,也 就 是 生活 在 名 利 场 中 的 人 ， 
如 同 生活 在 洞穴 中 的 人 ,他 们 所 看 到 的 世界 是 不 真实 的 .然而 ,如 果 被 囚禁 在 这 
个 世界 中 的 人 不 离开 这 个 洞穴 ,他 便 始 终 以 为 它 是 真实 的 .大 约 毕 达 哥 拉 斯 所 
说 的 争 名 逐 利 的 生活 态度 ,就 是 指 把 这 种 生活 当做 真实 生活 的 人 ,如 同 在 洞穴 
中 一 样 .灵魂 的 净化 必须 首先 完成 转向 ,离开 名 利 场 .那么 如 何 离开 ? 也 就 是 
说 ,如 何 净化 灵魂 ? 通过 教育 ! 柏拉图 对 于 这 个 问题 的 论述 方式 ,通常 被 认为 
是 典型 的 毕 达 哥 拉 斯 派 的 .通过 教育 使 灵魂 转向 并 不 意味 着 通过 灌输 知识 使 灵 
魂 转向 .因为 灵魂 里 面 本 来 就 有 知识 ,灵魂 看 不 到 光明 的 东西 ,不 是 因为 它 没有 
知识 ,而 是 因为 被 蒙蔽 .因此 ,重要 的 问题 就 是 “去 项 "这 一 论点 本 身 包含 着 灵 
魂 不 灭 的 观点 ,灵魂 何以 不 需 教育 便 有 知识 ,因为 灵魂 是 不 灭 的 ,可 以 轮回 的 . 
虽然 柏拉图 没有 明确 地 说 出 这 一 点 ,但 是 ,肯定 灵魂 拥有 知识 ,意味 着 他 承认 毕 
达 哥 拉 斯 灵魂 不 灭 的 前 提 . 柏 拉 图 像 毕 达 哥 拉 斯 一 样 认为 ,灵魂 “确实 有 比较 神 
圣 的 性 质 ”, 它 有 一 种 永远 不 会 丧失 的 能 力 ,这 种 能 力 就 是 它 的 认识 能 力 和 知 
识 . 灵 魂 有 知识 并 不 意味 着 灵魂 一 定 有 正确 的 知识 .有 认识 能 力 并 不 意味 着 他 
能 够 选择 正确 的 生活 之 路 .灵魂 的 认识 能 力 可 以 使 人 行善 ,也 可 以 使 人 作恶 . 例 
如 ,有 些 “ 机 灵 的 坏人 ”, 他 们 的 灵魂 是 小 人 型 的 ,他 们 对 于 自己 所 关注 的 事情 ， 
有 极其 敏锐 的 眼光 .然而 , 却 用 来 作恶 .柏拉图 与 毕 达 哥 拉 斯 一 样 ,关注 使 灵魂 
摆脱 变化 的 、 欲 望 的 世界 ,上 升 到 真正 的 实在 世界 .他 认为 ,必须 通过 四 门 首选 
学 科 一 一 音乐 数学 、 几 何 学 ,天 文学 的 修 习 , 才 可 以 达到 这 一 目的 . 毋 需 多 说 ， 
我 们 就 可 以 清楚 地 知道 ,柏拉图 不 认为 修 习 这 四 门 首选 学 科 , 是 灵魂 学 习 知 识 
或 者 技艺 ,或 者 是 为 灵 强 增加 什么 东西 ,灵魂 本 来 就 拥有 这 些 能 力 和 知识 , 修 习 
仅仅 是 为 了 把 灵魂 的 视线 引 向 无 功利 的 ,无 物质 利益 的 、 纯 精神 的 数字 或 者 符 
号 ,以 这 种 方式 使 灵魂 转向 ! 让 灵魂 “ 爱 智 ”我 们 再 强调 一 遍 , 爱 智 ” love of 
wis dom) 之 " 智 ", 不 是 指 技艺 (ars) ,不 是 谋生 的 手段 ,甚至 不 是 具体 的 知识 内 
容 , 而 是 一 种 思想 和 精神 性 的 东西 ,是 完美 的 东西 ,在 名 利 场 之 外 的 东 凸 . 修 习 
这 四 门 科学 ,就 是 为 了 让 人 的 灵魂 上 升 , 挣 脱 与 生 俱 来 的 现象 世界 的 束缚 ,进入 
完美 的 光明 之 中 ,成 为 一 个 懂得 生活 真意 的 人 ,完成 灵魂 的 去 项 ,使 其 得 到 净 
化 . 
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这 四 门 学 科 , 何 以 能 够 使 人 的 灵魂 转向 ? 首先 说 音乐 ,在 常人 心目 中 , 它 
“以 音调 培养 某 种 精神 和 谐 (不 是 知识 ) ,以 韵律 培养 优雅 得 体 ,以 故事 (或 纯 系 
传说 的 或 较为 真实 的 ) 语 言 培养 与 此 相近 的 品质 ”.@ 这 是 音乐 技艺 的 一 面 .但 
是 ,音乐 作为 陶 治 道德 ,净化 灵魂 的 手段 ,并 不 在 于 它 的 表现 内 容 , 因 为 具体 的 
内 容 总 有 消极 和 积极 之 分 .人 在 这 样 的 内 容 中 ,依然 能 够 感受 到 名 利 场 的 东西 . 
音乐 作为 道德 净化 的 手段 ,主要 在 于 它 的 构成 形式 .就 构成 音乐 的 形式 和 音乐 
的 深层 内 涵 而 言 ,音乐 的 本 质 是 数学 . 毕 达 哥 拉 斯 认为 ,音阶 是 依 特定 的 数目 构 
成 , 数 是 和 声 的 本 质 .第 8 音 是 2:1, 第 5 音 是 3:2, 第 4 音 是 4:3. 音 乐 体现 了 宇 
宙 的 规则 .整个 宇宙 是 按照 某 种 和 声 构成 的 .由 于 它 以 数目 而 存在 ,所 以 按照 
数目 和 和 声 而 构成 ."@ 音 乐 对 于 灵魂 的 意义 不 在 音乐 本 身 , 而 在 于 它 能 够 使 人 
认识 到 ,一 切 秩序 归根 结 底 都 是 数 的 比例 ,这 种 比例 构成 了 一 切 事物 的 和 谐 . 欣 
人 赏 音乐 ,本 质 上 是 体味 事物 的 和 谐 .而 这 种 和 谐 是 通过 非 物 质 的 形式 表现 出 来 . 
当 人 欣赏 音乐 时 ,人 的 灵魂 已 经 被 拉 向 非 物 质 的 方向 ,进入 数 的 范围 内 , 即 , 进 
入 事物 的 本 质 之 内 ,在 毕 达 哥 拉 斯 看 来 ,这 就 是 进入 真正 的 事物 之 内 . 

其 次 ,数学 .数学 是 “一 个 共同 的 东西 一 一 它 是 一 切 技术 的 .思想 的 和 科学 
的 知识 都 要 用 到 的 , 它 是 大 家 都 必须 学 习 的 最 重要 的 东西 之 一 ".@ 尽 管 人 人 都 
使 用 数学 或 者 算 学 ,但 是 很 少 有 人 能 够 正确 使 用 它 .因为 人 们 通常 用 它 来 计算 
可 变 事物 , 数 和 算 学 当然 有 这 个 功能 ,这 也 是 数学 或 者 算 学 技艺 的 一 面 .但 是 ， 

- 堆 计 算 绝 不 是 数 和 数学 的 本 质 . 数 的 本 质 是 “一 ”. 同 一 事物 是 “一 ”, 同 时 又 是 

多 .而 一 是 本 质 ,多 是 现象 .认识 “一 "必须 脱离 可 变 世 界 , 把 握 真理 .认识 "一 ”， 
不 是 靠 感觉 ,而 是 “用 自己 的 纯粹 理性 ”. 只 有 这 样 “才能 将 灵魂 从 变化 的 世界 转 
向 真理 的 实在 ".@ 学 习 数学 ,尤其 是 认识 “一 "时 ,就 是 “用 力 将 灵魂 向 上 拉 ,并 
迫使 灵魂 讨论 纯 数 本 身 .…… 迫 使 灵魂 使 用 纯粹 理性 通 向 真理 本 身 ."@ 

第 三 ,几何 学 .几何 学 首先 是 一 种 技艺 , 它 有 经 验 上 可 用 的 一 面 ,如 测量 士 
地 .但 是 ,这 一 面 可 以 把 灵魂 引 向 下 面 .为 了 实用 ,有 一 点 点 实际 知识 就 够 了 ,用 
不 着 学 习 什么 几何 学 .埃及 人 没有 理论 ,照样 会 测量 土地 .如 果 用 几何 学 净化 灵 
魂 , 就 必须 理解 几何 学 的 本 质 “ 几 何 学 的 对 象 乃 是 永恒 事物 ,而 不 是 某 种 有 时 
产生 和 灭亡 的 事物 ."@ 毕 达 哥 拉 斯 开始 的 几何 学 是 数学 化 的 几何 学 ,这 样 的 几 
何 学 同样 不 是 art, 而 是 自由 思想 的 对 象 . 

第 四 ,天 文学 .天 体 在 感官 上 虽然 是 一 个 个 的 星球 ,但 是 ,在 本 质 上 是 音乐 


的 阶 和 数 . 它 与 构成 音阶 的 比例 同类 “围绕 宇宙 中 心 旋转 的 诸 天 体 ,距离 是 有 


柏拉图 ;《 理 想 国 》, 郭 研 和 等 译 ,商务 印 书馆 ,1986 年 ,第 
《 ，, 见 《 亚 里 士 》， 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


From Pythagoras To Wiles 


比例 的 ,而 且 有 的 运动 快 些 , 有 的 慢 些 ,所 以 在 它们 的 运动 中 较 慢 者 发 出 低音 ， 
较 快 者 发 出 高 音 ,这 些 音 ,由 于 与 距离 成 比例 ,所 以 合成 和 谐 的 声音 .既然 他 们 
说 和 声 出 于 数目 ,所 以 自然 把 数目 当做 天 体 和 宇宙 的 本 原 . 由 于 他 们 设想 ,太阳 
和 大 地 的 距离 比 月 亮 远 一 倍 ,金星 远 二 倍 ,水 星 远 三 倍 ,其 他 诸 天 体 每 一 个 的 距 
离 都 按 一 定 的 比例 ,他 们 的 运动 是 和 谐 的 .距离 最 远 的 天 体 运动 最 快 ,距离 最 近 
的 运动 最 慢 , 中 间 的 天 体 按照 距离 的 远近 比例 而 运动 .由 于 事物 与 数目 的 这 种 
相似 性 ,所 以 他 们 认为 ,存在 着 的 东西 既 由 数目 构成 ,又 是 数目 自身 ."0 我 们 之 
所 以 全 文 引述 亚 里 士 多 德 这 一 大 段 话 , 是 因为 它 大 概 是 对 毕 达 哥 拉 斯 派 关 于 天 
体 与 数学 关系 最 完整 的 叙述 . 

按照 毕 达 哥 拉 斯 的 看 法 ,事物 本 质 上 是 数 ,而 数 充分 体现 在 这 四 个 学 科 中 ， 
修 习 这 四 门 首选 学 科 就 是 引导 灵魂 认识 事物 的 本 质 ,使 其 去 项 , 即 , 用 这 些 非 物 
质 的 ,符号 的 、 概 念 的 东西 吸引 灵魂 的 视线 ,足以 促使 灵魂 转向 ,从 而 完成 灵魂 
的 净化 ,最 终 从 被 缚 的 洞穴 中 走出 来 .灵魂 净化 的 过 程 ,就 是 把 灵魂 的 视线 从 不 
完满 的 现象 世界 拉 向 完满 的 理念 世界 ,或 者 “一”. 认识 “一 "就 是 认识 事物 的 本 
质 . 由 此 可 以 推 知 南 意大利 学 派 提倡 的 教育 ,与 智者 有 很 大 的 差别 , 它 并 不 是 教 
给 人 们 一 种 谋生 的 技艺 ,而 是 塑造 人 的 灵魂 . 它 所 选 定 的 学 科 , 旨 在 于 促使 学 生 
挣脱 与 生 俱 来 的 束缚 ,完成 灵魂 的 转向 .做 一 个 道德 高 尚 .灵魂 干净 的 人 . 毕 达 
哥 拉 斯 - 柏拉图 的 灵魂 理论 在 希腊 化 时 期 被 新 毕 达 哥 拉 斯 主义 - 新 柏拉图 主 
义 进一步 发 挥 ,最 终 堂而皇之 地 进入 基督 教 ,成 为 基督 教 道德 和 基督 教 林 世 学 
的 重要 组 成 部 分 . 

从 希腊 文明 史 , 特 别 是 从 希腊 文明 与 基督 教 的 关系 来 看 毕 达 哥 拉 斯 的 灵魂 
学 说 ,可 以 说 ,东方 的 宗教 与 前 科学 与 希腊 哲学 与 自然 哲学 相 结合 ,经 过 南 意 大 
利 学 派 的 发 展 ,形成 希腊 文化 特有 的 人 文 主义 气息 .灵魂 问题 的 价值 ,如 同 被 雅 
典 娜 救护 下 来 ,又 被 宙斯 放 人 再 生 的 狄 俄 尼 索 斯 中 的 心灵 一 样 , 是 希腊 文化 的 
生命 力 所 在 .这 种 生命 力 的 实质 在 于 它 使 两 种 不 同 的 文化 在 希腊 母体 上 成 功 地 
嫁接 在 一 起 . 它 的 出 现 吸引 了 希腊 文明 的 视线 ,守望 真正 意义 上 的 人 和 人 生 , 成 
为 希腊 哲学 的 重要 内 容 ,而 且 它 也 形成 了 希腊 教育 的 基本 取向 , 即 ,教育 的 本 质 
是 塑造 人 的 灵魂 ,而 不 是 仅仅 教 人 一 种 谋生 的 技艺 .这 两 个 方面 ,构成 希腊 人 道 
主义 的 基本 内 容 :paideia, 即 ,心灵 塑造 ,也 “ 指 一 种 完善 的 教育 ”. 

从 西方 文明 史 来 看 ,灵魂 肉体 的 二 元 论 同样 是 西方 历史 上 最 重要 的 发 明 . 
它 并 不 比 任何 科学 上 的 发 明 逊 色 , 对 于 人 类 的 精神 生活 来 讲 , 也 许 它 的 意义 远 
胜 于 科学 .如 果 没 有 这 种 二 元 论 , 人 们 和 恶 怕 意识 不 到 ,肉体 的 欲望 或 者 说 感官 的 
欲望 ,对 于 做 一 个 真正 的 人 有 什么 妨碍 ,我 们 对 于 人 究竟 为 何 物 ,也 许 不 会 有 现 
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在 的 洞 见 . 如 果 没 有 灵 避 学 说 ,人 们 所 关注 的 问题 , 便 只 有 短 短 几 十 年 的 瞬间 ，. 
对 于 只 有 几 十 年 生命 的 人 来 说 ,真正 的 胜利 者 ,永远 只 是 死亡 .没有 什么 东西 是 
永恒 的 . 几 十 年 的 饮食 儿女 , 几 十 年 的 生 色 犬 马 , 几 十 年 的 名 利 场 搏击 ,无 所 有 
惧 . 藏 族 学 者 索 甲 仁 波切 先生 指出 : 我 发 现今 日 的 教育 否定 死亡 ,认为 死亡 就 
是 毁灭 和 失掉 一 切 : 换 句 话说 ,大 多 数 人 不 是 否定 死亡 ,就 是 恶 惧 死 亡 .…… 其 
他 人 则 以 天 真情 懂 的 心情 看 待 死亡 ,认为 有 某 种 不 知名 的 理由 ,会 让 死亡 解决 
他 们 的 一 切 问题 ,因此 ,死亡 就 无 可 担忧 了 .…… 人 世界 上 最 伟大 的 精神 传统 , 当 
然 包 括 基督 教 在 内 ,都 清楚 地 告诉 我 们 :死亡 并 非 终点 .它们 也 都 留 下 对 未 来 世 
界 的 恒 慑 ,赋予 我 们 的 生活 神圣 的 意义 .然而 ,尽管 有 这 么 多 的 宗教 教义 ,现代 
社会 仍然 是 一 片 精神 沙漠 ,大 多 数 人 想象 ,这 一 生 就 只 有 这 么 多 了 .对 于 来 世 ， 
如 果 没 有 真正 或 真诚 的 信仰 ,大 多 数 人 的 生活 便 缺 乏 任何 终极 的 意义 .我 终于 
体悟 到 ,否定 死亡 的 可 怕 影 响 力 , 绝 不 止 于 个 人 层面 , 它 影响 着 整个 地 球 .由 于 
大 多 数 人 相信 ,人 生 就 只 有 这 么 一 世 , 现 代 人 已 经 丧失 长 远 的 眼光 ,因此 ,全 心 
全 意 肆 无 尽 昼 地 为 着 自己 的 眼前 利益 而 掠夺 地 球 ,生活 自私 地 足以 毁灭 未 
来 . "对 于 死亡 的 看 法 ,最 根本 的 就 是 对 于 人 是 否 有 灵魂, 灵魂 是 否 不 死 的 看 
法 .经 过 近代 科学 与 哲学 的 洗礼 ,灵魂 不 死 和 末日 审判 等 都 成 了 无 稽 之 谈 . 航 天 
技术 的 发 展 更 清楚 地 告诉 人 们 ,人 们 想象 中 的 上 帝 的 天 国 ,原来 只 是 暗淡 无 光 
的 宇宙 空间 .上 帝 不 存在 ,因而 无 人 进行 末日 审判 .既然 还 没有 发 现 太空 和 外 太 
空 有 生命 ,那么 那些 以 另外 一 种 方式 生活 的 灵魂 在 哪里 呢 ? 这 是 我 们 现代 人 合 
乎 情理 的 思想 .不 过 , 索 甲 仁 波切 从 另 一 个 方面 ,向 我 们 描述 了 这 一 信仰 破灭 的 
后 果 , 即 ,由 于 人 没有 什么 可 以 攻 惧 的 东西 ,因此 ,人 可 以 为 了 现世 的 那么 一 点 
区 区 物质 利益 ,损人 利 已 ,生活 自私 地 足以 毁灭 地 球 ”, 他 预言 :如 果 人 们 相信 
今生 之 后 还 有 来 世 ,他 们 的 整个 生命 观 将 全 然 改观 ,对 于 个 人 责任 和 道德 也 将 
了 然 于 胸 .…… 如 果 人 们 不 深信 这 一 世 之 后 还 有 来 世 , 必然 会 创造 出 一 个 以 短 
期 利益 为 目标 的 社会 ,对 于 自己 的 行为 后 果 不 会 多 加 考虑 ."@ 在 现代 社会 企图 
用 灵魂 不 死 或 来 世 等 宗教 神话 净化 人 们 的 灵魂 ,并非 完 全 不 可 能 ,但 是 究竟 有 
多 大 的 可 能 性 ,或 者 究竟 对 多 少 人 有 效 都 很 难说 .然而 ,这 并 不 意味 着 这 类 信仰 
对 于 道德 没有 效用 . 索 甲 仁 波切 先生 的 看 法 是 有 一 定 道理 的 .如 果 客 观 地 看 待 
西方 历史 , 便 会 清楚 地 看 到 ,灵魂 不 死 和 肉体 二 元 论 对 于 西方 文化 传统 所 起 的 
至 关 重 要 的 作用 

灵魂 不 死 和 灵魂 肉体 二 元 论 虽然 已 经 随 着 科学 的 发 展 成 为 过 去 ,但 是 ,在 
这 种 信仰 影响 下 所 形成 的 传统 ,并 没有 完全 成 为 过 去 .20 世纪 哲学 虽然 成 为 世 
俗 化 哲学 ,似乎 不 再 关注 什么 灵魂 问题 , 改 为 关注 与 人 的 现世 生活 相关 的 一 系 


外 素 甲 仁 波切 ,西藏 生死 之 书 》, 郑 振 煌 译 ,中国 社会 科学 出 版 社 ， 
句 同上 ,第 5 页 》, 郑 振 才 译 ,中国 社会 科学 出 版 社 ,1999 年 ,第 14 页 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


488 


From Pythagoras To Wies 


列 问题 .但 是 ,我 们 在 这 样 世俗 化 的 学 说 中 ,依然 能 够 找到 灵魂 和 肉体 二 元 论 问 
题 的 影响 .海德 格 尔 曾 讨论 过 人 在 生存 论 状 态 中 的 沉沦 ,似乎 认为 沉沦 是 不 可 
避免 的 .这 听 起 来 有 些 铠 怖 ,然而 , 细 想 起 来 也 确实 是 这 样 .我 有 时 在 读 他 的 书 
时 不 免 感慨 ,他 怎么 能 从 哲学 上 把 人 的 沉沦 研究 得 如 此 透彻 ?! 人 在 世俗 社会 
中 生存 , 身 不 由 己 地 沉沦 .不 过 ,他 又 明明 白白 地 告诉 我 们 ,人 有 本 真 状 态 ,而 且 
人 要 不 断 地 回 到 自己 的 本 真 状 态 .那么 这 个 本 真 状态 是 什么 ,什么 是 人 的 本 真 
本 我 ?当然 很 学 术 地 讲 就 是 人 的 Being. 这 无 疑 是 指使 人 成 为 人 的 那 种 东西 .如 
果 这 个 问题 在 古代 希腊 ,用 毕 达 哥 拉 斯 式 的 看 法 ,答案 就 应 该 是 ,人 的 本 真 状 态 
就 是 人 的 灵魂 的 无 项 状态 .纯净 状态 .就 是 通过 纯 精 神 性 的 数学 .几何 学 、 天 文 
学 音乐 ,使 人 的 灵魂 离开 物欲 ,离开 变化 无 穷 的 现象 界 ,接近 那 绝 对 完善 的 东 
西 一 “一 ”, 或 者 如 柏拉图 所 说 “ 善 的 理念 ”, 毕 达 哥 拉 斯 把 这 一 过 程 看 做 灵魂 
净化 的 过 程 ,柏拉图 则 把 这 一 过 程 称 之 为 灵魂 的 上 升 过程 . 如 果 我 们 再 换算 一 
下 ,用 今天 的 哲学 语言 来 表述 ,这 可 能 就 是 人 摆脱 沉沦 的 方式 , 即 , 生 活 在 大 千 
世界 的 人 ,只 有 在 精神 生活 中 才 有 真正 的 本 真 状态 .在 海德 格 尔 著作 中 ,很 少 看 
到 灵魂 这 样 的 字眼 .这 并 不 奇怪 ,因为 他 是 在 世俗 的 层面 上 讨论 问题 .然而 他 依 
然 涉及 与 灵魂 层面 相关 的 问题 .于 是 海德 格 尔 经 常 逃 离 那 沉沦 的 生活 状态 ,去 
山上 的 小 木屋 独处 ,大 约 是 企图 回归 本 真 状态 .我 想 在 山上 的 海德 格 尔 , 可 能 不 
是 什么 大 学 教授 或 校长 什么 的 .他 暂时 摆脱 了 因 争 夺 生 存 空间 而 造成 的 种 种 不 
快 ,也 可 以 在 一 时 间 内 排 造 因 纳粹 问题 带 来 的 阴影 .此 时 的 他 ,大 约 就 是 海德 格 
尔 这 个 人 .他 在 沉思 哲学 ,还 是 在 沉思 自己 的 本 真 状态 ?我们 不 得 而 知 .但 是 ， 
无 论 是 沉思 中 的 哪 一 种 ,都 是 用 独处 擦拭 灵魂 上 所 蒙 的 污垢 ,他 在 “去 珊 ” ,使 灵 
魂 上 升 . 转 向 .净化 .尽管 柏拉图 的 “ 洞 喻 "告诉 我 们 ,灵魂 上 升 的 第 一 步 是 离开 
这 个 洞 ,而 海德 格 尔 在 哲学 中 没有 回 到 本 真 状态 , 却 为 自己 建 了 一 个 精神 味 十 
足 的 小 木屋 ! 屋 喻 ! 这 里 避 开 了 喧嚣 的 世俗 争斗 ,使 灵魂 得 到 片刻 的 休息 , 哪 
怕 只 有 片刻 ,也 足以 在 瞬间 让 你 知道 ,你 究竟 是 谁 .对 于 人 来 说 ,这 难道 不 重要 
吗 ? 
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附录 三 


毕 达 哥 拉 斯 不 仅 是 一 个 数学 家 而 且 是 一 个 音乐 理论 家 ,按照 传说 , 毕 达 可 
拉 斯 最 先是 在 路 过 一 家 铁匠 铺 时 , 听 到 铁 锤 打击 铁 砧 的 声音 ,辨认 出 了 四 度 ,五 
度 和 八 度 三 种 和 谐音 ,猜想 是 由 于 铁 锤 重量 的 不 同 导 致 了 声音 的 不 同 ,并 通过 
称 量 不 同 铁 锤 重量 确认 了 其 间 的 关系 ,随后 , 又 用 不 同 长 度 的 弦 的 振动 实验 发 
现 了 弦 长 与 谐音 的 关系 ,因此 ,可 以 说 “ 毕 达 哥 拉 斯 是 表现 声音 与 数字 比例 和 对 
应 的 千古 第 一 人 . 比 任何 人 更 早 把 一 种 看 起 来 好 像 是 质 的 现象 一 一 声音 的 和 
谐 一 一 量化 ,从 而 辛苦 建立 了 日 后 成 为 西方 音乐 基础 的 数学 学 说 .” 

在 这 里 ,对 于 数学 的 特殊 关心 ,以 及 对 音乐 的 研究 ,导致 毕 达 哥 拉 斯 发 现 了 
音乐 中 和 谐音 程 之 间 的 数学 关系 ,而 和 谐 的 概念 ,也 由 之 首次 正式 进入 到 一 种 
哲学 的 字 宙 观 之 中 .正如 一 位 研究 者 所 指出 的 :“ 毕 达 哥 拉 斯 学 派 不 仅仅 关心 数 
字 和 音乐 与 宇宙 的 和 谐 一 致 是 很 清楚 的 ;他 们 将 它们 认同 音乐 是 数字 而 宇宙 是 

(〈1) 问 题 与 基本 术语 . 

弹 弄 一 根 琴 弦 , 弦 因 作 周 期 性 的 振动 而 发 出 一 个 音 (a tone), 它 有 四 个 基本 
要 素 . 

音 高 (pitch) :一 个 音 的 高 低 由 弦 振 动 的 频率 (frequency) 决 定 ,频率 越 大 , 音 
越 高 .频率 定义 为 每 秒 振动 的 周期 数 ,其 单位 叫做 Hertz( 简 记 为 Hz) ,每 秒 振动 
-个 周期 数 就 叫 1Hz. 

音 长 (length) :一 个 音 持续 时 间 的 长 短 . 

音 强 (intensity) :一 个 音 的 强 弱 ,由 振幅 (amplitude) 的 大 小 决定 ,振幅 越 大 ， 
音 越 强 . 

音色 (quality or color) :由 音波 的 形状 决定 ,例如 ,小 提琴 与 钢琴 的 声音 不 同 
就 是 波形 不 同 所 致 . 

其 次 ,我 们 要 介绍 音程 (interval) 这 个 重要 概念 .衡量 两 个 音 的 音 高 所 形成 


@ 本 入 内 容 取 自 于 任教 于 台湾 大 学 数学 系 的 蔡 陪 明 发 表 于 (数学 传 括 》. 
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的 距离 就 叫做 音程 .因此 ,任何 两 个 音 都 有 音程. 设 两 个 音 的 频率 分 别 为 /i 与 
亡 ( 不 访 设 矿 < 万), 如 何 定量 地 描述 它们 之 间 的 音程 呢 ? 最 常见 的 有 下 列 三 种 
(相通 的 ) 方 法 . 

i 采用 频率 比 廊 : 记 ; 

i 采用 频率 的 比例 信 ， 

者 采用 频率 比值 的 对 数 民 ( 丰 ) ,叫做 对 数 音程. 

总 之 ,频率 比 (而 非 频率 差 ) 才 是 核心 概念 .这 建立 在 下 面 的 实验 基础 上 面 : 
四 个 音 /fansfoo 如 果 具 有 信 = 大 的 关系 ,那么 弹 奏 / 与 亡 跟 弹 奏 记 与 
听 起 来 感觉 相同 .因此 ,用 频率 比 来 定义 音程 是 方便 上 且 适 切 的 .例如 ,频率 比 为 
1:2,2:3,3:4 时 ,分 别 为 八 度 ,五 度 及 四 度 音程 

本 文 我 们 关切 的 是 ,音乐 对 数学 所 引发 出 的 四 个 基本 的 “ 弦 内 之 音 "问题 

i 毕 氏 琴 弦 调和 律 : 当 两 个 音 的 频率 成 为 简单 整数 比 时 ,同时 或 接续 弹 奏 ， 
所 发 出 的 声音 是 调和 的 .为 何 会 如 此 呢 ? 

让 如何 定 出 音律 , 即 定 出 音阶 : 


C， D， E, F, G, A, B, Cc’ 


的 频率 比 ? 

诈 泛音 之 迹 : 弹 弄 一 根 琴 弦 , 耳 采 灵敏 的 人 同时 可 以 听 出 一 个 基 音 (the 
fundamental tone) 与 一 组 泛音 (the overtones). 如 何 解释 呢 ? 

iv 梅 仙 (Mersenne，1588 一 1648) 的 经 验 定律 (1625 年 ) , 即 


/hI 
如 何 从 理论 上 加 以 解释 ? 其 中 了 表 弦 振动 的 频率 ,! 表 弦 长 ,7 表 张力 ,p 
表 密 度 . 
音 的 频率 成 简单 整数 比 (例如 ,1:2,2:3,3:4,3:5,4:5,5:6,5:8) 是 调和 
的 ,这 很 容易 用 经 验 加 以 验证 .不 过 ,在 理论 上 一 直 没 有 圆满 的 解释 . 例如 ， 
Galileo(1564 一 1643) 就 说 过 :“ 我 一 直 无 法 完全 明白 ,为 什么 有 些 音 合奏 是 悦耳 
的 ,但 是 有 些 音 合奏 不 但 不 悦耳 ,反而 是 冒犯 .” 这 个 问题 要 等 到 Helmholtz 
(1821 一 1894) 提 出 拍 音 理 论 (the beat theory) 才 获得 部 分 解决 . 
关于 度量 问题 ,在 古代 就 有 所 谓 的 度 、 量 、 衡 . 律 四 种 ,其 中 的 律 就 是 指 音 
律 .世界 上 各 民族 对 音律 都 有 或 多 或 少 的 研究 ,而 且 提 出 各 式 各 样 的 音律 .我 们 
仅 介绍 较 著名 的 毕 氏 音阶 (the pythagoream scale) , 纯 律 音阶 (the just scale) 以 及 
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十 二 平均 律 音阶 (the tempered scale). 

至 于 泛音 之 谜 与 梅 仙 经 验 律 的 解释 ,经 过 Taylor(1685 一 1731), Daniell 
Bemoulli( 1700 一 1782), D’ Alembert (1717 一 1783 ) , Euler ( 1707 一 1783 ) 及 Fourier 
(1768 一 1830) 等 人 对 于 弦 振 动 (vibrating string) 的 研究 ,终于 发 展 出 Fourier 分 析 
或 叫 调和 分 析 (harmonic analysis) .除了 解决 掉 上 述 问题 这 与 iv 之 外 ,还 从 “ 弦 内 
之 音 "延伸 到 热传导 、 位 势 论 等 “ 弦 外 之 音 " 的 收获 . Fourier 分 析 法 变 成 研究 大 自 
然 的 "照妖镜 ”, 剖 析 "* 任 意 函 数 "的 利器 ,因此 被 誉 为 数学 中 一 首 美丽 的 诗 
(a scientific poem) . 

(2) 毕 氏 音 阶 . 

如 何 定 出 音阶 的 频率 比 ? 这 是 音乐 的 根本 问题 .相信 音乐 的 背后 有 数学 规 
律 可 循 ,并 且 努 力 去 追寻 出 音律 ,这 在 历史 上 最 早 且 最 著名 的 要 推 毕 氏 学 派 . 
(Pythagorean school, 约 公元 前 五 六 世纪 ) 

毕 氏 (Pythagoras, 约 585 一 500 B.C. ) 发 现 音律 有 一 段 很 有 趣 的 故事 .有 一 天 
华氏 偶然 经 过 一 家 打铁 店 门口 ,被 铁 锤 打铁 的 有 节奏 的 悦耳 声音 所 吸引 (从 前 
笔者 在 乡下 小 城镇 曾 见 识 过 打铁 店 ,现代 人 已 不 易 有 这 种 经 验 了 ) ,他 感到 很 惊 
奇 ,于 是 走 人 店 中 观察 研究 ,参见 图 1. 他 发 现 有 四 个 铁 锤 的 重量 比 恰 为 12:9:8 
:6, 其 中 9 是 6 与 12 的 算术 平均 ,8 是 6 与 12 的 调和 平均 ,9,8 与 6,12 的 几何 
平均 相等 .将 两 个 两 个 一 组 来 敲打 皆 发 出 和 谐 的 声音 ,并 且 

12:6=2:1 的 一 组 ,音程 是 八 度 (an octave); 

12:8=9:6=3:2 的 一 组 ,音程 是 五 度 (a fifth); 

12:9=8:6=4:3 的 一 组 ,音程 是 四 度 (a fourh) . 

毕 氏 进一步 用 单 弦 琴 (monochord) 做 实验 加 以 验证 ,参见 图 2. 对 于 固定 张 
力 的 弦 , 利 用 可 自由 滑动 的 琴 马 (bridge) 来 调节 弦 的 长 度 , 一 面 弹 ,一 面 听 . 在 毕 
氏 时 代 , 弦 长 容易 控制 ,而 频率 还 无 法 掌握 , 故 一 切 以 弦 长 为 依据 . 毕 氏 经 过 反 
复 的 试验 ,终于 初步 发 现 了 乐音 的 奥秘 ,归结 出 毕 氏 的 琴 弦 律 . 

i 两 音 之 和 谐 悦 耳 跟 其 两 弦 之 长 成 简单 整数 比 有 关 ; 

计 两 音 弦 长 之 比 为 4:3,3:2 及 2:1 时 ,是 和 谐 的 ,并 且 音 程 分 别 为 四 度 .五 
度 及 八 度 . 

数学 史家 E.T.Bell(1883 一 1960) 认 为 这 是 科学 史上 第 一 个 有 记录 的 物理 
实验 . 毕 氏 非常 幸运 ,他 碰 到 了 一 个 好 问题 ,单纯 而 容易 实验 ,并 且 结 果 只 跟 简 
单 整数 比 有 关 ,因此 他 成 功 了 .Bell 说 : 


“环绕 在 毕 氏 身边 有 数 不 清 的 神奇 现象 , 引 动 着 他 的 好 奇 心 ,激发 
出 无 穷 的 想象 力 , 但 是 他 却 选 泽 了 对 于 思辨 数学 家 很 理想 的 一 个 科学 
问题 :音乐 的 调和 悦耳 跟 数 有 关系 吗 ? 如 何 有 关系 ,是 什么 关系 ? 他 的 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


492 


From Pythagoras To Wiles 


教师 Thales 研究 摩 掠 玉 珀 生 电 的 现象 ,这 对 他 也 是 无 比 的 神奇 ,但 是 他 
直觉 地 避 开 了 这 个 难 缠 的 问题 .如 果 当 初 他 选择 教学 与 电 的 关系 来 研 
究 , 他 会 陷于 其 中 而 得 不 到 结果 .” 


图 2 单 艾 琴 
更 进一步 , 毕 氏 学 派 所 推展 的 四 艺 学 问 :算术 .音乐 ,几何 学 与 天 文学 ,也 整 
个 结合 在 整数 与 调和 (harmony) 之 中 . 毕 氏 音 律 是 弦 长 的 简单 整数 比 (算术 的 比 
例 论 ); 天 文学 的 星球 距离 地 球 也 成 简单 整数 比 ,因此 它们 绕 地 球 运行 时 会 发 出 
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美妙 的 球体 音乐 (the harmony of spheres); 几 何 图 形 是 由 点 做 成 的 ,点 是 几何 学 
的 原子 (atoms) ,点 虽然 很 小 ,但 具有 一 定 的 大 小 ,所 以 任何 两 线段 皆 可 度 (com- 
mensurable) ,一 切 度量 只 会 出 现 整数 比 ,而 整数 比 就 是 调和 ,就 是 悦耳 的 音乐 . 
毕 氏 甚至 说 :哲学 是 最 上 乘 的 音乐 . "( 在 古 时 候 ,哲学 是 爱 智 与 一 切 学 问 的 总 
称 ) 他 大 胆 地 总 结 出 “万物 皆 整数 与 调和 "”(All is whole number and harmony) 的 伟 
大 梦想 .这 种 对 任何 事物 都 相信 有 秩序 与 规律 可 寻 ,并 且 努 力 去 追求 单纯 .和 谐 
与 美的 精神 ,千古 以 降 , 随 着 毕 氏 思想 的 弦 音 而 共鸣 , 代 代 都 可 以 听见 回声 . 

Bel 说 得 好 : 谁 会 责怪 热情 的 毕 氏 从 可 验证 的 事实 ,飞跃 到 不 可 验证 的 狂 
想 呢 ? 音律 的 发 现 令 人 震惊 ,也 使 人 飞扬 . 谁 还 会 怀疑 空间 \ 数 与 声音 合 一 于 调 
和 之 中 呢 ?” 

但 是 好 景 不 常 , 毕 氏 学 派 很 快 就 发 现 到 单位 正方 形 的 边 长 与 对 角 线 是 不 可 
共度 的 (incommensurable) ,这 等 价 于 ,2 不 是 整数 比 ,因而 毕 氏 的 天 空 出 现 了 破 
洞 .这 是 数学 史上 的 第 一 次 危机 ,后 来 才 由 Eudoxus( 公 元 前 408 一 约 公元 前 355) 
作 了 炼 石 补 天 的 工作 . 留 下 的 石头 ,2 000 多 年 后 被 Dedekind(1831 一 1916) 拿 来 
建构 出 实数 系 .这 段 历史 美妙 得 有 点 像 神话 故事 女 娲 烽 石 补 天 的 情节 . 

回 到 定 音 阶 的 频率 比 问题 .我们 要 采用 较 近代 的 术语 来 令 述 . Galileo 发 现 
弦 振 动 的 频率 了 跟 艾 长 /成 反比 , 即 


jc 了 

因此 ,我 们 可 以 将 毕 氏 所 采用 的 纺 长 改 为 频率 来 定 一 个 音 的 高 低 . 从 而 毕 氏 的 
发 现 就 是 :两 音 的 频率 比 为 1:2,2:3 及 3:4 时 ,分 别 相差 八 度 、 五 度 及 四 度 音 . 
例如 ,频率 为 200 与 300 之 两 音 恰好 相差 五 度 音 . 

定 音 阶 的 问题 就 是 要 在 1 与 2 之 间 插 入 6 个 简单 整数 比 之 分 数 , 即 

n=l<ri<r<r<rs<re<r<rs=2 

使 其 中 含有 四 度 音 竺 及 五 度 音 部 

毕 氏 采用 “五 度 音 循环 法 "来 定 出 音阶 :由 1 出 发 ,不 断 升 高 五 度 音 , 即 接续 
乘 以 去 ,再 降 八 度 音 ( 即 除 以 2) 或 升 八 度 音 ( 即 乘 以 2), 拉 回 到 1 与 2 之 间 , 详 
细 情 形 如 下 列 三 个 步 又. 

i 任 取 一 个 基准 音 ,不 妨 取 为 ! ,逐次 升 高 五 度 得 到 

B23 a 

或 1 3927 8 23 
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让 将 i 中 的 结果 拉 回 到 一 个 单纯 八 度 音 , 即 1 与 2 之 间 , 再 由 小 排 到 大 , 即 
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这 在 让 中 还 缺少 一 个 很 重要 的 第 四 音 ,还 可 以 由 1 出 发 , 往 下降 五 度 音 , 即 
乘 以 了 得 


再 升 八 度 音 , 得 到 第 四 音 
补 到 证 中 ,就 得 到 毕 氏 音阶 


C, D, E, F, cc，A， B， C 


1， 


9 81 4 3 2 23 2 
8 


.0 学 2” 16' 128’ 

毕 氏 透 过 单 弦 琴 的 实验 ,做 出 毕 氏 音阶 的 频率 比 .对 于 毕 氏 学 派 而 言 ,音乐 
就 是 整数 比 .不 仅 止 于 此 ,这 还 贯穿 于 整个 大 自然 ,艺术 与 人 生 之 中 .据说 毕 氏 
临终 之 言 是 ; 勿 忘 勤 弄 单 弦 琴 ."(Remember to work with the monochord. ) 

中 世纪 的 Boethius(475 一 524) 将 调和 理论 分 成 三 个 等 级 ,拾级 而 上 , 达 于 完 
美 .最 初级 的 是 乐器 的 音乐 ( musica instumentalis) ,包括 歌唱 及 乐器 演奏 出 来 的 
音乐 ;其 次 是 人 类 的 音乐 (musica humana) ,讲究 身体 与 灵魂 的 调和 、 平 衡 与 适当 
的 比例 ;最 完美 的 调和 是 世界 的 音乐 (musica mundana) ,包括 行星 的 井然 有 序 之 
运行 ,元 素 的 适当 比例 混合 ,四 季 的 循环 以 及 大 自然 ,宇宙 的 和 谐 . Boethius 坐 过 
牢 , 在 监牢 中 写 出 著名 的 《哲学 的 慰藉 》 一 书 . 

事实 上 , 毕 氏 音阶 律 也 可 以 采用 “三 分 损益 法 "(又 叫做 “管子 法 ”) .在 公元 
前 4 世纪 ,管子 一 书 的 地 图 篇 记载 有 此 法 . 九 寸 长 的 竹 管 ,圆周 长 九 分 ,所 谓 “ 三 
分 损益 法 "就 是 交互 使 用 “三 分 损 一 法 "( 即 去 掉 三 分 之 一 的 长 ) 以 及 “三 分 益 一 
法 "(即将 所 剩 再 增加 三 分 之 一 的 长 ). 改 用 频率 的 说 法 即 为 ,由 一 个 音 出 发 ,不 


妨 取 其 为 1,“ 三 分 损 一 法 "就 是 乘 以 郑 ( 即 升 高 五 度 音程 ) “三 分 益 一 法 "就 是 
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乘 以 寺 ( 即 降 四 度 音程 ), 如 此 交互 相生 ,得 到 


由 小 排 到 大 就 得 到 所 谓 的 “五 声音 阶 ”(the pentatonic scale) , 即 


93, 81 3 名 
8 6 2 16’ 


宫 商 角 币 羽 宫 


孙子 说 ;“ 声 不 过 五 ,五 声 之 变 , 不 可 胜 听 也 ." 这 五 声 指 的 就 是 官商 、 角 、 微 、 羽 . 
再 补 上 


四 1 


81 ,3 -243 
64 2 128 


及 第 四 音 寺 就 得 到 毕 氏 音阶 (或 叫 七 音 音阶 ), 即 


1 9 81 4 3 2 23 ，, 
A A 

宫 商 角 变 徽 币 羽 变 宫 宫 

& 【有 加- lB FE, v6 A SB 


Do Re Mi Fa Sol Ia Si Do 


如 果 说 音乐 是 听觉 的 数学 ,那么 其 数学 就 是 音律 ; 反 过 来 ,如 果 说 “数学 
是 理性 发 出 的 音乐 ,那么 其 音律 就 是 逻辑 . 毕 氏 研究 音律 ,并 且 把 从 古 埃 及 与 
巴比伦 接收 过 来 的 经 验 式 的 数学 知识 ,尝试 组 织 成 逻辑 演绎 系统 ,这 在 精神 上 
可 以 说 是 相通 的 ,一贯 的 .虽然 由 于 /2 的 出 现 而 没有 完全 成 功 ,但 是 毕 氏 却 为 后 
人 (如 欧 几 里 得 ) 作 了 重要 的 铺路 工作 .成 功 是 踏 在 前 人 的 失败 上 走出 来 的 . 

毕 氏 音阶 好 不 好 呢 ? 要 衡量 一 种 音阶 的 好 坏 ,通常 都 将 它 跟 自 然 音 程 作 比 
较 . 什 么 是 自然 音程 呢 ? 

根据 毕 氏 的 琴 艾 律 , 两 音 的 频率 愈 成 简单 整数 比 愈 调和 ,其 音程 就 叫做 自 
然 音程 .下 面 我 们 列 出 调和 的 自然 音程 : 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


两 音频 率 比 | 。 音程 ”| 两 音频 率 比 | ”音程 
1:1 完全 一 度 1:2 完全 八 度 
2:3 完全 五 度 3:4 完全 四 度 
4:5 大 三 度 5:6 小 三 度 
3:5 大 六 度 5:8 小 六 度 
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注意 到 ,有 的 书 将 上 表 中 的 完全 说 成 纯 ,例如 ,完全 8 度 就 是 纯 8 度 等 等 . 
现在 考虑 毕 氏 音阶 相 邻 两 音 之 间 的 音程 : 


音程 : 2 ”243 

其 中 外 是 全 音程 (whole tone) ,90 是 半音 程 (Semi tone) .所 谓 大 三 度 是 指 含 
有 了 两 个 全 音 , 小 三 度 是 指 含有 一 个 全 音 与 一 个 半音 . 

五 度 音程 与 四 度 音程 3 都 很 好 .但 是 大 三 度 音程 就 有 点 儿 走 音 : 坚 应 该 


= 1.250, 而 在 毕 氏 音 阶 中 ,此 比值 为 84 = 1.265, 稍 嫌 尖 锐 .另外 ,小 三 度 音 
程 生 应 该 是 4 = 1.200, 但 在 毕 氏 音阶 中 ,此 比值 为 二: 2 = 吕 = 1.185, 又 嫌 稍 


ee 
进一步 ,考虑 半音 音阶 (the chromatic scale) ,也 会 出 现 问题 .半音 音阶 的 造 
法 如 下 . 
i 由 任意 点 出 发 ,不 妨 取 为 1, 上 升 与 下 降 五 度 音程 : 


(3) GF GF BG GT GBP GP GBS By 
| 


be | | | | 


| 1 | 
bE 8 4 2132 2 8 2 19 
4 8 64 


04 2 
729 243 81 27 学 和 2 16 32 

主将 i 中 的 结果 拉 回 到 一 个 单纯 八 度 音 程 之 间 : 

8 4 2 3 729 
万 基 划 计生 子 1 了 半 半 各 甘 竹 
升 | 升 | 升 | 升 | 升 降 
西 | 于 | 于 过 | 天 | 升 | 不 | 不 | 际 | 际 | 际 | 降 | 座 
个 未 | 不 | 不 | 不 | 公安 有 度 A A 本 
八 | 八 |A | 八 | 八 | 度 度 | 度 | 六 | 六 | 四 
度 | 度 | 度 1 度 | 度 度 | 度 | 度 
1024 256 128 32 16 4 | 81 243 729 
729 243 81 27 9 等 2 8 1 64 128 512 
证 再 将 让 由 小 排 到 大 : 
Ze 
-一 到 ~ 
(每 呈 咽 屋 抒 3 mm 24 23 , 
0 1 1 9 8 
7 

doy 4 fas sol” las 
do re mi fa sol la Si do 

Te mi Sol ja sit 
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在 这 中, 我们 看 出 了 两 个 困难 :首先 半音 的 音程 有 两 种 ,其 一 是 do - do* ， 
re-re* ,mi 一 得 ,sol- sol* ,]a-la* 与 si- do 之 间 的 音程 为 228 = 1.053; 另 一 方 
面 ,do* re,ret -mi,sol! -la 与 lat -si 之 间 的 音程 为 和 2 =1.068. 其 次 , 同 


729 1024 
一 个 音符 a+ 与 sol* 取 两 个 不 同 的 值 739 与 1 994. 


表 1 《国语 ) 中 钟 的 分 类 


阳 钟 阴 钟 
黄 钟 “黄色 的 钟 大 日 “大 的 调节 器 ” 
大 簇 D “很 大 的 丛 聚 ” 夹 钟 “被 压缩 的 钟 ” 
姑 洗 “古老 而 纯净 的 ” 仲 吕 “中 等 的 调节 器 ” 
装 宾 “繁茂 的 ” 林 钟 “森林 的 钟 
夷 则 “均等 的 尺 规 ” 南昌 “南面 的 调节 器 ” 
无 射 “不 疲倦 的 ” 应 钟 “共鸣 的 钟 ” 


这 样 建立 起 来 的 十 二 个 钟 的 名 称 ,就 成 为 十 二 个 音 的 名 称 ,从 而 形成 中 国 
古典 的 全 音域 .在 《国语 ) 中 , 阳 音阶 称 为 “ 律 ”, 阴 音阶 称 为 “ 间 ”, 即 音 出 现在 正 
律 之 间 的 意思 ,这 一 事实 有 力 地 表明 ,当时 已 经 存在 十 二 个 半音 的 标准 化 的 全 
音域 了 .原文 并 没有 详细 记载 关于 计算 音程 所 用 的 确切 方法 ,但 是 这 些 名 称 出 
现 的 次 序 表明 了 一 个 中 间 阶 段 存在 于 它们 的 最 终 形式 首次 被 记录 在 《如 氏 春 
秋 ) 中 之 前 ,以 及 一 种 把 十 二 律 分 为 六 个 一 组 的 更 为 原始 的 描述 被 保存 在 《 周 
礼 ) 之 中 . 

iv 算术 循环 的 引入 . 

在 追 述 全 音域 发 展 的 过 程 中 ,到 目前 为 止 我 们 已 提 到 三 个 阶段 .首先 ,是 
《 周 礼 ) 中 记载 的 原始 阶段 ,在 这 个 阶段 , 音 有 了 名 称 ,虽然 有 些 名 称 与 最 终 采 用 
的 不 同 .其 次 ,是 《国语 ) 中 列举 的 十 二 个 钟 ,也 分 成 六 个 一 组 ,此 时 全 部 名 称 与 
后 来 正统 的 全 音域 名 称 一 致 .我 们 不 能 确定 这 个 全 音域 的 音程 或 得 到 它们 的 方 
法 ,至 于 各 音 的 频率 则 更 无 从 知悉 .但 是 , 随 着 公元 前 240 年 左右 《 昌 氏 春秋 ) 描 
述 了 十 二 个 音 的 系列 , 便 达到 了 一 个 新 的 阶段 ,因为 尽管 频率 仍然 未 知 ,但 了 解 
如 何 得 到 这 些 音 的 系列 已 终于 成 为 可 能 了 . 

因为 这 种 十 二 音 的 全 音域 与 所 谓 的 毕 达 哥 拉 斯 音阶 有 某 些 类 似 ,研究 毕 达 
哥 拉 斯 音阶 与 中 国人 的 音阶 之 间 在 构成 方面 的 差异 是 非常 有 意义 的 .希腊 人 用 
以 发 展 音阶 的 乐器 是 里 拉 和 齐 萨 拉 琴 ,而 不 像 在 中 国 那样 用 的 是 编钟 和 编 亏 . 
希腊 音阶 的 构架 是 用 里 拉 外 侧 的 两 根 弦 调 谐 八 度 音程 ,然后 再 用 内 侧 的 两 根 弦 


@@ 亦 称 太 熊 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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调谐 五 度 和 四 度 音 程 .在 荷 马 时 代 , 所 有 弦 的 调 音 , 全 赁 耳 采 来 听 . 直 到 公元 前 
6 世纪 才 有 了 定量 的 发 现 , 即 如 果 要 计算 八 度 、 五 度 和 四 度 音 程 , 则 需要 知道 
1/2,2/3 和 3/4 的 弦 长 ,这 一 发 现 被 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 .大 全 音 的 音程 位 于 四 度 
与 五 度 音程 之 间 , 这 直到 一 个 世纪 之 后 才 由 菲 洛 劳 斯 (Philolaus) 发 现 . 那 时 , 希 
腊 音 乐 分 成 两 派 :一 派 以 塔 兰 托 的 亚 里 士 多 塞 诺 斯 (Aristoxenus of Tarentum) 为 
代表 ,主张 音程 应 由 耳 听 来 判断 ; 另 一 派 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ,主张 音程 本 质 上 是 
数学 的 . 毕 达 哥 拉 斯 音阶 的 数学 比 中 国 全 音域 的 数学 要 复杂 得 多 , 且 需 要 平均 
值 的 知识 .这 种 数学 是 柏拉图 为 形而上学 的 理由 而 不 是 为 音乐 的 理由 建立 的 ， 
它 的 最 广泛 形式 的 完整 描述 则 是 由 欧 几 里 得 给 出 的 . 

另 一 方面 ,中 国 音调 的 全 音域 只 需要 最 简单 的 数学 ,并且 不 用 八 度 音 作 为 
起 点 .的 确 , 它 包 括 的 甚至 根本 不 是 一 个 真正 的 八 度 .唯一 需要 的 数学 运算 就 是 
交替 地 以 2/3 和 4/3 乘 某 些 数字 . 基 音 的 频率 乘 以 3/2, 就 生成 高 完全 五 度 的 
音 . 但 在 频率 的 概念 存在 之 前 ,同样 的 关系 只 是 以 长 度 来 表达 的 .谐振 体 的 长 度 
乘 以 2/3, 相 当 于 频率 乘 以 3/2. 因 此 , 琴 的 弦 长 乘 以 2/3 所 得 的 弦 , 弹 奏 时 发 出 
比 它 的 基 音 高 完全 五 度 的 音 . 这 是 产生 音 的 无 尽 的 相生 过 程 中 的 第 一 步 (或 
“ 律 ”) ,发 完全 五 度 音 的 谐振 体 的 长 度 ,再 乘 以 4/3, 结 果 发 出 的 音 要 比 完全 五 
度 低 四 度 ,因此 也 就 产生 在 基 音 之 上 的 一 个 大 全 音 ,因为 1x2/3x 4/3 = 8/9. 这 
就 是 说 ,在 两 个 四 度 音阶 之 间 存 在 着 与 非 洛 劳 斯 用 不 同方 法 发 现 的 相同 的 音 
程 ,如 


C F( 大 全 音 ) G6 一 一 一 一 C 

希腊 人 把 全 音 音程 作为 音阶 结构 的 基础 ,一 个 八 度 音程 分 成 一 个 全 音 和 两 
个 四 度 , 每 个 四 度 再 分 成 两 个 全 音 和 一 个 毕 达 哥 拉 斯 半音 即 升 半音 (diesis) .中 
国人 并 没有 陷 人 希腊 人 的 大 半音 (apotoms) 和 小 半音 (leimma) 的 复杂 情况 ,而 是 
从 他 们 的 基 音 (已 提 到 过 的 黄 钟 ) 前 进 了 两 步 , 即 以 三 度 音 的 谐振 体 的 长 度 乘 以 
2/3, 计 算出 音 系列 中 的 四 度 音 , 得 到 的 长 度 为 基 音 谐振 体 的 长 度 的 16/27, 这 就 
是 他 们 的 六 度 音 .由 这 个 六 度 音 乘 以 4/3, 即 得 到 大 三 度 ,其 乘积 为 64/81. 我 们 
将 会 看 到 ,这 个 音 不 是 纯 律 的 音 ,因为 在 纯 律 中 ,这 个 分 数 应 该 是 4/5. 但 它 与 
毕 达 哥 拉 斯 的 大 三 度 相符 .不 论 乘 以 2/3 还 是 乘 以 4/3, 这 一 过 程 要 求全 音域 保 
持 在 一 个 八 度 音程 范围 之 内 ,这 样 继续 到 第 十 二 音 , 这 些 音 就 是 十 二 “ 律 ”, 如 图 
3 所 示 , 中 国人 把 这 个 过 程 说 成 是 “ 生 ”, 音 的 生成 如 同 “ 母 " 生 * 子 ". 乘 以 4/3 所 
得 各 音 , 称 为 "上 生 ”; 乘 以 2/3 所 得 各 音 , 称 为 "下 生 ”《 吕 氏 春 秋 》 载 有 这 个 体 
系 的 最 早 的 记述 (公元 前 239 年 ) ,中 国 的 全 音域 各 音 均 依 此 而 产生 . 

根据 这 种 “三 分 损益 "原理 计算 出 实际 各 长 度 的 最 古老 的 史料 ,是 司马 迁 的 
《史记 闪 约 公元 前 90 年 ) .他 谈 到 吹 管 ,并 给 出 黄 钟 管 长 度 为 81( 单 位 为 一 寸 的 
十 分 之 一 ) .这 个 数字 ,在 用 分 数 2/3 和 4/3 进行 计算 时 ,显然 是 一 个 很 好 的 作 
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图 3 。 按 比例 绘制 的 正统 标准 律 管 . 鲁 宾 逊 (K. 

Robinson) 复 原 , 用 以 说 明 上 生 和 下 生 的 原理 

1. 黄 钟 ;2. 大 昌 ;3. 大 艇 ;4. 夹 钟 5. 姑 洗 ;6. 仲 昌 ; 

7. 蒜 宾 ;8. 林 钟 ;9. 夷 则 ;10. 南 吕 ;11. 无 射 ;12. 应 钟 
为 开始 的 数字 .经 校正 若干 明显 的 误差 后 ,各 管 的 长 度 见 表 2. 这 些 律 管 的 实际 
长 度 本 身 并 无 多 大 意义 ,因为 没有 进一步 的 资料 ,如 管 的 直径 等 ,我 们 无 法 计算 
它们 的 频率 .但 是 表示 这 些 长 度 的 方式 是 很 有 意义 的 ,因为 小 数 系统 与 基于 三 
分 之 一 数 的 系统 一 起 应 用 ,有 着 明显 的 巴比伦 风格 .关于 这 一 点 ,我 们 在 后 面 还 
要 讨论 . 

表 2 司马 迁 的 律 管 长 度 计算 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


全 总 长 | 总 长 
ls ; 分 | 再 分 之 三 二 | (未 校正 值 ) | (校正 什 ) 
黄 钟 8 1 = 8.1 8.1 
大 7 本 1 7.53 7.585 
大 入 和 2 a 3 7.28 
夹 钟 6 1 1 6.13 6.742 
姑 洗 6 4 四 6.4 6.4 
仲 昌 和 9 5.%6 5.993 
蒜 宾 5 6 1 5.63 5.689 
林 钟 5 4 es 5.4 5.4 
吏 则 5 4 2 5.46 5.057 
南昌 4 8 一 4.8 4.8 
无 射 4 4 2 4.46 4.495 
应 钟 4 A 4.26 4.266 
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在 列 出 律 管 的 实际 长 度 以 前 ,司马迁 给 出 了 作为 计算 基础 的 公式 .现在 ,把 
他 提出 的 关于 全 音域 的 全 部 十 二 个 音 (可 加 上 第 十 三 个 音 , 即 八 度 音 ,只 须 继续 
再 做 一 步 计 算 即 得 ) 的 比例 ,与 蒂 迈 欧 的 毕 达 哥 拉 斯 音阶 中 的 八 个 音 的 比例 , 作 
一 比较 是 很 有 用 的 ,这 样 就 可 以 看 到 它们 的 相似 之 处 和 差异 之 处 ( 表 3)、 
表 3 中 国 音阶 与 希腊 { 毕 达 哥 拉 斯 ) 音 阶 的 比例 之 比较 


希腊 音阶 希腊 音阶 
中 国 音阶 。( 毕 达 得 拉 斯 音阶 ) 中 国 音阶 。( 毕 达 哥 拉 斯 音阶 ) 
2 2 
C 1 1 C 子 了 
2048 i 4096 下 
co 2187 © 6 561 
8 & 16 16 
» 9 9 a 27 2 
16 384 ye . 32 768 
D" 19 683 a 59 049 
64 64 128 128 
中 81 81 到 243 243 
131072 262 14 本 
177 147 6 531 441 
3 3 Wk 1 
4 2 
512 
F* 


左 列 各 音 只 是 作为 说 明 而 任意 选取 的 . 


2. 言 必 称 希腊 之 误 耻 


我 们 看 到 , 毕 达 哥 拉 斯 音阶 与 中 国 音 阶 (五 度 相生 ), 不 论 在 结构 的 一 般 形 
式 上 ,还 是 在 某 些 音 ( 如 八 度 音 ,四 度 音 ) 的 具体 比例 上 ,并 不 完全 一 致 .即便 如 
此 ,它们 的 相似 之 处 还 是 相当 明显 ,以 至 引起 了 几乎 历时 二 百年 的 误解 . 

对 中 国 音乐 的 理论 基础 用 欧洲 语言 最 早 进行 解释 的 ,是 耶稣 会 士 钱 德 明 于 
1776 年 在 北京 写成 的 ,并 于 1780 年 在 巴黎 出 版 的 著作 . 钱 德 明 接受 中 国 历史 的 
传统 年 代 记 载 ,因此 相信 中 国 的 音乐 起 源 于 公元 前 2698 年 .根据 这 种 估计 ,在 
毕 达 哥 拉 斯 诞生 之 前 11 个 多 世纪 ,中 国人 已 有 一 种 音阶 了 , 它 在 许多 音程 上 极 


人 本 节 内 容 取 自 李 约 瑟 《 中 国 科学 技术 史 ) 第 四 卷 .物理 学 及 相关 技术 ,科学 出 版 社 ,上 海 古籍 出 
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类 似 于 后 来 的 毕 达 哥 拉 斯 音阶 .他 断言 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 声称 发 明 这 种 音阶 的 
说 法 ,完全 是 一 种 “ 科 窃 行为 ”. 至 于 列 窃 究竟 如 何 进行 的 ,他 并 没有 解释 ,但 他 
假设 ,以 爱好 旅行 著称 的 毕 达 哥 拉 斯 或 者 很 可 能 到 过 中 国 ,或 者 遇见 过 传播 音 
阶 秘密 的 来 自 中 国 的 人 . 钱 德 明 注 意 到 希腊 的 音阶 与 中 国 的 音阶 有 一 些 差 异 ， 
他 认为 希腊 音阶 是 一 种 退化 的 形式 . 

19 世纪 , 随 着 中 国威 望 在 国外 的 日 益 衰退 以 及 希腊 文化 的 复兴 ,完全 推翻 
上 述评 价 是 意料 之 中 的 事 . 沙 蜀 认为 ,关于 公元 前 3 世纪 或 公元 前 4 世纪 以 前 
的 中 国 的 音阶 ,并 无 文献 记载 ,他 于 是 写 道 :“ 这 同样 的 音乐 体系 ,在 中 国人 认识 
它 以 前 两 个 多 世纪 ,已 由 希腊 人 提出 了 .难道 中 国人 不 是 从 希腊 人 那里 借 来 的 
吗 ?” 沙 晓 还 企图 解释 中 国人 是 如 何 “ 借 ”这 个 声学 体系 的 :“ 亚 历 山大 的 远征 使 
文明 的 巨 浪 冲击 到 帕 米 尔 高 原 的 脚下 ,那里 出 现 了 十 二 根 芦苇 ,它们 唱 的 是 希 
腊 的 音阶 ." 这 样 的 猜测 并 没有 比 钱 德 明 的 神话 更 吸引 我 们 ,但 它们 竟然 在 过 去 
的 50 年 里 被 人 们 接受 了 .对 于 钱 德 明 ,至 少 可 以 说 ,在 他 那个 时 代 , 人 们 并 不 认 
为 两 个 系统 的 音阶 是 等 同 的 .然而 ,自从 沙 蜡 不 严格 地 把 这 些 音阶 描述 为 “ 间 样 
的 体系 ”, 错 误 就 流传 开 了 . 沙 罚 本 人 也 知道 两 者 之 间 有 差异 ,但 他 把 这 些 差异 
归 短 于 中 国人 缺乏 理解 ,他 进而 做 出 了 有 失 大 学 者 风度 的 结论 :“ 此 外 ,他 们 音 
乐 的 喧 阑 和 单调 的 特点 ,也 是 众所周知 的 .” 

必须 气 弃 沙 晓 的 假设 ,这 不 但 因为 中 国人 调谐 十 二 个 一 套 的 编钟 的 时 期 与 
据 认 为 毕 达 哥 拉 斯 的 生活 年 代 处 于 同一 个 世纪 ,无 论 怎样 是 在 亚历山大 远征 倘 
若 将 希腊 公式 引入 中 国文 献 而 可 能 产生 影响 之 前 很 久 ;而 且 也 因为 中 国 音阶 在 
结构 上 与 毕 达 哥 拉 斯 音阶 有 本 质 的 不 同 .然后 , 钱 德 明 所 认为 的 在 这 样 早 的 时 
代 曾 发 生 过 中 国文 化 向 希腊 的 传播 ,这 种 见解 也 不 能 认真 接受 .可 以 找到 充分 
理由 的 最 简单 的 假设 是 ,声学 发 现 的 萌芽 从 巴比伦 向 东西 两 个 方向 传播 ,一 方 
面 在 希腊 发 展 , 另 一 方面 在 中 国 发 展 ;也 就 是 说 ,弹拨 弱 时 发 出 的 音 的 音 高 ,部 
分 地 是 由 弦 的 长 度 决定 的 .更 有 其 之 ,已 高 度 发 展 了 弦乐器 的 巴比伦 人 可 能 观 
察 到 ,在 同样 的 张力 情况 下 ,一 根 弦 的 长 度 为 男 一 根 弦 的 一 半 , 所 发 之 音 将 为 男 
一 弦 之 八 度 音 ; 若 其 长 度 为 男 一 弦 的 三 分 之 二 , 则 其 音 为 男 一 弦 之 五 度 音 ; 若 其 
长 度 为 男 一 弦 的 四 分 之 三 , 则 其 音 为 男 一 弦 之 四 度 音 .这 些 比 例 的 知识 ,就 是 发 
展 中 国 的 “五 度 相生 "所 必需 的 全 部 知识 ,也 就 是 古代 希腊 人 归功 于 毕 达 哥 拉 斯 
( 称 其 为 发 明 者 或 传播 者 ) 的 全 部 的 声学 发 现 . 毕 达 哥 拉 斯 音阶 在 以 后 若干 世纪 
内 错综复杂 的 发 展 ,包括 将 八 度 音阶 再 分 成 四 度 音阶 ,全 音 的 定义 以 及 在 不 早 
于 公元 前 4 世纪 的 某 个 时 期 再 分 四 度 音 阶 等 ,所 有 这 些 都 是 希腊 人 特有 的 发 
现 .而 且 ,对 于 蒂 迈 欧 的 音阶 结构 , 它 不 是 由 一 系列 的 完全 五 度 ,而 是 在 毕 达 哥 
拉 斯 四 声 (tetractys) 数 字 (1 一 2 一 3 一 4 一 8 一 9 一 27) 之 间 求 出 等 差 中 项 和 调和 中 
项 来 构成 ,这 在 中 国 则 没有 与 之 对 应 的 东西 . 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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必须 着 重 指出 ,说 这 些 发 现 起 源 于 巴比伦 只 是 假设 ,因为 关于 巴比伦 的 音 
乐 ,我 们 知道 得 很 少 .不 过 ,现存 的 证 据 似 乎 表明 这 种 假设 是 问题 的 答案 . 

首先 ,很 有 趣 并 可 能 很 重要 的 是 ,希腊 和 中 国 的 传统 都 将 其 声学 体系 的 起 
源 归功 于 一 个 外 国 .在 巴比伦 被 亚历山大 大 帝 (Alexander the Great) 占 领 以 前 写 
作 的 希腊 作家 们 都 说 , 毕 达 哥 拉 斯 到 过 埃及 ;而 后 来 的 作家 们 则 说 ,他 在 旅行 中 
去 过 巴比伦 . 伊 安 布 利 库 斯 (Iamblichus) 甚 至 还 说 “音乐 比例 "的 知识 是 由 毕 达 
哥 拉 斯 从 巴比伦 带 到 希腊 的 .埃及 人 和 巴比伦 人 肯定 都 知道 并 运用 分 数 2/3 和 
1/3. 埃 及 人 把 调和 级 数 的 知识 秘 藏 在 一 个 盒 内 ,这 是 由 祭司 阿 梅 斯 (Ahmes ) 在 
纸 莎 草 纸 上 记述 的 ,现存 大 英 博物 馆 赖 因 德 特 藏 室 (Rhind Collection) ,时 代 可 定 
为 公元 前 1700 至 公元 前 1100 年 之 间 . 但 是 ,归功 于 毕 达 哥 拉 斯 的 音乐 发 现 无 
论 由 什么 路 径 传播 到 希腊 ,可 以 肯定 这 些 发 现 是 建立 在 新 月 沃 地 区 域 久 已 知晓 
的 事实 基础 上 的 .正如 伯 内 特 (Bumet) 说 :“ 作 为 一 种 国际 语言 的 巴比伦 语 的 使 
用 ,将 能 说 明 埃 及 人 多 少 了 解 巴比伦 天 文学 这 一 事实 的 原因 ." 在 亚历山大 入 侵 
之 前 ,希腊 人 所 具有 的 关于 巴比伦 科学 的 这 种 知识 ,就 经 由 如 底 亚 和 埃及 传人 
希腊 了 .巴比伦 衰亡 之 后 ,人 们 理解 到 科学 的 本 源 就 在 这 个 城市 ,这 些 传说 自然 
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毕 达 哥 拉 斯 向 东 旅 行 到 巴比伦 的 故事 ,与 黄帝 (传说 中 的 帝王 ,据说 在 公元 
前 27 世纪 时 在 位 百年 ) 的 大 臣 伶 伦 西行 的 传说 极其 相似 .根据 传说 ,这 位 统治 
者 的 大 臣 们 各 司 专职 , 伶 伦 被 委派 制订 乐 律 . 

[《 昌 氏 春 秋 》 记 载 ] 古 时 候 黄帝 命令 伶 伦 制作 律 管 .于 是 伶 伦 经 大 夏 向 西 ， 
行 至 阮 险 山 北 葬 , 在 峰 骏 山谷 中 找到 竹 , 其 茎 的 中 空 (的 部 分 ) 与 ( 壁 的 ) 厚 度 都 
很 均匀 .他 的 竹 节 之 间 切 下 长 度 为 3.9 十 的 一 截 , 吹 之 , 取 其 基 音 (“ 宫 ”) 为 黄 钟 
管 的 基 音 .他 又 吹 ,说 :“ 这 相当 好 ." 接 着 制作 了 全 部 十 二 支管 (“ 简 ”) .然后 在 阮 
险 山 六 , 他 倾听 肉 雄 凤凰 的 歌声 ,并 将 律 管 相 应 地 分 (为 两 组 ), 雄 音 为 六 种 , 肉 
音 亦 为 六 种 .为 了 使 它们 联合 协调 , 同 黄 钟 基 音 和 谐 它 们 . 黄 钟 基 音 (“ 宫 ") 确 实 
能 够 生成 整个 ( 音 列 ) .所 以 , 黄 钟 基 音 是 肉 雄 律 管 (“ 律 昌 ”) 的 源泉 和 根本 . 


《 普 黄 帝 令 伶 伦 作为 律 . 伶 伦 自 大 夏 之 西 , 乃 阮 险 之 阴 , 取 什 于 巍 凤 
之 谷 ,以 生 空 窍 厚 钧 者 , 断 两 节 间 ,其 长 三 寸 九 分 而 吹 之 ,以 为 黄 钟 之 
宫 , 吹 日 合 少 .次 制 十 二 简 , 以 之 阮 俞 之 下 , 听 凤 凰 之 鸣 , 以 别 十 二 律 .其 
雄 鸣 为 六 , 瞧 鸣 亦 六 ,以 比 黄 钟 之 宫 适 合 . 黄 钟 之 宫 , 血 可 以 生 之 , 故 日 
黄 钟 之 宫 , 律 吕 之 本 .》 


伶 伦 取 均匀 的 竹子 ,在 两 节 之 间 截 一 段 , 制 成 黄 钟 律 管 ,然后 ,十 二 标准 律 
管 的 其 他 各 管 亦 相继 产生 《 吕 氏 春秋 》 又 说 ,( 伶 伦 回来 之 后 ) 黄 帝 又 命令 伶 伦 
和 荣 将 铸造 十 二 只 钟 ,以 便 和 谐 五 音 (“ 以 和 五 音 ") ,以 此 演奏 壮丽 的 音乐 .在 促 
春之 月 的 乙 卯 日 , 当 太 阳 在 奎 宿 的 时 候 , 这 些 钟 铸造 完毕 并 呈献 上 去 .命令 这 
( 套 钟 ) 称 为 威 池 . 


《黄帝 又 命 伶 伦 与 荣 将 铸 十 二 钟 ,以 和 五 音 , 以 施 英 部 .以 仲春 之 
月 , 乙 孵 之 日 ,日 在 奉 , 始 奏 之 . 命 之 日 咸 邮 .》 


这 表明 其 他 所 有 乐器 均 按照 不 变 的 标准 钟 所 发 出 的 五 音 的 音 高 来 进行 调 
音 ,这 一 点 极其 重要 . 

隐藏 在 这 个 奇怪 的 故事 中 的 真实 情况 可 能 是 ,早期 钟 不 仅 用 来 为 需要 调 音 
的 乐器 定 音 高 ,而 且 钟 本 身 又 由 弦 来 调 音 , 弦 的 长 度 则 由 某 些 标准 长 度 的 竹 决 
定 , 正 如 祭司 阿 梅 斯 所 描述 的 八 度 音 和 五 度 音 之 比 (它们 成 调和 级 数 , 即 6:4: 
3) 被 保存 在 金字 塔 形 盒子 或 珍宝 箱 中 那样 .保存 具有 准确 长 度 的 一 些 竹 作为 标 
准 量 器 ,这 是 先 民 的 一 项 合理 举措 ,并 且 也 预示 了 我 们 自己 用 金属 来 保存 标准 
量 器 的 做 法 . 

无 疑 ,调和 级 数 的 声学 含义 最 初 并 没有 很 好 地 被 理解 ,因为 在 中 国 和 希腊 ， 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 
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我 们 都 发 现 弦 调 音 的 公式 应 用 于 不 十 分 适当 的 情况 .例如 , 钱 德 明说 ,他 曾 检 查 
和 测量 了 在 宫廷 见 到 的 一 些 馨 石 .这 些 思 是 宋代 制作 的 ,它们 的 四 条 直 边 形成 
“ 律 "的 某 些 比例 , 即 27 寸 .18 寸 .9 十 和 6 寸 ,这 在 它们 之 间 形 成 八 度 音 和 五 度 
音 . 钱 德 明 还 观察 到 , 较 近 时 期 制作 的 世 则 不 再 用 这 些 比例 .将 石板 制 成 遍 , 使 
得 其 长 度 尺寸 形成 八 度 音 和 五 度 音 ,形成 可 能 有 魔力 的 或 可 能 助 记忆 的 用 途 ， 
但 这 表明 声学 规律 完全 被 误 用 了 ,因为 平板 和 圆 盘 ( 如 锣 等 ) 的 音 高 ,与 弹性 共 
振 体 (如 弦 和 空气 柱 等 ) 的 音 高 ,是 不 能 用 同样 的 方法 测定 的 . 

计算 音程 所 需 的 比例 知识 的 更 为 奇妙 的 应 用 ,出 现在 ( 周 礼 * 考 工 记 ) 记 载 
有 关 和 铸造 技 术 的 细节 之 中 .这 节 文 字 是 任何 文明 的 文献 中 关于 青铜 铸造 技艺 最 
令 人 尊崇 的 遗产 之 一 ,因为 它 不 可 能 迟 于 公元 前 3 世纪 ,很 可 能 还 要 早 得 多 .这 
节 文 字 系统 地 描述 了 一 系列 合金 的 性 质 和 用 途 ,并 且 规定 了 组 成 合金 的 各 金属 
的 比例 .近代 考古 学 研究 指出 ,这 种 知识 必定 已 在 相当 的 程度 上 为 商 代 的 青铜 
铸造 者 所 掌握 ,无 论 如 何 , 人 们 难以 理解 地 发 现 :在 精确 调 音 时 ,要 求 发 出 小 三 
度 、 大 三 度 、 四 度 、 五 度 、 大 六 度 和 八 度 音 的 弦 的 长 度 的 比例 , 即 5/6,4/5,3/4， 
2/3,3/5 和 1/2, 也 以 合金 的 铜 的 含量 的 形式 出 现 .关于 制造 各 种 容器 和 工具 
时 , 锡 与 铜 的 比例 在 多 大 的 程度 上 符合 近代 冶金 学 知识 ,以 及 分 析 现 存 的 合金 
样品 时 ,我 们 可 以 确定 地 说 出 古代 实践 的 真相 如 何 ,这 些 将 在 适当 的 地 方 再 予 
以 讨论 .此 处 的 要 点 是 指出 在 冶金 学 文献 中 出 现 了 声学 的 数列 (如 果 这 一 组 简 
单 的 分 数 不 仅 仅 是 巧合 的 话 ) . 

谐 和 规律 的 误 用 ,并 不 仅 限 于 中 国人 ,这 也 见于 有 关 毕 达 哥 拉 斯 的 一 个 故 
事 .这 个 故事 最 先 为 杰 拉 什 的 尼 科 马 科 斯 (Nicomachus of Gerasa, 活 路 于 公元 100 
年 ) 记 载 ,后 来 又 为 伊 安 布 利 库 斯 \ 波 伊 提 乌 斯 (Boethius) 及 其 他 学 者 记载 ,大 意 
如 此 . 毕 达 哥 拉 斯 经 过 一 家 铁匠 销 旁 , 听 到 铁 锤 发 出 的 声音 形成 八 度 、 五 度 和 四 
度 的 音程 .他 检查 了 这 些 铁 锤 , 认 为 这 种 情形 是 由 于 锤 头 的 重量 不 同 而 产生 的 ， 
锤 头 的 重量 不 同 可 发 出 不 同 的 音 .因此 ,他 把 四 种 相同 重量 作为 实验 的 基础 ,但 
不 管 他 如 何 试验 , 张 紧 不 同 的 弦 , 蔽 击 不 同 的 花瓶 ,测量 不 同 的 长 笛 或 单 弦 琴 的 
长 度 ,他 总 是 得 到 形成 谐 和 音 的 比例 的 6,8,9,12 这 些 数字 ,6:12 为 八 度 音 ， 
8:12 为 五 度 音 ,9:12 为 四 度 音 . 说 铁匠 铺 中 的 谐 和 音 产生 于 成 比例 的 锤 头 重量 ， 
与 说 芯 石 的 音 高 取决 于 成 比例 的 边 长 ,两 者 同样 不 确实 .在 尼 科 马 科 斯 时 代 , 对 
此 应 已 有 充分 的 认识 ,因为 对 物体 的 声学 性 质 早已 作 过 详尽 的 测试 .但 是 尼 科 
马 科 斯 和 其 他 学 者 一 再 提 到 这 个 故事 ,表明 了 该 故事 具有 值得 尊重 的 传统 ,并 
且 想 使 人 相信 ,正如 泰勒 斯 (Thales) 利 用 巴比伦 天 文学 的 部 分 知识 而 有 些 预测 
幸运 言 中 那样 , 毕 达 哥 拉 斯 也 可 能 引进 巴比伦 声学 的 有 限 知识 而 起 初 并 未 正确 
理解 .但 是 希腊 人 由 于 有 了 可 测量 音程 的 单 弦 琴 ,他 们 的 进步 很 快 就 远 远 超过 
了 从 巴比伦 接受 来 的 三 个 谐 和 音 的 知识 . 
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制订 历法 时 采用 六 十 周期 制 ,很 可 能 是 巴比伦 影响 中 国 的 一 个 例子 .发 现 
这 些 事情 是 很 有 意思 的 :根据 传说 ,黄帝 派 遗 伶 伦 到 西方 以 确定 乐 律 ,同时 他 委 
任 大 模 制 作 六 十 年 的 周期 制 ,委任 容 成 编订 “ 谐 和 历法 ”, 以 及 划分 官吏 为 五 等 . 
历法 与 音乐 的 联系 尤其 重要 ,因为 我 们 从 西方 资料 知道 ,这 也 是 巴比伦 的 知识 
普 卢 塔 克 写 道 ;" 迎 勒 底 人 说 : 春 对 于 秋 , 关 系 为 四 度 ; 对 于 冬 , 关 系 为 五 度 ;对 
于 夏 , 关 系 为 八 度 . 但 如 果 欧 里 庇 得 斯 (Euripides) 正 确 地 把 一 年 分 成 夏季 四 个 
月 .冬季 四 个 月 .秋季 两 个 月 ,春季 两 个 月 ,那么 四 季 变 化 就 成 八 度 比例 ."” 

给 出 的 这 些 比 例 的 数字 ,事实 上 就 是 春季 6、 秋 季 8、 冬 季 9、 夏 季 12, 即 毕 
达 哥 拉 斯 用 于 音乐 的 谐 和 音 的 数字 .根据 这 些 比例 ,可 以 计算 出 巴比伦 王国 的 
四 季 为 春季 2.1 个 月 ,秋季 2.7 个 月 .冬季 3.1 个 月 .夏季 4.1 个 月 ,短暂 的 春季 
和 温 长 的 夏季 对 于 巴比伦 要 比 希 腊 更 为 典型 ,这 一 事实 增加 了 这 部 著作 的 价 
值 . 

现在 可 以 概括 一 下 我 们 讨论 的 要 点 .中国 的 音阶 本 质 上 不 同 于 毕 达 哥 拉 斯 
音阶 ,虽然 它们 之 间 的 类 似 使 得 18 世纪 的 作家 们 把 一 个 仅仅 看 做 是 另 一 个 的 
退化 形式 .较为 满意 的 假设 应 该 是 ,巴比伦 人 发 现 了 产生 八 度 \、 五 度 和 四 度 音程 
的 弦 所 必需 的 长 度 的 数学 规律 .这 种 知识 向 东西 两 个 方向 传播 ,被 希腊 人 和 中 
国人 各 自 独立 运用 .希腊 人 用 先 分 八 度 音 ,而 后 再 分 四 度 音 的 方法 ,建立 了 他 们 
的 志学 理论 ;中 国人 则 从 给 定 的 基 音 出 发 ,通过 生成 五 度 音 和 四 度 音 相 间 的 系 
列 , 发 展 了 音 的 循环 . 

如 果 这 个 假设 是 正确 的 ,那么 它 有 助 于 说 明 对 于 希腊 人 和 中 国人 来 说 ,为 
什么 有 些 概念 是 共同 的 ,而 另 一 些 却 各 不 相同 .中 国人 与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 一 样 
都 认为 数字 是 乐音 的 基础 .除了 《道德 经 > 和 《淮南 子 ) 中 关于 命理 学 的 宇宙 生成 
论 的 文字 之 外 ,《 史 记 》 明 白地 声称 ,“ 当 数学 表现 为 形式 时 ,它们 自身 显现 出 音 
乐 的 声音 "(“…… 数 , 形 而 成 声 "). 另 外 , 苏 美 尔 人 的 竖琴 的 音 板 上 常 雕刻 有 公 
牛 绵羊 或 山羊 ,而 在 中 国 则 把 五 音 与 五 种 家 畜 联 系 起 来 .但 是 ,我 们 在 中 国文 
献 中 没有 发 现 关于 天 球 的 和 谐 的 理论 ,这 是 可 以 理解 的 ,因为 这 一 理论 是 希腊 
式 推理 的 产物 ,来 自 运动 必然 产生 声音 的 假设 .中 国人 和 巴比伦 人 相似 ,只 是 把 
一 些 数字 与 行星 相 联 系 , 把 一 些 乐音 与 数字 相 联 系 . 

但 是 为 什么 从 共同 的 起 源 开始 ,中 国 与 希腊 的 声学 理论 所 走 的 道路 却 如 此 
不 同 ,真正 的 原因 必定 是 ,应 用 巴比伦 的 比例 理论 时 ,中 国 和 希腊 的 音乐 和 音阶 
当时 实际 上 都 已 经 存在 ,而 且 与 生 俱 来 地 不 相同 ,演奏 的 乐器 也 不 相同 .在 希腊 
调 音 史上 里 拉 和 齐 萨 拉 琴 极为 重要 ,在 中 国 与 之 相应 的 却 是 钟 和 声 而 不 是 任何 
弦乐器 .在 对 调 音 的 需要 上 二 者 也 有 天 壤 之 别 ,前 者 须 不 断 地 调整 ,并 须 与 人 声 
的 音 高 密切 配合 ,而 后 者 则 一 旦 离开 制作 者 之 手 , 就 不 可 改变 了 . 

在 我 们 这 个 时 代 之 前 的 数 个 世纪 中 ,东西 方 之 间 看 来 有 过 吹奏 乐器 的 显著 
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的 交流 .希腊 古典 时 代 使 用 双簧 管 即 欧 勒 斯 管 ,古典 时 代 之 后 使 用 排 第 ;而 在 中 
国 汉代 才 有 ” 管 ", 汉 代 之 前 很 久 即 已 有 排 第 (“ 第 ”) .今天 排 第 可 见于 从 巴西 的 
西北 部 和 秘鲁 ,经 大 洋 洲 直到 赤道 非洲 的 极为 广阔 的 弧 形 地 带 ,如 此 散布 表明 
了 它 有 很 早 的 起 源 . 冯 和 霍 恩 博 斯 特 尔 (von Hombostel) 提 出 , 曾 有 过 一 个 时 期 ， 
在 一 个 管 上 用 超 吹 十 二 度 音 , 再 降低 一 个 八 度 的 方法 ,产生 二 十 三 “ 律 "或 音 级 
的 音域 .因为 超 吹 得 到 的 五 度 音 比 弦 上 以 数学 计量 的 五 度 音 略 小 ( 差 二 十 五 音 
分 ), 所 以 为 了 形成 可 与 中 国人 用 算术 计算 的 十 二 律 相 比较 的 多 少 完整 的 循环 ， 
必须 有 二 十 三 个 音 级 .虽然 这 种 循环 好 像 未 曾 存 在 过 ,但 是 可 以 想象 到 ,早期 排 
第 的 调 音 是 根据 三 分 损益 原理 进行 的 ,中 国人 用 此 原理 生成 了 十 二 律 . 

巴比伦 人 发 现 谐 和 音 的 比例 ,不 久 便 为 中 国 所 知晓 .对 于 一 个 努力 追求 恒 
定 的 音调 、 以 使 音乐 及 其 魔力 传 留 于 统治 王朝 的 民族 来 说 ,获得 此 项 数学 知识 
必定 是 兴奋 的 . 

正如 孟子 所 说 :“ 当 (圣人 们 ) 竭 尽 所 能 利用 他 们 的 听力 时 ,他 们 用 六 律 ( 数 
学 比例 ?) 决 定 五 音 的 方法 来 扩展 这 种 能 力 ; 人 们 不 能 超出 它们 的 用 途 .” 


《 既 调 耳 力 看, 继 之 以 六 律 正 五 音 , 不 可 胜 用 也 .》 


4 个 半 世 纪 以 后 ,汉代 最 伟大 的 声学 和 音乐 专家 之 一 蔡 浊 (133 一 192) 讲 了 
同样 的 话 . 他 在 注释 (月 令 》 时 写 道 :古代 ,决定 钟 的 音调 时 ,他 们 用 耳 听 使 钟 的 
音 达 到 一 样 . 后 来 , 当 他 们 不 可 能 做 得 更 好 时 ,就 利用 数 ,从 而 使 得 测量 正确 .如 
果 测 量 的 数字 正确 ,那么 音 也 是 正确 的 . 


《十 之 为 钟 律 者 ,以 耳 齐 其 声 . 后 不 能 , 则 假 数 以 正 其 度 , 度 数 正则 
音 亦 正 妆 .) 


数字 的 这 种 经 验 性 和 实验 性 的 用 途 , 对 照 强烈 吸引 秦汉 时 期 众多 
学 者 的 命理 学 游戏 和 数字 神秘 主义 ,是 令 人 耳目 一 新 的 .当然 无 法 确定 
引进 巴比伦 公式 的 确切 年 代 ,但 是 上 面 所 引 孟 子 的 话 与 “新 乐 ”的 发 展 ， 
两 者 在 时 间 上 有 意义 地 一 致 ,使 得 公元 前 4 世纪 成 为 这 一 引进 的 结束 
时 期 . 

看 来 极 可 能 的 是 ,巴比伦 的 思想 和 观测 的 原型 向 东西 两 个 方向 传 
播 ;希腊 人 将 其 发 展 ,形成 了 他 们 黄道 和 太阳 体系 ;而 中 国人 则 以 完全 
不 同 的 方式 将 其 发 展 , 结 果 形 成 了 具有 二 十 八 宿 和 拱 极 星座 的 极 星 和 
赤道 体系 ,一 些 基本 概念 有 着 共同 的 起 源 , 继 之 以 不 同 途径 的 发 展 ,这 
在 声学 方面 似乎 也 有 同样 的 情况 . 
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附录 四 ” 


法 国 数学 家 ,美国 哥伦比亚 大 学 教授 塞 吉 * 兰 (Serge Lang, 1927 一 ) 
在 1982 年 5 月 15 日 的 一 次 演讲 . 

塞 吉 * 兰 :这 次 讲演 的 目的 依然 是 同 大 家 一 起 做 数学 .为 了 去 年 未 
到 场 的 听众 方便 ,我 先 作 几 分 钟 的 泛泛 而 谈 . 上 次 我 问 道 :“ 数 学 对 你 意 
味 着 什么 ?" 有 人 回答 :“ 数 字 的 运作 ,结构 的 运作 .” 那 如 果 我 问 你 音乐 
是 什么 ,你 是 不 是 回答 说 “音乐 是 音符 的 运作 ” 呢 ? 所 以 我 再 问 一 次 : 
“对 你 说 来 :数学 是 什么 ?” 

一 位 男士 :是 跟 数 字 打交道 . 

塞 吉 ' 兰 :不 ,不 ! 不 是 跟 数 字 打交道 . 

一 位 高 中 学 生 : 是 解决 问题 . 

塞 吉 * 兰 :你 比较 接近 了 .解决 问题 一 一 那 是 我 上 次 试图 告诉 你 们 
的 .不 仅仅 是 掌握 什么 东西 , 它 对 我 们 的 心灵 有 更 深 的 触动 .不 幸 的 是 ， 
除去 个 别 天 才 的 教员 外 ,我 们 的 小 学 .中 学 没有 ,或 几乎 没有 让 学 生理 
解 什么 是 数学 ,做 数学 是 怎么 回 事 .就 在 讲演 会 之 前 ,我 在 布雷 特 (他 组 
织 了 这 次 讲演 ) 的 办 公 室 翻 了 翻 十 年 级 的 教科 书 , 叫 人 恶心 .[ 听 众 中 议 
论 ] 是 恶心 ,从 各 方面 看 都 是 ,从 头 到 尾 缺 少 逻辑 连贯 , 充 塞 毫 无 意义 的 
小 问题 和 枯燥 无 味 的 讲述 …… 真 令 人 作 哎 .[ 听 众 热烈 讨论 ,一些 笑 声 ] 

问 : 你 能 告诉 我 们 此 书 的 书 名 吗 ? 

塞 吉 ' 兰 : 啊 ! 我 该 把 它 带 到 这 里 来 ,我 不 在 乎 .你 知道 ,我 不 怕 坦 
言 我 之 所 想 , 但 我 把 它 放 在 楼 上 了 . 管 他 的 ,这 些 东西 其 实 都 差不多 . 
[ 笑 声 ] 这 些 东 西 是 同类 项 .所 以 我 想 告诉 你 们 点 别 的 ,说 明 为 什么 数学 
家 要 做 数学 ,而 且 毕 其 终身 , 那 就 是 我 试图 告诉 你 们 的 . 

上 次 ,我 们 还 谈 了 纯粹 数学 和 应 用 数学 的 作用 及 其 关系 ,简短 地 谈 
了 谈 .我 还 读 了 一 段 冯 * 诺 伊 曼 的 引文 ,就 是 他 抱怨 * 巴 罗 克 "数学 的 那 
段 , 他 说 : 


“ 当 一 个 数学 原则 从 实验 源泉 走出 很 远 很 远 ,进而 产生 了 第 二 代 、 
第 三 代 思想 ,只 是 很 间接 地 与 “现实 " 相 联系 的 思想 ,这 些 思想 会 为 重大 


赴 0 摘自 : 塞 吉 兰 , 著 《 做 数学 之 美妙 三 次 公开 讲演 》. 李 德 琅 , 译 . 郑 秋 成 , 校 .成 都 :四 川 大 学 出 版 
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危险 所 包 图 . 它 变 得 越 来 越 纯 审 美化 ,单纯 地 为 艺术 而 艺术 .如 果 这 个 
研究 领域 周转 有 仍 与 实验 密切 联系 的 课题 ,或 者 ,这 学 科 是 在 具有 特别 
优秀 的 鉴赏 力 的 人 们 的 影响 下 ,这 不 一 定 是 坏事 .但 重大 的 危险 是 学 科 
会 沿 这 条 阻力 特 小 的 路 线 发 展 下 去 , 像 远 离 源 泉 的 水 流 , 分 成 众多 无 意 
义 的 支流 ,学 科 会 变 成 杂乱 无 章 的 繁 文 姓 节 . 换 言 之 ,远离 实验 源泉 ,或 
者 经 过 大 量 抽 象 “近亲 繁殖 " ,数学 学 科 就 有 退化 的 危险 .” 


这 是 他 在 抱怨 .还 有 一 段 汉 ' 诺 伊 曼 的 引文 ,应 该 读 给 那些 人 听 , 这 些 人 用 
前 一 段 引 文 来 烦 扰 我 们 ,他们 不 知道 或 不 提 到 第 二 段 .现在 我 来 读 读 


“但 仍 有 很 大 一 部 分 数学 ,它们 的 发 展 ,原来 绝 无 实用 需求 ,无 人 知 
道 ,在 哪个 领域 里 它 可 能 有 用 ,而 最 终 它 变 得 有 用 ;一 般 来 说 ,数学 上 的 
普遍 情况 是 :从 一 个 数学 发 现 到 其 应 用 之 间 , 有 一 个 时 差 , 它 可 以 从 30 
年 到 100 年 不 等 ,有 时 甚至 更 长 .整个 体系 似乎 在 没有 任何 指向 ,没有 
任何 实用 背景 的 情况 下 运行 …… 这 对 所 有 学 科 都 是 对 的 .在 很 大 程度 
上 ,成 功 归于 完全 忘掉 最 终 所 求 , 拒 不 研究 获 利之 事 , 只 依赖 于 智能 雅 
趣 之 准则 的 指引 .遵循 此 道 ,长远 来 看 其 实 会 走 到 前 面 , 远 胜 于 严格 按 
功利 主义 行事 之 所 获 .” 


我 想 ,在 数学 中 这 种 现象 应 好 好 研究 .我 还 想 ,科学 上 ,每 个 人 都 可 以 去 判 
断 这 些 观点 的 正确 性 .我 相信 ,观察 科学 在 日 常生 活 中 的 作用 ,以 及 注意 在 这 个 
领域 中 无 为 原则 会 得 到 的 奇妙 结果 ,是 很 有 教 益 的 . 

正 反 两 面 都 说 到 比 什么 都 正确 .[ 笑 声 ] 

好 ,泛泛 之 论 已 经 够 多 了 ,让 我 们 来 做 数学 . 

当然 ,如 我 去 年 所 说 ,我 不 得 不 选择 原则 上 人 人 能 懂 的 课题 ,这 意味 着 ,大 
多 数 数学 都 被 排除 了 .我 为 今天 选 的 话题 中 肯定 会 出 现 数字 .但 我 们 要 考虑 的 ， 
要 处 理 的 , 却 不 完全 等 同 于 计数 时 的 数字 . 

我 们 不 从 数字 出 发 ,而 像 毕 达 哥 拉 斯 一 样 , 取 一 个 直角 三 角形 , 边 长 为 a， 
0 c. 我 想 ,人 人 都 记得 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 它 说 的 是 什么 ?[ 塞 吉 兰 指向 一 个 男 
青年 , 笑 声 ] 

男 青年 :平方 的 和 一 一 

塞 吉 * 兰 :是 的 ,第 一 个 平方 是 什么 ? 它 是 a 一 一 

男 青年 :o 平方 加 平方 等 于 < 平方 . 

塞 吉 ' 兰 :是 的 , 那 就 是 方程 


eat+b=e 
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现在 ,你 知道 这 个 方程 的 整数 解 双 ?人 人 都 知道 什么 是 整数 吧 ! 1,2,3,4,5,6 
等 等 . 那 它 有 没有 整数 解 呢 ? 

听众 :3,4,5. 

塞 吉 . 兰 :不 ,等 一 下 ! 我 是 问 那个 伙计 .[ 笑 声 ] 让 我 来 挑选 .[ 笑 声 ] 特 别 重 
申 我 们 的 规则 :听众 中 可 能 有 ,甚至 一 定 有 一 些 数学 家 .我 要 求 他 们 不 要 介入 对 
话 , 我 的 讲演 不 是 针对 他 们 的 ,如 果 他 们 介入 对 话 , 那 是 骗局 .好 了 ,让 坐 在 那里 
的 年 轻 人 ,给 我 一 个 解 . 

年 轻 人 :3 平方 加 4 平方 等 于 5 平方 . 

塞 吉 . 兰 :是 的 . 现在 ,还 有 别 的 解 吗 ? 好 ,让 我 们 举 手 表决 ,我 们 可 是 非常 
民主 .你 ,先生 ,你 说 没有 . 坐 在 那 边 的 男士 说 有 . 谁 说 没有 ? 请 举 手 . 谁 说 有 ? 
有 很 多 人 说 有 .说 答案 有 的 人 ,请 给 我 另 一 个 解 .先生 ? 

一 先生 :[ 不 回答 ] 

塞 吉 . 兰 : 你 说 过 “有 ”. 

一 先生 :我 知道 还 有 很 多 其 他 解 ,但 不 知道 哪些 是 解 . 

塞 吉 . 兰 :好 ,有 谁 知道 另 一 个 解 吗 ? 

听众 :5,12,13. 

塞 吉 ' 兰 : 那 是 对 的 ,25 + 144 = 169. 

一 位 高 中 学 生 : 如 果 你 有 一 个 解 (e,b,c), 如 果 d 是 任 一 数 , 那 (da , 必 ， 
de) 也 是 解 . 

塞 吉 * 兰 :对 ,如 果 (a,b,c) 是 一 个 解 ,如 果 你 用 一 整数 d 去 乘 它 ,你 得 到 另 
一 个 解 

(da)?+ (db)?= (de) 
因此 ,问题 的 合理 提 法 是 :除去 已 经 知道 的 两 个 解 及 其 倍数 外 ,还 有 没有 其 他 
解 ? 

孵 些 说 有”? 哪些 说 “没有 "? 哪些 保持 审慎 的 沉默 ?[ 笑 声 ] 无 论 如何 , 我 
们 面 对 一 个 古 希腊 人 就 已 经 知道 的 问题 .好 ,我们 现在 用 5 到 10 分 钟 来 找 出 所 
有 的 解 ,我 会 证 明 这 一 点 .我 怎样 证 明 呢 ? 我 把 它们 全 都 写 出 来 .但 我 不 能 把 它 
们 一 个 一 个 地 写 下 来 ,因为 有 无 穷 多 个 .我 必须 找 一 个 一 般 的 方法 来 写 .我 们 先 
把 问题 变 一 变形 式 . 如 果 我 用 c? 去 除 这 个 方程 a? + b? = c?, 我 得 到 
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人 by 
(CP+(0Y=1 
令 xz = 全 ,y = 也 ,于 是 方程 a2+ 刀 = cz 变 成 
x2+y=1 
而 如 果 a,6,c 是 整数 , 那 x,y 会 是 什么 类 型 的 数 ? 
听众 :有 理 数 . 
吉 * 兰 :完全 正确 .因而 ,要 找 出 oz + b? = cz 的 所 有 整数 解 ,等 于 去 找 
安 + y=1 的 所 有 有 理 数 解 .因为 反 过 来 ,如 果 我 有 一 个 有 理 数 解 (x,y), 那 我 
可 以 把 每 个 数 写成 分 数 ,以 。 为 公分 母 ,然后 消去 分 母 就 得 到 oz + b? = c? 的 整 
数 解 ,现在 问题 是 找 zz+ y?=1 的 所 有 有 理 数 解 . 
你 们 知 不 知道 方程 x? + y? = 1 表示 什么 ? 它 的 图 象 是 什么 ? 
听众 :一 个 圆 . 
塞 吉 * 兰 :是 的 ,我 们 可 以 画 在 这 里 . 


它 是 一 个 半径 为 1 的 圆 , 中 心 在 坐标 轴 的 原点 .我 们 有 一 个 斜 边 为 1 的 直 
角 三 角形 ,直角 边 边 长 是 *,y. 我 们 的 问题 可 以 说 成 , 找 出 这 个 圆 上 的 所 有 有 理 
点 , 即 坐标 x,y 为 有 理 数 的 所 有 点 . 

在 我 找 出 所 有 这 些 解 之 前 ,我 先 写 下 一 大 批 来 .我 令 


eh RY 
I+ 71+ 


多 


我 写 下 这 些 公式 一 一 

A 先生 :[ 略 带 挑战 ] 但 你 把 它 想 得 就 像 …… 

塞 吉 * 兰 :不 ,不 是 我 把 它 想 得 “ 就 像 ”, 老 早 以 前 就 有 人 把 它 想 得 “ 就 像 ”. 

A 先生 :是 吗 ? 真 的 是 突然 想到 的 ? 

塞 吉 * 兰 :不 ,当然 不 是 ,他 玩 数学 ,他 看 到 了 很 多 东西 ,然后 他 认识 到 这 个 
式 子 给 出 解 . 当 他 认识 到 这 点 时 ,他 是 在 做 数学 ,他 是 一 个 很 棒 的 数学 家 . 一旦 
他 发 现 此 事 之 后 ,晚辈 们 就 用 它 , 抄 它 .我 现在 就 是 这 样 ,我 并 未 声称 其 他 什么 . 

A 先生 :你 是 否认 为 ,发 现 这 些 结果 以 求 有 效 地 做 数学 正 是 数学 稍 差 者 之 
难处 ? 

塞 吉 ` 兰 :对 这 种 事情 ,就 像 打 鱼 ,数学 家 到 哪里 打 鱼 , 是 说 不 清楚 的 . 数学 
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家 各 自 到 自己 能 打 到 鱼 的 地 方 去 .现在 ,我 试图 告诉 你 这 个 问题 的 完全 解答 . 然 
后 ,我 会 给 你 一 些 未 解决 的 问题 . 你 可 以 做 这 些 题 ,你 可 以 自己 去 打 鱼 ,如 果 这 
些 鱼饵 使 你 钓 起 一 条 大 鱼 , 那 你 可 以 得 到 一 个 金 质 奖章 或 者 巧克力 奖章 . 

另 一 人 :这 是 三 角 学 吗 ? 不 是 ? 

塞 吉 ' 兰 :你 想 它 是 什么 就 是 什么 ,我 没有 时 间 讲 太 多 细节 了 . 它 同时 来 自 
许多 地 方 .0 

现在 ,我 们 来 验证 我 们 的 公式 的 确 给 出 方程 x+ y? = 1 的 解 .用 一 点 点 代 
数 ,我 们 得 到 

2- L274 4 4 红 
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加 P+! 
于 是 我 们 得 出 一 个 等 式 , 它 对 ! 的 任何 值 都 成 立 . 如 果 我 给 ! 一 个 有 理 数值 ,对 
x 和 y 我 能 得 到 什么 ? 

听众 :??? 

塞 吉 . 兰 :我 得 到 有 理 数 . 我们 从 : 出 发 ,经 过 加 \ 减 , 乘 、 除 得 到 它们 .因此 
我 们 得 到 有 理 数 . 

听众 :是 的 . 

塞 吉 ' 兰 :看 一 个 例子 . 哪 一 位 ,你 ,女士 ,请 给 我 一 个 :的 值 . 


女士 : 
塞 吉 - 
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@ 至 今 这 些 公式 从 何 而 来 的 问题 常 被 提起 ,我 原 不 知 其 答案 . 考虑 到 听众 反应 之 强烈 ,包括 演讲 
会 上 和 会 后 ,我 决定 查 一 查 这 些 公式 的 历史 .历史 上 , 古 希腊 人 已 感 兴趣 于 a? + b?= c? 的 整数 解 . 欧 几 
里 得 (公元 前 3 世纪 ) 已 经 知道 公式 

a=m -nt,b=2m,c=m +n 
其 中 ,m,n 是 整数 . 丢 番 图 (公元 3 世纪 ) 已 经 知道 如 何 处 理 分 数 ,也 知道 如 果 用 m? + nz 去 除 上 式 且 令 
4 =m/n, 则 可 得 到 我 前 面 已 写 出 的 公式 .这 些 公式 当然 不 是 来 自 三 角 学 . 丢 盔 图 感 兴趣 于 找 这 一 类 方程 
的 整数 解 ,就 像 刚 才 考 虑 的 那个 以 及 下 面 我 们 还 要 考虑 的 那些 . 找 这 种 解 的 问题 现在 称 为 丢 番 图 问题 . 
这 些 方程 称 为 丢 番 图 方程 . 丢 香 图 用 这 些 公 式 解决 了 涉及 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 及 其 他 一 些 条 件 的 问题 . 反 
总 语 这 则 入 多 号 本 流放 的 末 忆 及 文献 -人 们 也 许 对 于 秋 图 如 何 表 达 他 自 已 有 兴趣, 我 把 他 的 书 第 WI 册 的 

要 找 一 个 直角 三 角形 ,其 面积 加 上 其 斜 边 长 是 一 个 立方 数 , 且 其 周 长 是 一 个 平方 数 . 

如 十 情况 下 ,如 假定 其 斜 边 长 是 一 个 立方 数 减 去 其 面积 之 数 ,这 会 引 到 求 一 立方 数 , 它 加 上 2 可 得 
一 个 平方 数 的 问题 . 

共有 约 三 百 页 此 类 问题 
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解 .现在 ,如 果 你 想 用 另 一 个 分 数 来 做 一 些 计算 ,可 能 不 是 如 此 简单 的 计算 ,你 
会 找到 其 他 解 .你 愿意 给 我 另 一 个 分 数 吗 ? 


女士 :二 
塞 吉 ' 兰 :很 好 ,让 我 们 快速 计算 一 下 
=1-49 _ 9-4.5 
“=-1+4/9-9+4=13 
2.203 43 12 


现在 我 们 又 回 到 刚才 有 人 说 到 过 的 解 5,12,13. 很 明显 ,你 可 以 从 任何 分 数 1， 
或 者 整数 1 出 发 ,继续 往 下 做 .例如 ,如 果 你 让 :=154/295, 你 会 得 到 x,y 的 值 ， 
它们 会 更 大 些 , 且 也 给 出 解 .由 此 ,你 已 经 看 到 怎样 可 得 到 无 穷 多 个 解 . 有 一 个 
定理 说 ,所 有 的 解 ,除去 x = -1,y =0 不 能 由 此 法 获得 外 ,都 能 由 这 个 公式 给 
出 ,只 要 把 1 的 有 理 值 代入 公式 
1-? 2 

TA 
中 ,就 可 以 得 到 所 有 其 他 解 .因为 我 想 谈 另外 一 个 有 些 长 的 话题 ,我 现在 要 跳 过 
这 个 定理 的 证 明 . 也 许 晚 些 时 候 ,在 演讲 以 后 ,可 以 有 时 间 给 出 这 个 证 明 . 

A 先生 :你 说 人 们 看 出 存在 无 穷 多 个 解 , 谁 看 出 了 ? 

塞 吉 . 兰 :如 果 你 把 : 的 无 穷 多 个 值 代 人 这 些 公式 ,你 得 到 * 的 无 穷 多 个 
值 . 

A 先生 :但 这 并 不 是 很 容易 看 出 的 . 

塞 吉 :' 兰 :这 很 容易 ,但 我 现在 不 想 谈 其 细节 了 . 

A 先生 :但 我 想 说 这 不 是 那么 容易 看 出 的 . [听众 中 议论 纷纷 ] 

塞 吉 ' 兰 : 那 要 看 是 娜 个 人 在 看 它 ,他 的 眼睛 有 多 好 .@[ 笑 声 ] 

好 ,我 们 刚才 考虑 了 方程 x* + y? =1. 假定 我 们 想 推广 这 个 方程 , 想 研究 其 
他 的 更 复杂 的 方程 ,下 一 个 复杂 一 些 的 ,我 们 应 考虑 的 方程 类 型 是 什么 呢 ? 让 
我 指定 一 个 人 来 说 , 那 位 女士 . 

女士 :用 另 一 个 数 来 代替 1. 

塞 吉 . 兰 : 那 是 一 种 可 能 ,我 们 可 以 研究 x**+ y?* = D. 这 有 一 套 理论 很 类 似 
于 我 们 刚才 所 看 到 的 .现在 让 我 跳 过 它 . 


x 


人 @ 无 论 你 怎样 去 看 ,你 可 立即 发 现 你 想 找 的 .例如 ,我 们 有 方程 
x(1+2)=(1- 0) 
所 以 (1+ x)8=(1-x) 及 请 = 本 . 国 而 对 = 的 每 个 值 对 应 :或 - :的 一 个 值 ,至 多 4 的 两 个 值 给 出 同 
一 个 z、 


也 可 注意 ,如 果 ! 从 0 增加 到 1, 此 时 1 - 已 减 小 , 面 1+ 已 增 加 ,因而 := (1- 2)7G+ 2) 愉 1 大 小 
到 0. 特 别 地 ,相同 的 给 出 不 同 的 er 0 
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析 众 :看 看 方程 x**+ y+3 =d. 
吉 * 兰 :很 好 ,我 们 可 以 增加 变量 的 个 数 ,这 引出 一 些 非常 有 趣 的 问题 .但 

我 试图 让 你 说 出 我 心中 所 想 ,让 你 建议 我 希望 所 做 . 

听众 :用 立方 来 代替 平方 . 

塞 吉 * 兰 : 正 是 它 .例如 ,方程 ”+ y=, 用 3 代替 了 2. 让 我 们 把 它 写 成 经 
典 的 形式 , 即 

Y=x+D 

例如 ,y? = x3 + 1, 是 否 存在 解 ?》 有 解 时 ,有 无 穷 多 个 解 吗 ? 

听众 :是 的 ,2 和 3, 因 为 =2+1. 

塞 吉 . 兰 :还 有 其 他 解 吗 ? 

听众 :* =0,y=1, 以 及 x= -1,y=0. 

塞 吉 * 兰 :好 的 ,我 们 已 经 有 三 个 解 了 .还 有 其 他 解 吗 ? 


听众 :xz=0,y= -1. 
塞 吉 . 兰 :很 对 ,因为 平方 ,我 们 可 以 取 y 或 - y. 总 结 一 下 ,我 们 有 五 对 解 
了 , 即 
x*=0,y= +1 
x*= -1,y=0 
x=2,y= +3 


还 有 其 他 解 吗 ? 哪 位 说 “是 的 "? 请 举 手 . 哪 位 说 “不 是 ”? 哪 位 保持 谨慎 的 沉 
默 ? 

这 很 不 明显 . 找 出 这 个 方程 以 及 其 他 一 些 类 似 方程 的 解 , 比 起 找 方程 x? + 
六 =1 的 解 来 说 ,要 困难 得 多 .有 一 个 定理 说 没有 其 他 解 了 ,可 是 我 现在 不 能 证 
明 它 . 

现在 ,对 于 图 象 , 谁 知道 一 些 什么 ? 你 知道 怎样 画图 象 吗 ? 有 谁 不 知道 ? 
请 举 起 你 的 手 , 让 我 能 够 看 到 . [一 些 人 举 手 ] 好 ,我 简单 解释 一 下 什么 是 图 象 . 

假定 在 这 根 轴 上 有 x 的 值 , 另 一 根 轴 上 有 y 的 值 . 假设 x 的 每 个 值 是 实 
数 ,对 每 个 实数 x ,我 算出 其 立方 ,再 加 1, 这 样 我 得 到 y 的 两 个 值 为 

y=V +l,y= -Ve +l 

如 %=1, 则 y= +V2; 

如 x=2, 则 y= +3; 

如 z=3, 则 y= +V28; 

如 x= -1, 则 y=0. 

如 果 x 是 负数 且 小 于 - 1, 那 么 x?+1 是 负 的 ,这 就 没有 对 应 的 y 值 了 . 反 
过 来 ,如 果 x 增加 到 无 穷 大 , 那 y 也 增加 到 无 穷 大 .对 于 每 个 *, 相 应 地 有 y 和 
一 y, 如 下 图 所 示 . 
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我 们 可 以 推广 我 们 的 方程 ,就 如 你 们 早 些 时 候 对 x?+ y? 所 作 的 那样 ,我 们 
去 考虑 方程 

P=x+D 

其 中 ,D 是 正 数 或 负数 .我 们 还 可 以 考虑 方程 2 = x +x, 或 y= 和 9+ ax, 在 历 
史上 ,它们 曾 特别 引 人 注 意 .例如 , 古 希 腊 人 和 古 阿拉 伯 人 提出 了 如 下 的 问题 ; 
什么 样 的 有 理 数 可 以 是 一 个 直角 三 角形 的 面积 ”这 个 直角 三 角形 要 求 有 整数 
直角 边 长 a 及 ,就 像 我 们 在 开头 考虑 过 的 那样 .可 以 证 明 ,4 是 这 样 的 数 当 且 
仅 当 方 程 


有 无 穷 多 个 有 理解 .中 

最 后 ,让 我 们 考虑 方程 

刀 = 妇 +ar+ 有 

它 包 含 了 所 有 的 情形 . 当 我 们 讨论 y? = x + 4b 或 六 = 妇 + ax 时 ,我 们 假定 了 
0 关 0 及 a 关 0, 不 然 这 些 方程 会 退化 . 同样 ,对 一 般 的 方程 ,我 们 假定 4a3 + 
27 妇 尖 0, 以 保证 适当 的 非 退化 性 . 为 我 们 现在 的 目的 ,你 不 必 深 入 到 这 种 技术 
性 问题 中 去 . 

一 般 的 方程 y= x? + ar + b 的 图 象 看 起 来 像 这 样 ,有 一 支 跑 到 无 穷 远 ,而 
有 时 ,还 有 一 个 卵 形 线 . 


@ 直角 边 为 a,5, 斜 边 为 = di 


因此 ,我 们 得 到 A + b+2ab= (a+b) 
4 = az+ 所 -2ob= (a 一 5) 
由 此 推 知 , 有 理 数 4 是 直角 三 : A , 
Es 
数 pa,z). 在 最 近 的 _ 逢 文 旨 欠 研究 了 达 个 同 是 并 注意 到 如 果 从 点 (1。 0,1,1) 
=0 定 义 的 平面, 则 可 得 上 述 方程 组 定义 的 曲线 与 一 条 平面 曲线 问 的 对 应 ,这 条 上 曲线 可 以 写成 


pe 


| 
弄 届 。 急 可 
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用 这 个 图 ,我 们 可 以 定义 点 的 加 法 .在 曲线 上 取 两 个 点 已 及 0. 我 们 用 下 
述 方法 定义 其 和 .通过 P 及 0 的 直线 与 此 曲线 交 于 第 三 个 点 . 沿 x 轴 取 其 镜 
象 ,我 们 找到 一 个 新 的 点 , 记 为 P+ 0, 这 已 画 到 下 面 的 图 上 . 


P+O 


(a) 有 卵 形 线 的 情形 (b) 没有 孵 形 线 的 情形 
一 位 大 学 生 :但 是 ,通过 两 点 的 直线 不 一 定 与 曲线 交 于 第 三 点 . 


塞 吉 . 兰 : 啊 , 是 吗 ? 你 可 以 给 我 一 个 例子 吗 ? 

一 学 生 :是 的 ,如 果 这 直线 是 竖 直 的 . 

塞 吉 * 兰 :非常 好 的 注解 .她 是 对 的 ,如 果 0 是 P 经 x 轴 的 镜像 , 那 这 条 竖 
直 的 直线 ,并 不 与 曲线 相交 于 任何 其 他 点 . 待 会 儿 , 我 再 回 到 这 个 特殊 情况 .但 
这 实质 上 是 这 种 现象 的 仅 有 的 例子 . 在 考察 这 种 特殊 情况 之 前 ,让 我 们 先 回 到 
两 个 点 的 加 法 的 定义 . 

我 用 到 了 符号 + ,你 有 权 指望 它 有 某 些 性 质 ,否则 ,我 不 应 该 用 符号 + ,这 
些 性 质 是 什么 呢 ? 

听众 :??? 

塞 吉 兰 : 你 知道 , + 号 是 从 通常 的 数 的 加 法 来 的 ,我 刚才 定义 了 点 的 加 法 ， 
那么 , 数 的 加 法 有 哪些 性 质 呢 ? 

听众 中 一 些 人 : 它 是 一 个 群 的 法 则 . 

塞 吉 * 兰 :不 要 用 这 种 稀奇 的 字眼 . 

另 一 人 :项 的 顺序 可 以 掉 过 来 . 

塞 吉 * 兰 :是 的 ,这 是 头 一 个 性 质 , 即 我 们 一 定 有 
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P+O=0O+P 

这 是 对 的 .要 计算 0 + P, 我 用 同一 条 直线 ,所 以 我 得 到 同一 交点 ,因此 有 Q + 
P=P+0Q. 还 有 什么 别 的 性 质 可 以 指望 ? 

听众 中 某 人 :结合 律 . 

塞 吉 ' 兰 :显然 ,你 知道 得 太 多 了 . [ 笑 声 ] 让 别人 说 说 . 比如 , 那 位 女士 . 

女士 :结合 律 . 

塞 吉 ' 兰 :是 的 ,这 是 对 的 .什么 意思 呢 ? 如 果 我 取 三 个 点 的 和 ,我 可 以 有 两 
种 方法 算 它 , 即 

P+(Q+R),(P+0)+R 
结合 律 的 意思 是 这 两 种 表示 法 是 相等 的 ,因此 我 们 有 
P+(Q+R)=(P+Q)+R 

很 明显 P+ 0 = 0Q + P, 但 你 车 试图 证 明 结合 律 ,你 会 发 现 不 是 这 么 容易 .如 果 
你 试图 蛮 干 , 那 你 不 可 能 成 功 ,但 是 ,这 结论 是 对 的 . 

还 有 别 的 什么 性 质 ? 

一 高 中 学 生 : 一 个 零 元 素 ? 

塞 吉 . 兰 :对 了 . 哪 点 会 是 零 元 素 呢 ? 它 是 一 个 元 素 ,满足 

P+ 零 元 素 =PP 

有 这 样 的 元 素 吗 ? 

某 人 :就 是 那 一 点 . 

塞 吉 ' 兰 :不 .这 要 有 些 想象 力 . 啊 ,[ 笑 着 说 ] 坐 在 那里 的 男士 喜欢 这 个 .[ 指 
向 上 方 ] 你 是 数学 家 吗 ? 

男士 :不 ,但 我 曾经 是 .[ 笑 声 ] 

塞 吉 * 兰 :我 们 不 得 不 发 明 一 个 零 元 素 . 让 我 重 画 一 个 图 象 . 


现在 ,给 了 你 一 个 定点 P. 我 要 找 什么 呢 ? 我 希望 找 这 样 的 一 个 点 , 当 我 作 
通过 点 P 与 此 点 的 直线 时 ,这 条 直线 与 曲线 相交 在 点 已 关于 x 轴 的 镜像 .在 图 
中 ,点 P 的 镜像 用 点 R 表示 ,而 通过 点 P 与 点 R 的 直线 是 竖 直 直线 .因此 ,如 果 
有 一 个 点 0 适合 P+0 = P, 这 个 点 不 能 是 平面 上 的 任何 点 ,因为 它 必须 既 在 
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曲线 上 ,又 在 竖 直 直线 上 . 那 我 们 怎么 办 ?我们 发 明 这 样 一 个 点 .所 有 的 竖 直 直 
线 通 向 无 穷 远 ,向 上 和 向 下 .我 们 约定 ,在 无 穷 远 的 点 都 是 同一 个 点 .我 们 定义 
了 唯一 的 在 无 穷 远 的 点 ,把 它 视 为 所 有 竖 直 直 线 的 交点 .我 们 承认 这 一 个 约定 ， 
就 是 通过 点 已 的 竖 直 直线 都 同时 通过 点 已 和 点 0 ,而 且 ,如 果 这 条 直线 与 曲线 
交 于 点 R, 那 么 P+ R= 0. 我 们 应 将 R 称 做 什么 ? 


听众 : 负 P. 
塞 吉 ' 兰 :是 的 ,非常 好 ,因为 我 们 有 条 件 
P+(-P)=0 
这 就 是 我 们 采用 的 约定 . 


如 果 我 想 求 P+ PP, 我 该 怎么 办 ? 

听众 : 取 切 线 . 

塞 吉 . 兰 :完全 正确 . 曲线 的 过 点 P 的 切线 ,与 曲线 交 于 一 个 点 , 取 其 镜像 
就 得 到 P+ 已 ,我 把 它 记 成 2P. 如 果 我 想 求 3P, 怎 么 办 ? 遵循 同一 过 程 取 2 己 + 
已 即 可 , 画 一 条 通过 P 到 2P 的 直线 , 它 与 曲线 相交 于 一 个 点 ,做 其 镜像 就 可 求 
出 3P. 同 样 可 做 

4P=3P+P,5P=4P+P 
等 等 . 
现在 有 一 个 小 问题 .适合 2P = 0 的 点 P 在 哪里 ?用 你 的 想象 力 .它们 在 
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哪里 ?你 一 一 [指向 一 听众 ] 

一 听众 :不 知道 . 

塞 吉 ' 兰 :你 已 经 知道 怎样 求 2P. 我 们 作 切 线 ,看 切线 与 曲线 交 在 哪里 , 然 
后 取 镜 像 ,我 们 得 到 2P. 现 在 ,我 希望 2P 在 无 穷 远 点 . 

一 男士 :在 竖 直 直线 上 . 


塞 吉 . 兰 :对 了 .满足 2P= 0 的 点 P 应 当 是 那些 切线 为 竖 直 直线 的 点 , 因 
此 ,就 在 水 平 直线 上 , 即 x 轴 上 的 点 .如 果 有 卵 形 线 的 话 , 应 当 有 3 个 这 样 的 点 . 
而 如 果 没 有 卵 形 线 , 那 就 只 有 一 个 这 样 的 点 . 当然 ,还 要 加 上 点 0. 

假设 我 们 已 找到 一 个 点 P= (x,y), 它 是 有 理 点 , 即 它 的 坐标 (x,y) 是 有 理 
数 . 

那么 ,一 般 来 说 ,我 可 以 找到 其 他 有 理 点 :倍数 点 2P,3P,4P 等 等 都 是 有 
理 点 .我 们 看 出 这 点 道理 是 因为 我 们 可 以 对 两 个 点 的 加 法 给 出 一 个 公式 . 

我 们 来 观察 曲线 y?= x? + ax + 5b 上 的 三 个 点 , 即 

Pi= (x1,71),P2= (x2,72), Py= (x3,73) 

且 假 定 P= Pi + Py. 怎样 能 从 x1,x2,Y1,72 算出 x3,y3? 公式 是 
2 
| 
当然 ,如 果 xi = >, 这 个 公式 失去 意义 .在 这 种 情形 下 ,如果 P= (x,y), 我 们 用 
公式 


xX3= -x1~ x2+( 


2 
x3= 2+ (+) 


来 计算 2P. 

[有 6 位 听众 此 时 离 场 ] 

这 些 公式 ,不 是 很 容易 发 现 的 .它们 比 之 求 加 上 有 理 点 的 公式 来 说 ,要 深刻 
得 多 .你 需要 有 系统 的 、 具 普遍 性 的 一 些 想法 ,才能 得 出 通过 两 点 的 直线 与 曲线 
相交 于 第 三 点 的 观念 .但 你 只 要 照 此 办 理 , 你 又 不 觉得 代数 太 麻烦 的 话 , 那 你 可 
以 作 几 页 纸 的 计算 导出 这 些 公式 .让 我 们 用 这 些 公式 去 求 有 理 点 . 举 一 个 具体 
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的 例子 ,例如 方程 

= 妇 -2 
首先 有 一 个 解 ,x =3 和 y=5. 我 们 把 这 个 解 叫做 P. 布 雷 特 先生 (演讲 会 组 织 
者 ) 友 善 地 用 计算 器 做 了 必要 的 计算 ,以 求 出 PP 的 倍数 点 . 设 2P = (xz,y2) 的 
坐标 是 

129 ，_ =383 

“2=100’72= 1000 
他 的 做 法 就 是 把 x =3,y =5 代 进 求 2P 的 公式 .继续 下 去 ,他 求 出 了 以 下 的 表 . 
曲线 产 = x -2 
点 (3,5) 的 倍数 点 nP= {x,y,)D 


n 各 长 度 


3 164 323 

29 241 6 
4 2340922 881 

58 675 600 10 
5 307 326 105 747 363 

160 280 942 564 521 15 
6 794 845 361 623 184 880 769 

513 127 310 073 606 144 900 21 
7 49 680 317 504 529 227 786 118 937 923 

3 458 519 104 702 616 679 044 719 441 29 
8 30 037 088 724 630 450 803 382 035 538 503 505 921 

3 010 683 982 898 763 071 786 842 993 779 918 400 38 
9 182 386 897 568 483 763 089 689 099 250 940 650 872 600 619 203 

127 572 396 335 305 049 740 547 038 646 345 741 798 859 364 401 48 
10 29 167 882 803 130 958 433 397 234 917 019 400 842 240 735 627 664 950 

533 249 

13 329 936 285 363 921 819 106 507 497 681 304 319 732 363 816 626 483 

202 500 59 
1 82 417 266 114 155 280 418 772 719 003 794 470 451 177 252 076 388 075 

S11 412 015 463 008 803 

918 020 566 047 336 292 639 939 825 980 373 481 958 168 604 589 649 

639 535 939 426 806 601 71 


@@ 1 后 的 两 个 数 上 面 的 表 xi 的 分 子 ,下 面 的 表 xi 的 分 母 ,其 余 类 推 .一 评 者 注 
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为 了 节省 地 方 ,y, 的 值 被 省 略 了 .这 可 以 用 公式 


Pb Me 


nn 
-= -+n 


来 算出 ， 

观察 一 下 表 中 和 的 分 母 ,你 会 发 现 ,这 些 分 数 的 分 母 非常 规则 地 增长 . 实 
际 上 ,它们 增长 方式 的 研究 , 正 是 丢 番 图 方程 理论 中 的 基本 问题 之 一 ,是 在 圆 的 
方程 之 后 ,我 已 经 讲 了 的 最 简单 的 例子 .问题 是 找 出 这 类 方程 的 所 有 的 解 ,整数 
的 或 有 理 数 的 .但 是 ,这 极为 困难 . 至 今 ,还 不 知道 有 一 个 方法 可 以 求 出 所 有 的 
解 .对 特别 的 方程 y= x - 2, 我 们 凭 观察 写 下 了 第 一 个 解 .但 若 我 另外 给 你 一 
个 这 种 类 型 的 方程 ,我 们 并 没有 一 个 有 效 的 ,系统 的 方法 帮 你 求 出 第 一 个 解 来 . 
这 是 数学 家 们 面 对 的 一 大 难题 :用 一 个 有 效 的 方法 求 出 第 一 个 解 .但 是 ,假若 我 
给 了 你 第 一 个 解 , 那 你 就 可 以 用 公式 求 出 其 他 的 解 . 

两 种 情况 会 随 之 发 生 .首先 是 类 似 于 2P = 0 的 情形 ,但 有 可 能 用 3P = 0， 
4P= 0,5P = 0 等 来 代替 2P = 0. 一 般 而 言 , 若 P 是 曲线 上 一 个 点 ,对 某 个 正 
整数 n, 它 满足 

npP=0 
那 我 们 说 P 是 一 个 有 限 阶 点 ,或 者 ,一 个 n 阶 点 .一 个 问题 就 是 是 否 存在 很 多 
有 限 阶 点 .现代 数学 的 一 个 重要 发 现 就 是 美 泽 (Mazur) 在 4 年 前 发 现 的 事实 , 若 
P 是 n 阶 有 理 点 , 那 n 不 超过 10 或 = 12. 此 外 ,至 多 有 16 个 有 限 阶 有 理 
点 .0 

第 二 种 情况 是 , 当 你 求 2P,3P,4P,… 时 ,你 每 次 都 得 出 一 个 新 的 点 ,就 像 
一 分 钟 以 前 看 到 的 那 张 表 一 样 , 你 可 以 看 到 这 些 点 的 数位 很 规则 地 增长 . 

在 剩 下 的 几 分 钟 里 ,我 要 告诉 你 们 ,关于 这 些 方程 及 其 解 的 一 些 定理 和 猜 
测 ， 

在 1922 年 , 莫 德尔 证 明了 彭 加 勒 的 一 个 猜测 ,这 个 猜测 说 总 可 以 找到 有 限 
多 个 有 理 点 
PPa,Pp 户 
使 得 曲线 上 所 有 的 有 理 点 都 可 以 写成 这 些 点 的 和 ;这 意思 是 说 存在 整数 nl， 
mm 它们 依赖 于 P, 使 得 P 可 以 写成 和 式 
P=nmPit+nPt+ + np, 
当然 ,这 里 的 加 法 ,是 我 刚才 定义 过 的 曲线 上 的 加 法 . 
[有 人 举 手 ] 
塞 吉 * 兰 :什么 ? 


@D 美 泽 的 方法 是 现代 数学 中 最 先进 的 方法 , 它 用 到 了 代数 几何 和 槛 曲线 理论 
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一 高 中 学 生 :什么 是 r? 

塞 吉 ' 兰 : 问 得 好 ! 在 点 Pi,,…，,P 之 间 有 可 能 有 一 些 关系 . 例如 ,其 中 一 
些 可 能 是 有 限 阶 的 .我 们 可 以 这 样 来 选取 P,,…, P, ,使 得 每 个 有 理 点 可 以 表示 
为 

P=nmP+t+…+nPp,+0 
其 中 ,系数 nl,…,n, 由 P 唯一 确定 ,而 0 是 有 限 阶 点 .这 意味 着 ,在 P),… ,PP， 
之 间 没 有 关系 .如 此 选择 r, 则 r 是 没有 关系 的 点 的 最 大 可 能 个 数 . 从 彭 加 勒 以 
来 ,r 就 被 称 为 曲线 的 秩 .问题 就 在 于 决定 秩 + 并 求 出 点 P,…, PP,. 

一 般 说 来 ,没有 人 知道 怎样 做 . 在 一 些 特定 情况 下 ,有 办 法 给 这 个 问题 一 个 
答案 . 

对 一 般 情形 ,有 一 些 非常 深刻 的 猜测 . 其 中 之 一 应 归功 于 两 位 英国 数学 家 
贝 奇 (Birech) 和 斯 温 勒 腾 - 代 尔 (Swinnerton - Dyer) ; 它 把 秩 表示 成 与 方程 相关 的 
另 一 个 非常 复杂 的 东西 ,这 里 ,我 不 可 能 再 深入 下 去 了 .但 是 ,你 可 以 看 出 ,我 们 
知道 得 其 少 .因为 ,没有 人 知道 一 个 秩 非常 大 的 例子 ,甚至 没有 人 知道 一 个 秩 大 
于 10 的 例子 (也 许 应 改 为 12). 然 而 ,数学 家 猜测 存在 秩 任意 大 的 情况 ,任何 人 
都 可 以 思考 这 个 问题 : 求 一 曲线 

r=x+D 
其 中 ,D 是 整数 ,其 秩 大 于 15 或 20 或 100, 或 任意 大 .我 们 相信 这 样 的 曲线 存 
在 ,但 求 出 它 却 是 一 巨大 挑战 . 
最 近 , 哥 德 费 尔 德 (Goldfeld) 从 另 一 角度 提出 问题 .他 考察 曲线 
Dr=x +art+bh 
其 中 a,b 是 固定 的 而 D 可 以 变 .假定 D 是 整数 ,D =1,2,3,4,…, 对 这 些 D 值 ， 
曲线 的 秩 怎 样 变 呢 ? 例 如 ,有 多 少 个 小 于 或 等 于 一 个 数 的 整数 D ,曲线 的 秩 
是 0, 也 就 是 说 ,曲线 上 最 多 可 能 有 有 限 阶 点 ,而 没有 其 他 点 . 有 多 少 个 D<X， 
使 曲线 的 秩 为 1? 又 有 多 少 个 D< XX, 使 曲线 的 秩 为 2? 等 等 . 哥 德 费 尔 德 设 
想 , 秩 为 0 和 1 的 情形 ,会 比较 规则 地 出 现 ;实际 上 ,他 指望 秩 为 0 的 情形 和 秩 
为 1 的 情形 ,各 有 密度 二 分 之 一 .这 就 是 说 ,大 约 一 半 这 样 的 曲线 ,其 秩 为 0, 还 
有 大 约 一 半 , 其 秩 为 1, 当 然 这 有 依赖 于 曲线 的 另 一 些 更 复杂 的 不 变量 的 波动 . 
只 有 相对 较 少 的 一 些 D 值 , 其 秩 大 于 1. 
一 个 基本 的 课题 是 ,对 上 面 的 问题 给 出 一 个 定量 的 回答 . 当然 ,对 象 曲线 
Y=x+D 
其 中 ,D 是 变量 ,也 可 以 有 同样 的 问题 .更 一 般 地 ,对 曲线 族 
=x+ar+b 
其 中 ,a,6 是 变量 ,也 可 以 有 同样 的 问题 :对 哪些 a,b 的 值 ,其 秩 为 0,1,2,3,4 
或 者 其 他 某 个 整数 . 因为 我 们 甚至 不 知道 是 否 存在 这 样 的 曲线 ,其 秩 大 于 10， 
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我 们 离 问题 的 答案 还 很 远 , 有 的 只 是 一 些 猜测 . 

啊 …… 一 大 堆 代数 .我 希望 不 至 于 太 多 了 .我 只 想 试 一 试 ,看 能 不 能 把 数学 
家 们 提出 的 问题 , 讲 得 让 你 们 都 能 理解 .但 我 已 经 讲 了 一 个 小 时 ,该 打住 了 . 现 
在 ,我 们 看 看 ,你 们 对 以 上 所 讲 有 些 什么 想法 ,另外 ,还 有 没有 什么 问题 . 

某 人 :您 讲 的 这 些 东 西 有 什么 用 处 ? 

塞 吉 * 兰 :我 去 年 就 回答 了 这 个 问题 : 它 让 某 些 人 感到 刺激 ,其 中 包括 我 0. 
我 不 知道 其 他 用 处 ,也 不 关心 它 @ ,但 我 只 是 说 我 自己 .就 像 汉 ' 诺 伊 曼 所 说 ,一 
个 人 不 知道 ,别人 是 否 会 给 它 找到 用 途 .我 只 是 想 告诉 你 们 ,这 是 一 类 鼓舞 人 
们 ,也 鼓舞 我 的 问题 . 

一 高 中 生 :这 有 些 像 物 理学 和 电子 学 中 的 研究 者 ,他 们 做 实验 但 不 知道 会 
发 现 什么 . 例如, 像 发 现 青霉素 一 样 . 

塞 吉 . 兰 :没有 万 灵 的 答案 ,但 你 的 评论 在 很 大 程度 上 是 对 的 . 

一 男士 :有 一 个 问题 我 很 感 兴趣 ,就 是 空间 的 超 维 数 .我 听 说 罗 巴 切 夫 斯 基 
(Lobatchevski) 发 现 了 3 维 空间 .你 相信 这 是 极限 呢 , 还 是 还 有 更 高 维 的 ? 

塞 吉 . 兰 :我 不 懂 你 所 说 的 超 维 数 的 意思 . 

男士 :你 不 懂 超 维 数 的 意思 ? 你 是 否 相信 空间 只 有 3 维 ? 

塞 吉 兰 : 如 果 你 这 样 提出 问题 ,[ 笑 ] 那 我 至 少 可 以 给 你 分 析 这 个 问题 ,如 
果 不 是 答案 的 话 . 你 问 我 :你 是 否 相信 空间 只 有 3 维 ?" 你 的 空间 一 词 是 什么 意 
思 ? 如 果 你 的 空间 是 指 “ 那 个 "[ 塞 吉 ' 兰 手指 房间 ] , 那 由 定义 知道 它 只 有 3 维 . 
如 果 你 想 看 到 更 高 维 ,你 就 得 接受 给 “ 维 数 "一 个 更 一 般 的 含义 , 那 其 实 是 很 久 
以 前 人 们 就 接受 的 含义 .每 次 你 可 以 把 一 个 数 同一 个 概念 联系 起 来 ,你 得 到 一 
个 维 数 ,不 管 你 从 哪 种 概念 出 发 :物理 的 、 力 学 的 、 经 济 的 或 其 他 的 什么 .力学 
上 ,除去 3 个 表 空 间 的 维 数 外 ,你 还 可 以 有 速度 加速度、 曲率 等 等 .经 济 学 上 ， 
比如 ,可 以 取石 油 公司 、 食 糖 公司 ,也 可 以 有 钢铁 公司 ,农业 公司 等 等 ,还 可 以 加 
上 它们 在 去 年 的 毛利 润 . 对 每 个 公司 你 得 到 一 个 数 ,因此 得 到 1 维 . 除 此 之 外 ， 
当然 ,去 年 ,1981 年 ,这 个 数字 1981 就 与 时 间 相关 .这 样 ,你 可 以 得 到 成 百 维 . 

顺便 一 提 , 如 果 你 查 一 下 狄 得 罗 ( Diderot) 的 百科 全 书 ,在 “ 维 数 "这 一 条 目 
中 ,你 会 看 到 达 伦 倍 特 (d" Alembert) 写 的 评论 ,下 面 就 是 他 的 话 : 


“用 这 种 方式 去 考查 多 于 3 维 的 量 ,就 像 别 的 任何 事 一 样 正 确 . 因 
为 代数 上 ,字母 可 以 表示 数 ,有 理 教 或 无 理 数 .我 上 面 说 到 ,不 可 能 相信 
有 高 于 3 维 的 空间 .一 位 聪明 的 男士 朋友 相信 ,可 以 把 时 间 看 做 第 4 
维 , 时 空 在 一 起 可 以 成 为 某 种 意义 下 的 4 维 空间 . 这 种 想法 可 能 被 置 


更 不 消 说 丢 看 图 . 
它 已 经 在 编码 理论 中 得 到 应 用 .一 一 译 者 注 
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疑 ,但 是 ,对 我 来 说 , 它 似 乎 有 某 些 好 处 , 它 是 一 种 新 观念 . 


自然 ,他 的 那 位 朋友 ,其 实 就 是 他 自己 ,不 过 他 很 小 心 罢 了 . 他 懂得 , 维 数 概 
念 不 一 定 限于 现实 空间 ,你 可 以 把 它 与 任何 情况 相 联 系 , 只 有 你 有 一 个 变数 . 时 
间 只 是 一 个 例子 . 

前 面 讨论 的 曲线 的 秩 是 另 一 个 例子 .我 们 可 以 说 ,如 果 曲 线 的 秩 为 r, 那 
么 ,有 理 点 形成 一 个 r 维 空间 . 

某 人 :用 计算 机 求解 ,在 你 的 理论 中 对 你 有 帮助 吗 ? 也 许 不 是 所 有 解 ,而 是 
一 些 解 . 

吉 * 兰 :肯定 是 的 . 贝 奇 和 斯 温 勒 腾 - 代 尔 猜测 之 提出 ,就 是 基于 计算 机 

上 的 实验 数据 、 直 观感 觉 以 及 理论 的 结果 .历史 上 ,一 个 点 的 倍数 点 的 数位 长 度 
的 增长 率 ,就 是 由 计算 机 发 现 的 . 说 得 确切 些 ,如 果 你 有 曲线 上 的 一 个 点 P= 


(x,7), 把 * 写成 二 ,c 是 分 子 ,d 是 分 母 . 写 出 

mP= (mov = 是 
问 c。 增长 得 有 多 快 ? 勒 容 (NEron) 的 一 个 定理 说 , cn 的 长 度 大 体 如 me 一 般 增 
长 .在 P 的 倍数 点 的 表 中 ,你 可 看 出 , 当 n<11 时 这 种 增长 的 情况 .要 把 “大 体 ” 
一 词 说 得 更 准确 一 点 的 话 , 就 需要 更 精确 的 数学 语言 ,我 可 以 说 它 是 一 个 二 次 
函数 ,但 可 相差 一 个 有 界 函 数 .但 在 这 里 ,我 不 想 再 深入 下 去 了 .我 们 可 以 写 出 
长 度 的 一 个 更 精确 的 公式 ,但 那 要 困难 得 多 了 . 这 里 我 只 是 说 长 度 “ 大 体 "怎样 
变 . 

某 人 :你 讲 的 点 的 加 法 与 奇异 引力 问题 有 某 种 关系 吗 ? 

塞 吉 * 兰 :什么 地 方 的 奇异 引力 ,物理 上 的 ? 

某 人 :是 的 ,多 体 问 题 , 它 给 出 某 种 类 型 的 曲线 . 

塞 吉 . 兰 :你 是 物理 学 家 吗 ? 

某 人 :是 的 . 

塞 吉 * 兰 :我 不 懂 你 的 物理 ,而 你 不 懂 我 的 椭圆 曲线 . 也 许 我 们 该 互相 了 解 
一 下 了 .我 不 知道 如 何 回答 你 的 问题 ,我 不 太 懂 物 理 .但 那 是 可 能 的 . [转向 听 
众 ] 你 们 看 到 了 吧 ,刚才 发 生 了 什么 事 ? 我 写 上 的 一 些 公式 ,触动 了 这 位 先生 的 
心弦 .这 些 公式 ,向 物理 学 家 建议 了 某 种 东西 ,这 就 是 思想 的 自由 交融 ,这 就 是 


@ 设 我 们 把 * 写成 一 个 分 数 ,< = cyd,c 是 分 子 ,而 是 分 母 .定义 点 的 高 度 为 
容 定理 说 h(np) = g(P) Wt 的 一人 要 下 

人 O(l (P,) 下 全 oO 1 《FP, 
为 寺 容 二 检 Geg 次 各 1 和 的 2 
侧记 是 末 征 守 瑟 < 殉 作 全 生计 庆 


勤 
称 
题 .例如 , 它 上 E 点 Wy 
其 平方 正好 是 ge O). 和 
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人 们 做 研究 的 方法 .两 件 事情 可 能 发 生 .要 不 ,什么 事 也 没有 ,要 不 ,这 位 男士 会 
追随 这 种 想法 , 它 也 许 会 引出 某 种 物理 理论 和 称 之 为 椭圆 曲线 的 三 次 方程 之 间 
的 新 关联 .也许 我 们 明年 就 知道 了 . 这 位 物理 学 家 或 许 会 给 一 个 关于 这 种 关联 
的 演讲 ,这 就 是 科学 研究 .但 现在 ,我 不 知道 答案 . 

一 男士 :你 能 讲 点 费 马 大 定理 吗 ? 

塞 吉 . 兰 : 费 马 猜测 ? 

男士 :是 的 . 

塞 吉 兰 :我 们 可 以 把 刚才 考察 的 问题 加 以 推广 ,例如 ,考察 xz?+ y=1, 或 
更 一 般 地 

w+y =1 

其 中 ,n 是 任意 正 整数 . 当 3 变 成 4 时 ,会 发 生 什么 事 ? 

某 人 :没有 解 ! 

塞 吉 - 兰 : 先 生 ,你 懂得 太 多 了 ,这 是 欺骗 ,请 不 要 插嘴 .另外 ,这 里 还 是 有 解 
的 , 即 

x=1,y=0 或 x=0,y=1 

[ 笑 声 ] 除 了 x=0 或 y=0 外 还 有 其 他 解 吗 ? 谁 说 "有 ”? 谁 说 “没有 ”? 谁 不 知 
道 答案 ?【[ 仍 有 少数 人 没 举 手 ] 谁 认为 答案 已 经 知道 了 ? [ 笑 声 ] 谁 认为 还 不 知 
道 答案 ? [ 笑 声 ] 

其 实 ,还 不 知道 答案 .对 n 的 一 大 批 值 ,答案 是 知道 的 ,但 不 知道 一 般 的 答 
案 .这 就 是 费 马 问题 :方程 x+ y* = 1, 其 中 n 是 大 于 2 的 整数 ,是 否 有 x* 天 0,y 
头 0 的 有 理 数 解 ? 

- 般 的 答案 是 不 知道 的 .人 们 相信 ,答案 是 “没有 这 种 解 ".@ 

一 高 中 学 生 : 人们 是 否 指望 某 天 能 知道 答案 ? 

另 一 听众 :但 是 费 马 说 他 知道 答案 . 

塞 吉 * 兰 :是 的 , 费 马 说 了 @, 但 人 们 仍然 不 知道 . 至 于 “人 们 是 否 指 望 某 天 
能 知道 答案 ”, 这 是 什么 意思 ? 

学 生 : 人们 是 否 指望 知道 答案 ? 这 是 可 证 明 的 ,或 者 已 经 知道 它 是 不 能 证 
明 的 ? 

塞 吉 . 兰 :不 ,实际 上 它 是 可 证 明 的 .数学 家 们 , 啊 , 小 心 点 ,我 认识 的 数学 家 
们 一 一 [ 笑 声 ] 相 信 它 是 可 证 明 的 .我 想 ,如 果 你 提出 一 个 聪明 的 数学 问题 ,总 有 


全 在 这 次 演讲 后 儿 年 , 弗 雷 把 费 马 问 题 与 酉 加 曲线 理论 联系 起 来 . 又 经 过 许多 数学 家 的 努力 ,最 
终 在 1994 年 怀 尔 斯 证 明了 费 马 大 定理 , 即 费 马 方程 没有 * 赤 0,y=0 的 有 理解. 其 证 明 除了 用 到 桥 图 曲 
na 

说 ， 上 写 评注 .在 丢 番 图 写 到 毕 达 哥 拉 斯 = 
锡 舞 的 地 友 并 各 号 间 , 对 更 高 次 的 方程, 没有 非 衬 凡 的 解 有 一个 寿 多 欣 证 请 小 他 不 


一 天 可 以 找到 它 的 答案 .这 就 是 说 ,只 要 认真 思考 这 个 问题 ,总 有 人 能 找到 答 
案 .不 可 解 的 问题 ,也 就 是 ,可 以 证 明 不 能 用 各 种 方法 去 解决 的 问题 ,是 病态 的 ， 
我 不 关心 它们 .它们 在 “做 数学 "时 不 会 出 现 .你 得 特意 去 找 它们 . 

某 人 :聪明 的 问题 的 定义 是 什么 ? 

塞 吉 * 兰 :没有 定义 .[ 笑 声 ] 

像 这 类 你 会 遇 到 的 问题 ,数学 家 相信 ,你 可 以 试 着 去 解决 它 ,而 且 你 可 能 成 
功 .就 是 这 样 .人 们 甚至 没有 想 过 ,它们 是 不 可 证 明 的 这 种 可 能 性 . 如 果 你 对 这 
种 可 能 想 得 过 多 , 那 你 最 好 去 干 点 别 的 什么 ,而 不 要 做 这 种 数学 . 它 会 妨碍 你 思 
考 . 

但 是 请 看 ,也 有 一 些 模棱两可 的 问题 ,例如 所 谓 连续 统 假定 . 它 是 我 现在 能 

想到 的 唯一 的 反例 . 

问 :什么 是 连续 统 假定 ? 


塞 吉 * 兰 :好 ,让 我 们 稍微 谈 一 点 连续 统 假定 .去 年 ,有 一 位 听众 对 实数 是 否 
可 数 感到 很 刺激 . 取 所 有 的 实数 ,就 是 在 数 直线 上 所 有 的 数 ,或 者 换 句 话说 ,所 
有 无 限 十 进 制 数 ,就 像 

212. 354 209 671 85… 

你 另外 还 有 正 整数 1,2,3,4,… 称 一 个 集合 可 数 , 是 说 你 可 以 给 这 个 集合 
中 的 元 素 列 一 个 表 , 有 第 一 个 .第 二 个 、 第 三 个 等 等 ,你 可 以 列 出 这 个 集合 中 所 
有 的 元 素 , 一 个 也 不 落下 .一 位 听众 去 年 要 我 证 明 实数 是 不 可 数 的 ,我 也 给 了 证 
明 . 

数学 家 们 ,或 康 托 ,提出 这 样 的 问题 . 在 可 数 集合 ( 即 可 以 像 整数 一 样 一 个 
一 个 地 去 数 的 集合 ) 和 实数 集合 之 间 , 是 否 有 其 他 的 数 的 集合 ,其 基数 介 于 它们 
之 间 , 即 是 说 ,这 个 中 间 集 合 是 不 可 数 的 , 它 的 元 素 比 可 数 集合 的 元 素 多 ,但 又 
比 实数 集合 的 元 素 少 ?“ 少 "的 意思 是 什么 ? 它 的 意思 是 ,你 不 可 能 在 这 个 集合 
的 元 素 与 实数 集合 的 元 素 之 间 ,建立 起 一 个 一 一 对 应 来 .连续 统 假定 就 是 说 , 没 
有 这 样 的 集合 存在 , 它 不 可 数 ,但 它 的 元 素 比 实数 集合 的 元 素 少 .考察 我 们 记 实 
数 的 方法 ,是 用 无 限 十 进 制 数 ,它们 看 起 来 很 像 有 理 数 ( 有 理 数 是 可 数 的 ). 看 起 
来 ,没有 中 间 基 数 的 集合 的 想法 是 合理 的 . 

某 人 :也 许 有 人 试图 在 找 答案 . 

塞 吉 ' 兰 :当然 , 那 就 是 为 什么 我 说 ,这 是 我 前 面 的 说 法 的 一 个 反例 的 原因 . 
毫 无 疑问 ,这 个 问题 是 聪明 的 .有 人 已 经 找到 答案 ,他 没有 被 问题 的 提 法 所 困 
惑 ,他 就 是 柯 恩 (Paul Cohen). 


NE 我 的 用 词 “ 聪 明 显然 是 荒唐 的 ,这 个 句子 也 是 缺陷 , 它 没有 适当 地 考虑 到 各 人 研究 课题 是 怎样 
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问 : 哪 一 个 世纪 的 ? 

塞 吉 * 兰 :最 近 ,大 约 15 年 前 .答案 是 ,这 个 问题 没有 意义 . 你 既 不 能 证 明 存 
在 这 样 的 集合 ,也 不 能 证 明 不 存在 这 样 的 集合 .答案 就 是 这 样 ,我 们 现在 用 的 数 
学 体系 ,对 所 有 的 需要 ,除去 这 个 问题 外 ,是 够 用 的 了 ,如 果 你 再 加 上 一 个 公理 ， 
断言 连续 统 假定 是 对 的 ,你 仍然 得 到 一 个 相 容 的 体系 . 而 如 果 你 加 上 一 条 相反 
的 公理 ,断言 连续 统 假定 不 对 ,你 依然 可 以 得 到 一 个 相 容 的 体系 . 

听众 : 它 独立 于 你 已 经 有 的 各 公理 . 

塞 吉 . 兰 :对 了 .我 的 意思 是 说 ,这 个 问题 提 法 就 不 好 .就 是 说 , 当 你 说 “ 集 
合 " 的 时 候 , 你 并 不 知道 你 在 说 什么 , 模 楼 两 可, 来自 集合 的 直观 概念 .人 们 对 集 
合 有 某 种 直觉 :一 个 集合 就 是 一 堆 东西 .[ 笑 声 ] 说 一 堆 东 西 ,如果 你 是 说 ,所 有 
实数 , 那 可 以 ;如 果 你 是 说 ,所 有 有 理 数 , 那 也 可 以 ;如 果 你 还 说 , 一 条 曲线 上 的 
所 有 点 , 那 还 是 可 以 的 ;但 如 果 你 说 ,所 有 集合 ,说 所 有 的 包括 实数 的 集合 , 那 就 
不 可 以 了 , 它 就 不 干 活 了 . 柯 恩 的 答案 的 意义 就 是 :我 们 的 集合 概念 太空 泛 了 ， 
不 足以 保证 ,连续 统 假定 有 一 个 正面 的 或 反面 的 答案 . 剩 下 的 事 就 是 ,许多 数学 
家 感到 ,我 们 需要 一 个 公理 体系 , 它 要 在 心理 上 让 人 满意 ;同时 ,又 能 包含 连续 
统 的 一 个 答案 ,正面 ,或 反面 的 都 好 .数学 的 这 个 方面 使 一 些 人 感 兴趣 ,而 我 个 
人 不 是 真正 感 兴趣 .但 是 ,我 承认 ,这 是 有 价值 的 :一 个 问题 , 没 人 想到 它 的 答案 
既 非 “是 "也 非 “ 否 ”; 而 这 位 伙计 说 :你 们 都 错 了 ,根本 不 可 能 有 答案 . 

高 中 学 生 : 费 马 猜测 会 不 会 也 是 这 种 类 型 呢 ? 

塞 吉 ' 兰 :你 希望 我 怎样 回答 ? 从 我 的 观点 来 说 ,我 的 答案 是 显而易见 的 . 
说 它 可 能 是 这 种 类 型 的 人 , 绝 不 是 我 ,没门 . 

除 此 之 外 ,有 这 样 一 个 推断 ……[ 犹 丈 ] 如 果 ,你 成 功 地 证 明了 费 马 问 题 是 
不 可 解 的 , 那 你 事实 上 证 明了 费 马 猜测 是 对 的 . 因为 ,如 果 存在 一 个 反例 , 那 某 
年 某 月 某 日 某 人 ,会 用 一 个 大 型 计算 机 把 它 找 出 来 . 但 我 不 喜欢 这 种 推断 ,就 我 
而 言 ,我 把 它 视 为 一 种 正常 状态 , 某 年 某 人 会 证 明 费 马 大 定理 ,或 者 证 明 它 是 错 
的 . 

问题 : 那 你 个 人 相信 它 是 对 的 还 是 错 的 ? 

吉 * 兰 :[ 犹 玉 ] 它 是 对 的 , 除 x =0 或 y=0 外 没有 其 他 解 .下 面 是 我 的 理 
由 .我 们 先 从 一 个 一 般 的 观点 来 看 这 种 方程 的 理论 . 莫 德尔 有 一 个 一 般 的 假设 ， 
我 来 描述 一 下 . 

取 一 个 方程 ,例如 
y+ -312y + 2xys -18y2 +913xy +3=0 

这 是 所 谓 的 一 般 的 丢 番 图 方程 .我 们 一 般 地 问 :这 个 方程 是 否 有 无 穷 多 个 有 理 
数 解 x,y 呢 ? 我 们 已 经 看 到 两 类 例子 ,存在 这 样 的 解 . 在 第 一 类 例子 中 ,我 们 
可 以 把 x,y 表示 成 :的 两 个 式 子 ,得 到 的 一 个 恒等式 而 知道 它 成 立 . 这 就 是 
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时 发 生 的 事情 ,后 来 发 现 x*+ 好 = 1 是 关于 + 的 一 个 恒等式 .显然 (虽然 有 人 反 
对 ) ,你 会 得 到 无 穷 多 个 解 . 那 是 一 种 可 能 性 . 

另 一 种 可 能 性 是 ,可 以 得 到 三 次 方程 的 解 ,这 时 公式 是 
x= R(t,u),y= S(t,u) 

其 中 ,t 满足 方程 = w+ au + 5b, 它 有 无 穷 多 组 解 ,而 RS 是 有 理 系 数 多 项 
式 的 商 . 

第 一 种 可 能 性 称 为 亏 格 0, 而 第 二 种 可 能 性 称 为 亏 格 1. 

莫 德 尔 猜想 说 的 是 这 样 一 件 事 . 假 设 /(x,y) =0 是 一 个 方程 ,其 中 /是 一 
个 整 系数 多 项 式 . 如果 不 可 能 把 这 个 方程 用 类 似 于 前 面 的 公式 化 成 亏 格 0 或 亏 
格 1 的 情形 ,那么 ,这 个 方程 具有 有 限 多 个 解 .这 就 是 莫 德尔 猜想 , 

在 一 族 像 费 马 方程 那样 的 方程 中 ,让 n 变 ,应 该 只 有 很 少 个 数 的 解 .可 以 
证 明 , 对 n>4, 方 程 六 + y* =1 不 能 化 为 亏 格 0 或 亏 格 1 的 曲线 .根据 莫 德 尔 猜 
测 , 费 马 方程 只 能 有 有 限 多 个 有 理 数 解 x,y. 有 人 用 计算 机 算 了 很 多 ,大 约 直 到 
n=1 000 000, 到 此 为 止 ,除去 平凡 的 x=0 或 y=0 外 ,都 没有 解 .如 果 我 们 的 感 
觉 是 对 的 ,那么 对 更 大 的 n 应 当 仍 然 没 有 解 ,因为 这 一 族 方 程 应 该 比较 规则 地 
行事 .如 n 比较 小 时 没有 解 ,那么 n 大 时 也 应 该 没有 解 .这 就 是 一 般 的 直觉 , 常 
用 来 指引 我 们 研究 丢 番 图 方程 .好 了 ,这 是 合理 的 假设 .如 果 有 人 证 明 这 是 错 
的 ,我 们 随时 准备 放弃 .这 就 是 数学 家 的 工作 方法 ,我 们 作 一 些 合理 的 假设 , 试 
图 去 证 明 某 些 事 . 但 是 ,我 们 随时 准备 接受 这 些 假设 错 了 的 证 明 ,而 后 我 们 再 重 
新 开始 . 

[有 人 举 手 ] 谈 谈 计算 机 ,你 们 用 它 吗 ? 

塞 吉 : 兰 : 啊 ,你 说 计算 机 ,用 了 很 多 次 .就 是 用 计算 机 证 明了 直到 n 大约 
为 1 000 000 ,方程 无 解 . 

问 :先生 ,我 有 一 个 问题 一 有 一 些 问题 ,开始 是 在 一 定 限 制 条 件 下 解决 
的 ,而 后 ,更 好 的 数学 家 能 够 减少 这 些 条 件 . 但 第 一 个 证 明 依然 用 这 些 条 件 ,为 
什么 ? 

塞 吉 * 兰 : 当 你 试图 解决 一 个 问题 时 ,你 先 试 着 解决 一 些 特殊 情形 ,然后 试 
着 做 更 一 般 的 情形 . 你 的 头 一 个 想法 ,也 许 只 对 特殊 情况 有 效 .或 许 ,更 普遍 的 
情况 需要 其 他 的 想法 . 谁 知 道 这 些 新 想法 什么 时 候 到 来 ? 或 者 它们 会 跑 到 一 个 
人 那里 ,而 不 是 另外 的 一 个 人 那里 .有 人 发 表 了 第 一 篇 文章 ,而 后 ,另外 的 一 个 
人 基于 这 些 结果 和 一 些 新 想法 ,得 到 了 进一步 的 结果 ,发表 了 第 二 篇 文章 .如 此 
下 去 ,直至 一 般 的 情况 得 以 解决 .事情 就 是 这 样 发 展 的 . 这 并 不 意味 着 ,成 功 地 
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减少 了 限制 条 件 的 数学 家 ,就 比 别 人 “更 好 ”. 恰 恰 相 反 , 第 一 个 数学 家 ,可 能 显 
示 了 更 多 的 想象 力 ,可 能 开辟 了 整个 的 新 研究 领域 ,而 那 是 以 前 没有 人 理解 的 
领域 .也 许 第 一 个 人 的 贡献 ,应 该 比 后 继 者 受到 更 多 的 赞扬 ,后 继 者 仅仅 是 发 展 
了 第 一 个 人 的 计划 . 

问 : 让 我 稍稍 改变 一 下 话题 . 在 你 的 演讲 的 开头 ,你 提 到 法 国 的 数学 教 
育 一 一 

塞 吉 . 兰 :到 处 如 此 ,全 世界 都 一 样 . 

问 :话题 是 关于 眼前 利益 . 你 怎么 看 事情 的 这 个 方面 ? 这 似乎 是 一 个 一 般 
性 问题 . 

塞 吉 兰 :我 怎么 看 事情 吗 ? 我 不 懂 这 个 问题 , 它 太一 般 性 了 . 

一 高 中 学 生 : 你 认为 数学 应 该 怎么 教 呢 , 只 为 它 的 美妙 ,而 不 管 它 在 物理 上 
的 应 用 ,还 是 至 少 在 高 中 后 期 ,应 转向 物理 、 转 向 应 用 ? 

塞 吉 ' 兰 :你 的 问题 的 提 法 太太 …… 不 共 戴 天 了 . 一 种 方法 不 应 排斥 另 一 
种 方法 .显而易见 ,一 个 极端 的 否定 ,并 不 是 相反 的 极端 ,要 顺 其 自然 . 当然 , 教 
数学 要 讲 应 用 ,但 不 时 地 ,你 可 以 说 :好 ,让 我 们 来 看 看 x** + ?2 = 1, 让 我 们 来 求 
它 的 所 有 有 理解 .有 些 人 会 喜欢 它 ,而 另 一 些 人 不 喜欢 它 ,但 我 知道 ,这 种 东西 
会 使 学 生 喜 欢 .我 知道 这 点 ,是 因为 我 曾经 多 次 给 十 五 六 岁 的 青年 讲 过 这 个 问 
题 ,而 他 们 喜欢 ,他 们 觉得 有 趣 . 演讲 的 开头 ,他 们 知道 一 个 解 , 也 许 有 的 人 知道 
其 他 解 ,也 许 更 多 的 解 ,但 没 人 知道 得 更 多 .而 5 分 钟 以 后 ,我 们 成 功 地 给 出 了 
无 穷 多 个 解 ! 听 着 ,你 若 没有 积极 反应 那 实 在 是 麻木 不 仁 . [ 笑 声 ] 好 吧 ,这 不 是 
说 你 不 能 搞 应 用 . 

问 : 你 在 耶鲁 大 学 时 ,你 是 这 样 教学 的 吗 ? 

塞 吉 兰 :这 样 ? 像 在 这 里 一 样 ? 是 的 ,当然 ,就 像 这 样 .[ 塞 吉 * 兰 指向 某 
人 . 笑 ] 自 然 地 ! 你 希望 我 用 别 的 什么 方法 呢 ? 今天 ,有 些 人 听 不 懂 , 我 挑选 一 
个 话题 …… 我 想 看 看 ,与 你 们 一 起 做 数学 时 能 走 多 远 .话题 有 些 深 . 因为 我 需要 
代数 公式 ,用 它们 面 对 周末 演讲 会 听众 ,有 些 危险 .[ 笑 ] 不 要 认为 我 没有 意识 到 
困难 .[ 提 到 写 出 第 一 个 公式 时 有 6 个 人 退场 ] 我 就 想 看 看 结果 如 何 ,这 还 不 太 
坏 . 

听众 :不 坏 ,不 坏 . - 

塞 吉 兰 :例如 说 ,他 ,他 [指向 这 些 人 ], 还 有 坐 在 那里 的 物理 学 家 .显然 ,他 
们 体会 到 了 一 些 东西 ,各 自 不 同 的 东西 .即使 只 有 这 三 个 人 , 那 也 值 , 何 况 还 有 
其 他 许多 人 .即使 你 没 听 懂 一 些 公式 ,你 仍然 坐 在 这 里 ,没有 强迫 你 @. 

问 : 是 否 有 希望 解决 尚未 解决 的 那些 数学 上 的 大 问题 ? 


@ 演讲 开头 有 约 200 人 ,几乎 客 满 .问题 讨论 期 间 , 约 有 一 半 人 留 下 . 
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塞 吉 * 兰 : 那 正 是 数学 家 正在 做 的 研究 .他们 希望 能 解决 至 今 未 解决 的 问 
题 .如 果 他 们 不 这 样 希望 , 那 按 定义 ,他 们 就 不 能 算是 做 研究 的 数学 家 . 

问 :但 你 们 也 发 现 问题 吗 ? 

塞 吉 . 兰 :是 的 ,当然 .发现 问题 而 为 之 工作 ,为 之 集中 精力 去 干 , 至 少 也 与 
解决 问题 一 样 重要 . 做 数学 也 包含 发 现 问题 ,提出 猜测 . 例如 ,在 哥 德 费 尔 德 的 
工作 之 后 ,我 提出 了 一 个 问题 , 找 出 曲线 族 

=s+D 
的 秩 的 渐 近 性 状 .例如 当 D 变化 时 ,对 一 个 给 定 的 大 于 1 的 秩 来 说 , 它 的 密度 
应 该 是 0; 但 是 , 它 也 许 还 有 某 些 渐 近 性 状 ,如 下 界 ,这 是 一 个 比 简单 地 找 出 任 
意 大 的 秩 的 曲线 更 强 的 问题 . 

间 : 也 许 在 数学 教学 中 ,至 少 是 开始 阶段 ,过 多 地 强调 了 解决 问题 ,而 没有 
向 学 生 展 示 怎样 提出 问题 . 这 就 是 为 什么 我 想 回 到 你 刚才 所 说 到 的 话题 的 原 
因 . 有 些 人 提出 ,在 应 用 数学 中 搞 模式 化 或 者 类 似 的 东西 .很 有 意义 的 是 ,联系 
一 些 简单 问题 而 提出 更 多 的 问题 ,然后 再 去 解决 它们 .或 许 ,这 方面 正 是 数学 教 
育 的 缺陷 ， 

塞 吉 * 兰 ;不 是 某 一 点 上 有 缺陷 ,总 是 有 很 多 的 缺陷 .如 果 你 给 我 教科 书 , 我 
会 告诉 你 其 中 具体 的 缺陷 .我 不 能 给 出 一 般 的 评论 ,我 喜欢 说 具体 的 例子 .我 可 
以 指出 书 中 我 认为 是 缺点 的 东西 .许多 缺点 与 教师 有 关 , 与 班级 有 关 ,与 内 部 或 
外 部 的 环境 有 关 . 无 论 我 说 了 什么 ,我 都 不 是 指 有 单一 的 原因 、 单 一 的 条 件 引 起 
这 些 缺 点 . 

问 :把 这 些 缺 点 罗列 出 来 也 许 有 益 . 

塞 吉 . 兰 :也 许 , 但 那 以 后 呢 …… 听 着 ,我 把 去 年 的 演讲 写 下 来 了 ,就 在 这 
里 .这 是 我 说 过 的 ,说 到 做 到 .今年 我 还 会 这 样 做 ,这 次 演讲 也 要 发 表 . 你 可 以 看 
到 ,我 如 何 表述 自己 ,我 怎样 做 数学 ,这 是 严肃 的 事 .但 不 是 说 ,别人 也 要 按 我 的 
做 法 去 做 .不 同 的 人 可 以 有 不 同 的 做 法 .总 之 ,做 你 爱 做 的 事 .我 的 观点 从 来 是 
不 排他 的 .我 只 说 我 自己 ,不 喜欢 推广 . 

一 高 中 学 生 : 我 是 一 位 高 中 学 生 , 我 反对 数学 教学 中 的 某 些 东 西 . 

塞 吉 * 兰 ; 几 年 级 ? 

学 生 : 十 一 年 级 .打从 很 小 开始 ,我 面 对 各 种 证 明 , 但 是 ,用 你 的 与 音乐 相 类 
比 的 话 来 讲 ,我 看 不 出 它们 的 美妙 . 学 校 里 的 做 法 毫 无 味道 . 当 一 个 人 搞 音乐 
时 ,他 进入 音乐 的 美妙 ,而 不 只 是 节奏 ,或 音乐 理论 …… 

塞 吉 * 兰 :总 之 ,美妙 的 证 明 不 在 课程 表 上 .有 大 量 的 美妙 的 证 明 , 常 常 被 略 
去 了 . 管 他 的 ,你 是 否 喜欢 我 今天 讲 的 ,这 些 结构 , 丢 番 图 方程 ? 

学 生 :是 的 . 

塞 吉 . 兰 :你 会 用 计算 机 吗 ? 
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学 生 :是 的 . 

塞 吉 * 兰 :在 哪里 ,这 里 吗 ? 

学 生 : 不 ,是 在 学 校 里 ,在 郊区 .但 如 果 你 愿意 ,我 想 那 里 的 人 们 也 愿意 听 听 
你 今天 的 讲演 .但 是 ,他 们 也 许 看 不 出 其 中 的 美妙 ,不 是 人 人 都 能 看 出 来 的 . 

塞 吉 . 兰 :当然 ,在 一 种 审美 环境 中 ,一 些 人 立即 感觉 到 美 ,一 些 人 迟 一 点 感 
觉 到 美 ,也 有 些 人 根本 不 觉得 美 .这 是 审美 环境 中 的 典型 状况 .我 并 不 求 每 个 人 
都 认为 我 今天 所 讲 的 是 美妙 的 . 而且 ,我们 今天 的 公式 
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3X2 一 和 1 
稍 复杂 了 一 点 ,但 它 能 给 出 方程 的 无 穷 多 个 解 这 一 点 ,我 觉得 很 诱 人 .我 不 知道 
你 怎么 想 ,但 你 提出 这 么 多 问题 ,说明 你 的 反应 是 积极 的 . 

物理 学 家 :在 法 国学 校 中 ,看 起 来 ,负担 沉重 和 缺乏 理解 的 主要 原因 ,是 在 
整个 教学 大 纲 背 后 ,总 是 试图 讲 明 逻 辑 结构 ,甚至 对 很 小 的 孩子 也 这 样 做 ,这 是 
完全 不 容 争议 的 .无 论 在 物理 上 或 数学 上 ,从 不 允许 教师 不 给 出 清楚 的 证 明 就 
断言 某 件 事 . 

塞 吉 ' 兰 :我 完全 同意 你 的 估计 ,我 与 你 一 样 感到 痛心 . 教科 书 真 直 变 得 在 
某 种 程度 上 枯燥 无 味 和 卖弄 学 问 . 我 说 不 出 别 的 . 

一 大 学 生 : 我 是 一 个 学 生 . 我 看 到 了 这 些 问题 ,但 我 没有 时 间 去 处 理 它们 ， 
如 果 我 们 要 去 做 这 些 ,那么 ,到 了 40 岁 我 们 还 会 是 初学 者 . 

塞 吉 ' 兰 :但 是 没 人 让 你 全 年 都 去 做 . 当 你 走 讲 音乐 会 , 没 人 要 你 全 部 时 间 
搞 音 乐 直 到 40 岁 . 

学 生 : 数 学 课 上 ,我 们 见 到 一 些 有 趣 的 问题 ,但 如 果 深 入 进去 ,就 会 花 去 一 
个 又 一 个 小 时 .但 是 ,我 们 又 有 许多 其 他 事 要 做 .课程 也 太 重 ,不 允许 我 们 对 这 
类 事情 感 兴趣 . 

塞 吉 * 兰 : 那 与 水 平 有 关 . 我 想 课程 表 中 充满 了 废物 , 扔 掉 这 些 废物 没 人 会 
觉得 可 惜 . [ 笑 ] 

学 生 : 你 能 告诉 我 哪些 是 废物 吗 ? 

塞 吉 * 兰 :把 书 给 我 拿 来 我 就 告诉 你 .你 可 以 发 现 越 来 越 多 练习 仅 是 技术 性 
的 , 它 没有 教 给 任何 人 任何 东西 . 

[上 段 对 话 是 从 一 长 段 泛 泛 的 讨论 中 摘出 一 一 太 宽泛 了 ,主要 是 关于 教育 . 
现在 ,转向 我 对 最 后 一 个 问题 的 回答 ] 

我 终生 沉 酒 于 数学 .就 像 这 次 一 样 ,我 也 不 时 地 和 你 们 一 起 做 数学 .我 宁愿 
做 这 件 事 , 而 不 愿 泛 泛 而 谈 .我 宁愿 来 这 里 作 这 种 演讲 ,让 你 们 看 到 ,我 怎样 教 
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而且 很 复杂 .我 对 他 所 说 
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学 ,用 手指 着 你 ,让 你 问 问题 …… 如 果 这 样 做 行 的 话 , 那 也 不 失 为 一 种 行事 方 
法 .也 许 ,这 样 一 来 ,你 会 发 现 你 自己 的 灵感 ,也 会 想 和 别人 试 比 高 低 .我 的 办 法 
就 是 这 样 ,而 不 是 训 诚 式 地 高 谈 阔 论 . 我 不 喜欢 广泛 性 .这 不 是 说 我 不 作 推广 ， 
有 时 也 作 , 但 我 并 不 喜欢 . 

今天 ,我 取得 了 某 种 成 功 ,例如 [ 指 那 位 高 中 生 ] 你 叫 什么 名 字 ? 

学 生 : 吉 列 斯 . 

塞 吉 ' 兰 : 吉 列 斯 是 问 了 数学 问题 的 人 之 一 . 别 的 人 躲 在 教学 法 问题 后 面 . 


我 喜欢 吉 列 斯 的 问题 . 
另 一 中 学 生 :[ 叫 昂 图 望 ,他 去 年 也 参加 了 ] 你 讲 了 公式 
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这 公式 给 出 方程 x?*+ y=1 的 除去 x= -1,y=0 外 的 所 有 解 .现在 ,你 可 以 给 
我 们 证 一 下 吗 ? 

塞 吉 ' 兰 :是 的 ,当然 ,我 早 就 盼望 有 谁 问 这 个 问题 了 .证 明 很 容易 . 设 
(x,y) 是 一 个 有 理解 . 令 


不 要 问 我 它 从 哪里 来 的 , 稍 有 才干 你 就 能 自己 把 它 求 出 来 .现在 我 们 有 
t(x+1)=y 


平方 起 来 得 到 (x+1)=y=1-x =(1+x)(1- x) 
约 去 x+1 得 到 P(x+1)=1-x 

因此 tx+t=1-x 

即 x(1+2)=1-0 

除 以 1+ 已 得 出 a 


1+e 
再 写 一 行 就 可 得 出 y 的 相应 公式 . 
利用 17 世纪 就 有 了 的 坐标 法 ,及 用 曲线 来 表示 方程 的 思想 ,可 以 给 出 以 上 
讨论 的 一 个 几何 解释 .就 是 说 y = 1:(x +1) 是 一 根 直线 的 方程 ,这 根 直线 通过 点 
*= -1,y=0, 而 其 斜率 为 !. 这 根 直线 和 以 原点 为 圆心 ,半径 为 1 的 圆 相交 于 
点 (x,y), 其 中 


从 毕 达 哥 拉 斯 
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直线 》=i(x+1) 


我 还 想 对 整数 解 与 有 理解 的 关系 说 儿 句 话 .我 们 已 经 看 到 , 像 
P=x+art+h 
这 样 的 方程 可 以 有 无 穷 多 个 有 理 点 ,正如 对 某 个 有 理 点 P 作出 其 倍数 点 nP 所 
得 出 的 .例如 ,在 例子 
y= -2 

中 ,我 们 从 点 P= (3,5) 出 发 而 得 到 . 可 以 证 明 这 些 点 是 曲线 上 仅 有 的 整 点 . 进 
而 ,有 一 个 非常 普遍 的 定理 叫 泽 格 尔 (Siegel) 定 理 , 它 说 ,曲线 y?Y = x?+ax+b 
上 的 整 点 的 个 数 总 是 有 限 的 . 

当 a,b 皆 为 整数 时 ,任何 有 限 阶 点 (x*,y) 必 定 是 整 点 ,也 就 是 说 *,y 是 整 
数 ,这 是 努 茨 - 纳 盖 尔 (Lutz - Nagell) 的 定理 断言 的 . 当然 , 反 过 来 不 一 定 对 , 例 
如 在 *=3,y=5 的 例子 中 ,这 个 点 不 是 有 限 阶 点 . 

顺便 提 一 下 ,让 我 给 你 一 个 关于 有 限 阶 点 的 练习 .我 们 回 到 曲线 y= x?+ 
1, 已 找 出 它 的 整 点 

x*=0,y= +l;x=2,y= +3,x= -1,y=0 
我 说 过 ,没有 其 他 有 理 点 了 . 由 此 推 知 ,你 取 上 述 点 中 任何 一 个 ,例如 P= 
《2,3) , 那 它 的 某 个 倍数 点 nP ,一 定 是 0. 所 以 ,我 要 你 们 去 计算 出 2P,3P,4P， 
5P, 这 可 以 很 容易 地 用 加 法 公式 算出 ,也 可 以 在 图 上 画 出 .你 会 很 容易 地 得 出 
其 他 整 点 ,而 且 看 到 
SP=-P 
因此 6P=5P+ 忆 =0, 即 点 已 是 6 阶 点 .中 

布雷 特 先生 :[ 两 天 后 问 的 一 个 问题 ] 你 说 过 有 理 点 的 阶 最 多 是 12. 但 如 果 
考察 所 有 实数 点 ,是 否 有 任意 高 阶 的 点 ? 

塞 吉 ' 兰 :是 的 ,而 且 可 以 把 它们 描述 得 相当 精确 . 首先 ,为 简单 起 见 , 设 这 
曲线 没有 卵 形 线 . 这 时 对 任何 整数 mn>2, 一 定 存在 一 个 点 已 ,其 阶 正好 为 n( 即 
尸 不 是 更 低 阶 的 点 ) ,而且 每 个 n 阶 点 ,都 是 点 已 的 一 个 倍数 点 .如 果 有 卵 形 
线 , 情 况 差不多 一 样 ,但 是 ,有 可 能 相差 一 个 二 阶 点 . 


(oy 地 济 布 二 笠 先 生 , 他 葬 了 一 张大 六 洋 也 的 图 ( 见 下 图 ). 图 中 清楚 地 标 出 了 无 穷 阶 点 和 有 限 阶 
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演讲 之 后 ,我 继续 考虑 了 如 何 确定 有 理 点 和 整 点 的 问题 ,试图 得 到 更 紧凑 
的 猜测 . 泽 格 尔 的 证 明 不 能 给 出 整 点 的 上 界 ( 指 用 方程 = 如 + ax+b 的 系数 
表示 的 上 界 ). 现 在 设 a,b 是 整数 . 
在 特殊 情况 ?2 = 妇 + 刀 时 ,贝克 (Baker) 给 出 了 有 效 的 上 界 ,虽然 这 远 不 是 
可 以 指望 的 最 佳 可 能 上 界 . 例如 , 霍 尔 (Marshall Hall) 猜 测 当 6 是 整数 时 ,x 的 绝 
对 值 的 上 界 是 如 乘 一 个 与 P 无 关 的 常数 D. 我 想 ,也 许 人 们 对 一 般 情 况 也 可 以 
指望 一 个 类 似 的 界 .一 件 很 有 意思 的 事 是 ,证 明 存在 一 个 常数 ,使 得 对 任何 整 
点 (x,y) ,整数 x 的 绝对 值 不 超过 一 个 常数 乘 以 a3 与 b 的 绝对 值 中 大 者 的 
次 方 .可 以 写成 如 下 形式 , 即 
lxl<C*max(lal?,1b512)* 
找 出 这 样 的 界 ,将 是 对 这 类 曲线 的 研究 的 重大 进展 . 
另 一 有 趣 的 问题 是 , 求 一 些 无 限 阶 元 的 界 .更 准确 地 说 , 设 P=(x,y) 是 一 
个 有 理 点 ,如 我 们 已 经 做 过 的 , 令 * = cyd. 定 义 尸 的 高 度 
h(P)=log max(lcl,1d1) 


中 二 个 数 的 绝对 值 是 它 的 数值 而 永远 取 正 号 .例如 3 的 绝对 值 是 3, -3 的 绝对 值 也 是 3. 而 x 的 
绝对 值 记 作 1x1. 
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对 贝 奇 - 斯 温 勒 腾 - 代 尔 猜测 的 研究 ,使 我 得 出 如 下 的 猜测 . 对 非 数 论 专家 来 
说 ,这 个 猜测 也 容易 理解 . 

存在 点 Pi,…, 已 ,它们 的 顺序 ,是 按 高 度 的 增加 来 排列 的 ,就 像 我 们 早先 
考察 过 的 ,它们 满足 关系 

有 (P)< Cemax(1al3,1812)M2+e 

其 中 , C 是 某 一 常数 ,而 当 max(1a13,1817) 无 限 增 大 时 ,e 会 接近 于 0. 

的 生生 全 全 下风 丰 有 和 娩 作 全 条 让 于 凤 作 于 枚 人 让 人 
都 可 以 从 点 Pi,…,P, 及 有 限 阶 点 出 发 ,经 过 加 法 及 减法 而 求 出 . 

注意 ,从 一 些 表 中 ,例如 卡 塞 尔 斯 或 塞 尔 墨 (Selmer) 造 的 表 ,似乎 可 以 看 出 ， 
有 一 个 更 好 的 界 存 在 .如果 我 们 令 

H(P)= max(lcl,1dl) 
那么 ,大 体 上 有 不 等 式 
H(P)<max(lal’, 1b1?) 

其 中 ,k=1,2 或 3. 

让 我 给 你 一 个 具体 的 数字 例子 , 它 取 自 塞 尔 黔 的 表 . 他 考虑 的 是 方程 (有 点 
像 费 马 方程 ) 

及 + 了 = D2 
而 雷 特 先生 使 用 计算 机 把 表 中 最 大 的 解 化 回 我 们 考察 过 的 方程 的 形式 , 即 
P=x +23D? 

也 就 是 5 = 2433D2?. 

取 D =382. 于 是 我 们 有 一 个 解 x = wu/z, 其 中 

w=96 793 912 150 542 047 971 667 215 388 941 033 
z = 195 583 944 227 823 667 629 245 665 478 169 

读者 可 以 把 这 个 解 与 刀 比较 一 下 .你 可 看 出 w< 8, 所 以 k=3 就 行 了 .一 

件 有 趣 的 事 是 ,我 们 对 这 种 多 项 式 界 作 统 计 分 析 ,而 不 使 用 先前 猜测 的 对 数 界 . 
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HI\ © 


一 篇 合格 的 新 闻 作品 一 定 要 具有 以 下 5 个 要 素 , 简 记 为 
5 个 WW, 即 when( 何 时 ) ,where( 何 地 ),who( 谁 ),what( 什 么 ) ,why 
(为 什么 ). 

我 们 不 妨 也 问 自己 几 个 为 什么 ,第 一 个 为 什么 是 :这 是 一 本 
很 难 懂 的 科普 书 . 一 本 难民 的 科普 著作 为 什么 会 有 读者 呢 ? 这 
可 称 为 “ 沃 什 问题 ”. 

这 个 问题 在 全 球 最 畅销 的 科普 著作 《时 间 简 史 》 大 卖 后 也 引 
起 了 人 们 同样 的 的 发 问 ,波士顿 环球 报 》 专 栏 作家 戴 维 . 沃 什 曾 
写 道 :"《 时 间 简 史 》 是 一 本 真正 难 懂 的 书 "一 难 懂得 似乎 连 沃 
什 都 不 能 理解 这 本 书 的 程度 .“ 简 直 没 办 法 看 下 去 ,至 少 在 相当 
多 人 的 水 平 上 是 这 样 .但 是 很 难 相信 ,大 部 分 买 了 这 本 书 的 人 会 
读 过 它 ,更 不 用 说 读 懂 它 了 …… 完 竟 是 怎么 回 事 呢 ?" 角 谷 美 知 
子 在 (纽约 时 报 ) 上 曾 这 样 评论 :“ 对 于 外 行 读者 来 说 ,要 掌握 稚 
金 先生 关于 其 新 的 宇宙 观念 的 全 部 论述 实在 是 太 难 了 ." 角 谷 还 
给 那些 浓缩 章节 如 "涉及 * 庶 时 间 "、' 纺 论 ' 和 宇宙 ' 暴 胀 ` 模 型 
的 , 列 出 了 参考 书目 ,读者 发 现 那 是 不 可 能 跟 得 上 的 ." 庶 时 间 的 
概念 尤其 使 马丁 "加 德 纳 感到 灰心 下 气 . 他 在 (纽约 时 报 书评 ) 上 
这 样 评论 霍金 的 书 :“ 要 仔细 一 点 解释 这 个 新 模型 是 没有 希望 
的 ,因为 它 用 到 了 …… “ 康 时 间 除了 模糊 的 类 比 之 外 ,霍金 
并 不 打算 说 明 他 的 模型 .” 
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美国 随笔 作家 查理 . 克 劳 撤 黑 把 《时 间 简 史 》 的 成 功 归 功 于 它 与 4 圣经》 的 相 
似 性 .他 认为 ,即使 人 们 不 能 完全 理解 这 两 本 书 ,但 只 要 拥有 它们 就 “可 以 表达 
某 种 有 心 拜 读 的 尊敬 "( 虽 不 能 至 , 心 向 往 之 ) . 当 问 到 他 对 许多 拥有 《时 间 简 史 》 
的 读者 很 可 能 都 没有 读 完 它 的 事实 有 什么 看 法 时 , 克 劳 撤 默 说 : “许多 人 也 没有 
读 过 他 们 的 《圣经 》. 但 是 他 们 喜欢 把 它 放 在 身边 . "确实 《时 间 简 史 》 中 的 难 懂 
的 章节 只 可 能 增添 霍金 的 神秘 色彩 .难道 还 有 什么 宗教 经 文 里 没有 含混 、 难 懂 
或 是 无 解 的 片段 吗 ? (霍华德 .里 奇 著 《 时 间 简 史 导 读 》. 郑 志 丰 , 译 .长 沙 :湖南 
科学 技术 出 版 社 ,2006 年 ,P91-94) 

霍金 将 这 种 对 “ 沃 什 问题 "的 回答 尽情 发 挥 又 编 出 了 一 本 洋洋 百 万 字 的 科 
普 经 典 一 一 (站 在 巨人 的 肩 上 一 一 物理 学 和 天 文学 的 伟大 著作 集 )( 中 译本 由 辽 
宁 教 育 出 版 社 出 版 ) ,在 中 译本 序 中 北京 大 学 吴 国 盛 教授 写 道 : 

“霍金 编 得 起 劲 , 读 者 有 什么 理由 也 跟着 读 呢 ? 有 一 种 回答 是 ,因为 它 是 霍 
金 编 的 ,不 是 说 , 读 ( 时 间 简 史 》, 谎 与 不 懂 都 是 收获 吗 ? 不 是 说 ,《 时 间 简 史 ) 是 
如 今 买 得 最 多 , 读 得 最 少 的 一 本 书 吗 ? 作为 一 种 读书 时 尚 , 读 霍金 的 书 不 需要 
理由 .” 

第 二 个 问题 是 虽然 一 定 会 有 读者 ,但 读者 会 多 么 ”能 不 能 出 现 叫 好 不 叫座 
的 情况 ,也 就 是 为 什么 一 本 几乎 没 人 读 懂 的 书 会 一 再 重印 ? 2006 年 6 月 鹤 金 的 
另 一 部 早期 著作 《时 空 的 大 尺度 结构 》([ 英 ]S. 双 .霍金 ,[ 南 非 ]C.F.R. 埃 利 斯 
著 . 王 文浩 , 译 . 李 泳 , 审 校 .湖南 科学 技术 出 版 社 ) 在 我 国 被 翻译 出 版 .这 部 书 被 
专业 物理 学 家 认为 读 不 到 第 10 页 (迈克 尔 * 怀 特约 输 * 格 里 宾 著 .《 斯 蒂 芬 " 霍 
金 传 》, 上 海 译文 出 版 社 ,2002 年 第 1 版 ,118 页 ), 这 是 一 本 以 物理 学 家 所 不 擅 
长 的 微分 几何 (有 几 本 物理 学 巨著 书 名 就 叫 《物理 学 家 用 的 微分 几何 》. 这 就 说 
明 并 不 是 所 有 物理 学 家 都 精通 此 道 .不 然 为 什么 没有 《物理 学 家 用 的 初等 代数 》 
呢 ?) 为 基本 工具 来 研究 数学 家 所 不 熟悉 的 宇宙 学 问题 ,所 以 这 种 判断 是 准确 
的 . 按 常理 这 种 书 因 其 高 . 精 、 专 \ 尖 、 深 其 发 行 量 应 该 是 非常 小 的 ,但 正 是 这 么 
一 本 初版 后 再 也 未 作 修订 的 著作 却 几 乎 年 年 重印 ,从 原版 的 版 权 页 上 可 以 发 
现 ,至 20 世纪 未 它 已 重印 达 15 次 之 多 ,成 为 一 部 名 副 其 实 的 经 典 之 作 .有 许多 
学 生 是 莫名 购置 ,但 专家 说 “他们 的 阅读 不 会 超过 第 二 页 .” 

恋爱 的 法 则 是 “追求 不 到 的 永远 是 最 好 的 ", 类 似 的 ,阅读 的 法 则 则 是 “ 读 不 
懂 的 可 能 是 最 应 该 读 的 ”. 

在 菲 尔 效 奖 得 主 丘成桐 教授 给 中 国 科学 院 研究 生 所 做 的 报告 中 就 读 到 了 
这 个 问题 ,他 说 : 

“从 前 我 到 伯克利 去 念 研 究 生 时 ,我 花 了 很 大 功夫 去 听 很 多 不 同 的 科目 ,有 
些 人 觉得 很 奇怪 ,为 什么 我 会 去 听 那 些 课 ? 我 觉得 这 些 课 对 我 有 好 处 ,过 了 几 
十 年 后 我 还 是 觉得 有 好 处 .有 些 课 在 我 去 听 的 当时 可 能 不 懂 , 可 是 听 了 还 是 觉 
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得 有 好 处 ,因为 一 个 人 的 脑袋 的 想法 并 不 是 那么 简单 的 ,有 时 候 菜 些 东西 当时 
可 能 不 懂 , 可 是 慢 慢 地 就 能 领悟 很 多 东西 .我 举例 来 讲 , 我 做 博士 论文 的 时 候 ， 
我 刚好 要 用 到 群 论 的 东西 ,当时 我 问 过 许多 专家 ,但 是 都 不 懂 , 我 突然 想到 从 前 
在 某 一 堂 课 上 听 过 一 个 有 关 这 方面 的 论文 ,我 忘 了 当时 讲 的 是 什么 课 , 但 我 记 
得 大 概 在 那里 可 以 找 这 方面 的 文章 ,所 以 我 花 了 两 天 的 时 间 在 图 书馆 ,结果 给 
我 找到 差不多 是 我 所 要 的 文章 .假如 当初 不 去 听 这 门 课 的 话 ,我 完全 没有 这 个 
机 会 ,所 以 有 时 候 听 一 门 不 懂 的 课 , 有 很 多 不 同 的 帮助 ,所 以 很 多 研究 生 我 跟 他 
们 讲 , 你 们 去 听课 不 一 定 要 懂 , 你 坐 在 那 边 总 比 不 坐 在 那 边 好 ,你 不 坐 在 那 边 的 
话 , 你 完全 不 可 能 知道 有 其 他 的 方法 .”( 余 翔 林 , 邓 勇 主编 《科学 的 力量 )( 第 六 
辑 ) .北京 :科学 出 版 社 ,2005, P30) 

仿 此 是 不 是 也 可 以 这 样 告诉 那些 潜在 的 读者 ,你 看 这 本 书 不 一 定 要 看 懂 ， 
你 翻 翻 它 总 比 不 翻 它 要 好 .这 是 一 个 必要 条 件 , 爱 读书 的 人 不 一 定 成 功 ,但 不 爱 
读书 就 一 定 不 成 功 , 即 有 之 未 必 行 ,无 之 必 不 行 . 

第 三 个 为 什么 是 :为 什么 要 送出 版 潮流 而 动 ? 科普 书 可 以 说 是 目前 出 版 市 
场 的 另类 , 绝 非 主流 .目前 的 图 书 出 版 热点 是 所 谓 "管理 类 ", 教 人 如 何 做 小 豆腐 
店 的 CEO, 水 果 挫 的 CF0, 如 何 将 刚 开张 一 年 的 小 杂货 铺 打造 成 百年 老 店 , 进 入 
世界 500 强 .故意 泻 染 成 功 者 发 家 历程 中 几 个 戏剧 性 的 情节 而 刻意 漠视 人 家 长 
时 期 默默 无 闻 的 艰苦 努力 ,进而 激发 起 引 车 卖 浆 之 流 迅速 致富 的 欲望 . 除 此 还 
有 所 谓 "励志 类 "图 书 , 通 过 成 功 人 士 痛 说 革命 家 史 ( 无 外 乎 年 幼 家 贫 , 母 哄 父 
病 , 胃 学 务农 ,他 尝 人 间 冷 暖 之 类 ) ,然后 发 奋 努 力 , 终 成 人 上 人 ,随后 便 到 处 指 
点 江山 , 著 书 立 说 为 涉世 不 深 的 青少年 规划 人 生 . 此 类 说 教 的 一 个 典型 案例 是 
一 个 苹果 的 故事 :一 个 饥寒 交 人 迫 的 年 轻 人 只 拥有 一 只 革 归 ,是 吃 拉 维 持 生命 还 
是 卖 掉 赚钱 对 他 来 说 是 一 个 艰难 的 选择 ,最 后 他 决定 卖 挤 ,经 过 用 力 在 衣服 上 
氛 找 , 革 果 鲜红 欲 滴 ,很 快 便 卖 出 , 赚 了 一 美金 ,之 后 马上 又 买 了 两 只 革 果 卖 掉 
后 赚 了 两 美金 ，…… 故 事 的 结局 是 年 轻 人 终 成 亿 万 富 条 (但 故事 的 真正 情节 是 
第 三 天 年 轻 人 突然 得 到 了 三 千 万 美元 的 遗产 ) .这 样 的 图 书 害 人 之 深 不 可 小 看 ， 
它 掩 饰 了 由 草根 到 窗 索 ,由 凡人 到 大 腕 之 间 那 关键 的 “一 跳 ”. 另 外 ,还 有 貌似 科 
学 的 人 生 咨 询 ,特别 是 某 些 由 从 事 教育 工作 的 业内 人 士 所 著 的 书 ,更 是 具有 某 
种 欺骗 性 .因为 它 完全 漠视 了 人 生 的 深刻 性 与 多 样 性 ,用 一 套 简单 肤浅 ,有 时 
会 导致 阶段 性 成 功 的 理论 ,为 大 量 有 着 不 同 资质 不 同性 情 、 不 同 理想 .不同 际 
遇 , 而 且 一 定 会 有 着 不 同 命运 的 年 轻 人 套用 一 套 模 式 ,这 是 科学 至 上 在 人 文 领 
域 的 反映 .其 副作用 的 发 作 是 缓慢 的 ,但 却 是 灾难 性 的 . 

还 有 对 所 谓 天 才 的 宣传 也 是 对 青年 人 的 误导 ,似乎 只 要 掌握 技巧 , 便 可 快 
达成 功 .正成 桐 先生 说 :“ 我 在 国外 多 年 , 遇 到 许多 很 出 名 的 数学 家 ,甚至 许多 有 
名 的 物理 学 家 我 也 见 过 ,但 我 认为 并 没有 一 个 是 真正 的 像 报纸 上 所 讲 的 是 天 
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才 , 我 所 认识 的 大 科学 家 ,都 是 经 过 很 大 的 努力 ,才能 够 达到 他 所 达到 的 成 就 
我 的 学 生 问 我 :为 什么 你 做 得 比 我 好 ?" 我 说 很 简单 ,我 比 你 用 功 .我 在 办 公 室 
或 是 在 家 里 边 ,我 天 天 想 问题 ,你 们 在 外 面 玩 ,而 我 花 了 功夫 在 解决 想 了 很 久 的 
问题 ,我 总 比 你 不 想 、 不 花 时 间 成 就 大 一 点 …… 我 想 很 多 出 名 的 科学 家 在 表现 
有 所 不 同 的 时 候 , 你 会 觉得 他 是 天 才 , 事 实 上 他 用 在 后 面 的 功夫 是 很 多 的 .” 
(《 科 学 的 力量 )) 

在 擅 书 、 假 书 大 行 其 道 的 今天 ,严肃 的 科学 普及 图 书 似乎 是 不 受 欢迎 的 .本 
书 的 出 版 时 宙 可 说 是 既 “ 不 合 时 宜 ” 又 “ 恰 连 其 时 ”, 向 牙 利 马克 思 主 义 芹 学 家 卢 
卡 奇 有 一 个 洞 见 ,说 商品 形式 会 “渗透 到 社会 生活 的 所 有 方面 ,并 按照 自己 的 形 
象 来 改造 这 些 方面 ". 目 前 图 书 的 出 版 也 越 来 越 受 控 于 资本 方 的 意志 ,大 众 阅读 
趣味 与 社会 思潮 影响 着 图 书 的 销售 ,销售 方 左右 着 图 书 的 印 数 ,而 印 数 决定 着 
书稿 的 命运 ,所 以 是 主动 迎合 投 怀 送 抱 还 是 被 动 跟随 无 可 奈何 , 亦 或 缴 独 坚守 
和 拓 志 不 移 都 在 极 大 地 困扰 着 作者 及 编辑 (但 似乎 也 存在 良好 互动 的 可 能 ) . 

诸如 此 类 问题 已 经 越 来 越 多 地 引起 人 们 的 关注 ,数学 家 大 多 清高 , 超 拔 于 
世俗 之 外 ,以 入 世 过 深 为 耻 , 所 以 不 屑 于 参加 此 类 空谈 ,有 个 别 有 感 而 发 ,也 因 
或 榴 于 表述 技巧 或 语 不 惊人 遂 泡 没 于 嗓 声 之 中 ,所 以 借鉴 其 他 方面 专家 的 思考 
会 有 助 于 认 清 问题 的 实质 .艺术 批评 家 朱 其 指出 : 

“今天 的 中 国 粗 放 , 充 满 活力 和 给 人 以 未 来 的 希望 ,在 物质 和 身体 上 给 人 感 
官 享受 和 刺激 ,但 在 人 性 和 自我 养护 上 又 极其 残酷 和 粗暴 ,中 国 当代 艺术 也 类 
似 于 美国 六 七 十 年 代 的 波 普 艺 术 时 期 ,资本 主义 的 鼎盛 让 那 一 代 艺 术 家 感到 绝 
望 ,在 一 个 只 有 资本 才能 对 抗 资本 的 时 代 , 前 卫 艺 术 家 所 能 做 的 就 是 将 自己 的 
艺术 资源 变 成 钱 ,或 者 将 自己 手 里 的 作品 变 成 可 以 换取 资本 的 商品 , 唯 其 如 此 
似乎 才能 对 资本 主义 进行 最 后 的 反 蕊 一 击 , 以 获得 尊严 

“在 走向 山 盛 资本 主义 的 兼顾 不 得 自我 平衡 发 展 的 时 期 ,商人 变 得 渴望 向 
艺术 家 靠拢, 艺术 家 变 得 越 来 越 尝 拜 商人 .这 是 一 个 资本 和 精神 不 允许 同时 积 
累 的 时 期 ,所 以 积累 起 资本 的 人 和 在 精神 对 抗 中 的 人 自然 发 生 一 种 彼此 需求 .” 
(卢杰 ,等 .《 潮 流 反 潮流 ). 长 江 文艺 出 版 社 ,2006 年 ,P259) 

从 广义 上 看 教学 与 资本 的 关系 也 大 体 与 艺术 与 资本 的 关系 相同 ,从 表层 看 
互相 排斥 但 深层 次 上 又 相互 需要 ,就 是 那 种 类 似 “ 近 则 不 敬 , 远 之 则 她 "的 微妙 
关系 . 

关于 出 版 理由 ,我 想 有 两 点 ,一 是 幸 涉 经 典 ,二 是 意义 深远 . 

作家 海 岩 曾 说 :“ 过 去 ,10 年 前 说 的 话 ,10 年 后 还 能 说 ,现在 是 去 年 说 的 话 ， 
今年 就 过 时 了 ,再 说 就 老 土 .去 年 大 家 还 关心 的 事情 ,今年 已 经 不 关心 了 ;去 年 
认为 正确 的 事情 ,今年 不 正确 了 .小 说 变 成 速配 的 东西 ,很 难说 什么 东西 是 经 典 
的 ,永恒 的 .( 夏 榆 编著 .《 物 质 时 代 的 文化 真相 ). 北京 :文化 艺术 出 版 社 ,P116) 
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人 们 心目 中 的 少数 偶像 ,也 快速 历经 从 政治 明星 到 腐败 分 于 ,从 经 济 人 物 到 鲸 
吞 国资 的 贪污 犯 , 从 道德 楷模 到 无 耻 之 徒 ,从 学 术 领 袖 到 抄袭 能 手 之 间 快 速 切 
换 , 使 人 蒙 生 “不 是 我 不 明白 ,是 世界 变化 快 "的 慨叹 ,追求 永恒 寻求 秩序 是 人 类 
获得 安全 感 的 深层 需要 .一 切 都 变 了 ,什么 没 变 ,哪些 东西 是 我 们 世代 热 悉 的 ， 
也 就 是 问 :什么 是 经 典 内 容 ,我 们 说 不 随时 间 流 道 而 淡出 人 们 视野 的 就 是 经 典 ， 
所 以 要 素 在 于 时 间 要 久 , 而 且 要 经 久 不 衰 。 

英国 数学 家 哈代 去 世 后 ,他 的 墓志 铭 来 自 他 生前 的 一 本 著作 (一 位 数学 家 
的 辨 白 ): 

“ 当 我 感觉 诅 下 , 和 被 迫 听 一 些 浮夸 而 无 聊 的 人 说 话 的 时 候 , 我 仍然 会 对 自 
已 说 ;是 的 ,我 做 了 一 件 你 们 永远 都 做 不 到 的 事情 , 那 就 是 我 在 一 些 诸如 整 教 
的 分 拆 问题 上 与 李 特 伍德 和 拉 玛 努 金 进行 了 合作 .""( 彼 特 ' 哈 曼 , 西 蒙 ' 米 顿 
著 ,《 剑 桥 科 学 伟人 》. 李 佐 文 , 刘 博 宇 , 姜 雪 , 叶 慧君 , 译 . 保 定 :河北 大 学 出 版 社 ， 
2005 年 ,P159-160) 

同样 ,我 们 也 可 以 说 :“ 当 我 们 在 喧 回 的 商品 大 潮 中 感受 到 声音 微弱 时 , 当 
我 们 在 权势 的 社会 中 感觉 到 力量 单薄 时 ,我 们 仍然 会 对 自己 说 ;是 的 ,我 们 做 
了 一 件 你 们 永远 都 不 会 去 想 的 事 , 为 数学 文化 的 繁荣 鼓 与 呼 .这 是 一 个 可 以 没 
意义 ,不 能 没意思 的 时 代 , 但 我 们 坚信 意义 的 存在 ,我 们 的 意义 就 在 其 中 .” 

为 了 这 个 意义 ,我 们 在 努力 ,在 积累 ,可 以 说 馈 而 不 含 ( 从 这 个 意义 上 说 轴 
公 移 山 、 精 卫 填 海 仍 有 其 现实 意义 ). 

在 丘 宏 义 先 生 所 著 的 (中 国 物 理学 之 父 呈 大 献 》 的 序言 中 , 撕 先 生 讲 道 ; "我 
要 用 一 个 实例 来 冰 明 如 何 可 以 “以 无 生 有 ”. 我 们 知道 ,原始 人 行 猎 大 多用 石 矛 、 
石 第 \ 马 血 等 等 ,集体 去 行 猎 ; 可 是 美国 西南 的 鹤 彼 (Hopi) 族 印第安 人 ,可 以 赤 
手 空 举 ，“ 单 枪 匹 马 " 去 猎 鹿 ,诸位 知道 庆 很 敏捷 ,很 机 警 ,用 己 箭 去 射 甚至 于 用 
猎枪 去 打 都 不 容易 ,那么 霍 彼 狂 人 是 如 何 猎 到 询 的 ? 说穿 了 ,大 家 会 觉得 简单 
可 笑 , 这 族人 精 于 追踪 , 广 一 走 过 , 会 在 草原 上 留 下 行 迹 ,一 段 被 询 挤 断 的 树枝 ， 
甚至 于 一 枚 掉 下 的 叶子 ,都 能 告诉 猎人 鹿 的 去 向 ,这 位 猿 者 继续 追踪 下 去 ,每 次 
接近 了 , 鹿 一 跃 而 起 ,这 位 猎 者 从 容 不 迫 地 追 过 来 ,可 以 一 追踪 就 追 好 几 天 .最 
后 鹿 筋 疲 力 尽 , 倒 地 不 起 ,这 位 猎人 从 容 地 走 过 来 ,把 庆 绑 了 , 拉 在 诊 上 带 回去 ， 
这 就 是 锭 而 不 舍 的 精神 (五 宏 义 著 《 中 国 物理 学 之 父 吴 大 献 》. 乌 鲁 木 齐 :新 给 
人 民 出 版 社 ,2004 年 ,P2-3) . 

上 一 代 最 重要 的 数学 家 之 一 ,克朗 耐克 (kronecker) (在 将 集合 论 创 始 
人 一 一 康 托 连 害 成 精神 病 这 件 事 上 他 有 不 可 推 印 的 责任 ) 曾 用 拉丁 文 对 例句 写 
下 了 这 样 的 话 : 

我 们 是 数学 中 真理 的 诗人 ， 

但 我 们 的 创造 还 得 经 验证 . 
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(Nos mathematici sumus isti veri poetae 

Sed quod fingimus nos et probare decet) 
仿 此 ,我 们 还 可 以 说 : 

我 们 想 成 为 数学 文化 的 传播 者 ， 

但 我 们 的 效果 还 须 读 者 的 认可 

女 作 家 王 海 铀 曾 说 ,老年 男性 再 婚 时 对 女人 的 询问 往往 不 像 年 轻 人 那样 
问 她 好 不 好 看 ,而 是 问 她 难 不 难看 .因为 好 看 已 不 可 能 ,只 有 退 而 求 其 次 要 求 不 
难看 即 可 .科普 书 与 畅销 小 说 不 同 , 读 者 也 同样 不 能 要 求 手 不 释 卷 ,仅仅 是 不 望 
而 生 厌 即 可 . 

本 书 的 责任 编辑 李 广 檀 女 士 王 勇 钢 先 生 为 了 本 书 的 出 版 付出 了 极 大 的 艰 
苦 的 努力 ,证 美 编 对 本 书 做 了 整体 设计 ,使 其 有 "金玉 其 外 "的 视觉 效果 ,一 并 表 
示 感 谢 ,另外 向 给 我 们 提供 资料 的 各 位 专家 教授 表示 诚挚 的 谢意 ,特别 是 欧阳 
维 诚 先 生 、 杜 丽 燕 女 士 及 康 大 臣 夫 妇 . 


刘 培 杰 
2006.10 


从 毕 达 哥 拉 斯 


到 怀 尔 斯 


